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Kurzfassung

Diese Arbeit liefert einen Beitrag zur technischen Fehlererkennung auf Grundlage der Beobachtung ge-
bäudetechnischer Systeme durch qualitative Modelle. Als qualitatives Modell wird ein stochastischer
Automat verwendet, der das qualitative Verhalten eines Prozesses anhand diskreter Wahrscheinlich-
keitsverteilungen beschreibt. Das Systemverhalten des zu beschreibenden Prozesses wird dabei nur
näherungsweise abgebildet, wobei jedoch die grundlegende Systemdynamik erhalten bleibt. Stocha-
stische Automaten und qualitative Modelle leiden dabei unter dem Problem, dass ihr Speicherbe-
darf mit einer steigenden Anzahl zu beschreibender Systemgrößen exponentiell ansteigt, womit es
selbst für Systeme mit nur wenigen Systemgrößen kaum möglich ist, deren gesamtes qualitatives Ver-
halten abzubilden und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten effizient zu speichern. Zur Lösung
dieses Komplexitätsproblems wird in dieser Arbeit ein neuer Ansatz verfolgt, bei dem die diskre-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilungen des stochastischen Automaten in Tensoren gespeichert werden.
Dabei wird eine moderne Methode zur Modellreduktion vorgestellt, die auf der Dekomposition der
multilinearen Tensorstruktur basiert. Die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen, welche auf der
speicher-reduzierten dekomponierten Tensorrepräsentation definiert sind, ermöglichen die effiziente
Realisierung der qualitativen Fehlererkennung.
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We cannot solve our problems with
the same thinking we used when we
created them

(Albert Einstein)
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1
Einleitung

1.1 Motivation
Im Jahr 2016 betrug der Endenergieverbrauch in Deutschland 2516.7 TWh [2], wovon ca. 35.4 %
und damit 890.9 TWh für die Wärme- und Kältebereitstellung sowie die Beleuchtung1 in Gebäuden
aufgewendet wurden [19, S. 64]. Das von der Bundesregierung im Rahmen des nationalen Aktions-
plan Energieeffizienz (NAPE) [16] und der Energieeffizienzstrategie Gebäude (ESG) [17] ausgegebene
Ziel, den gebäudespezifischen Endenergiebedarf von 958.6 TWh im Referenzjahr 2008, um 20 % Pro-
zent auf 766.9 TWh im Jahr 2020 zu reduzieren, ist damit kaum noch zu erreichen [19, S. 64].2
Der für das Jahr 2016 ermittelte Endenergiebedarf entspricht gegenüber dem Referenzjahr lediglich
einer Einsparung von ca. 7.1 %3, womit zur Erfüllung der Zielvorgabe bis 2020 weitere 124 TWh
eingespart werden müssten. Das eine solche Reduktion innerhalb von nur vier Jahren wenig wahr-
scheinlich ist, zeigt der vorläufige Gesamtendenergiebedarf für das Jahr 2017 (2591.4 TWh [2]), von
dem ca. 917.4 TWh4 auf den Gebäudesektor entfallen, was einem Anstieg von rund 3 % gegenüber
dem Vorjahr entspricht. Diese Zahlen verdeutlichen, dass die bisher umgesetzten Maßnahmen zur
Energieeinsparung im Gebäudesektor nicht ausreichen, um die energiepolitisch gesetzten Ziele zu
erreichen und das weitere Initiativen nötig sind [19, S. 64]. Ein großes Potenzial bieten dabei die
Nichtwohngebäude, die den geringsten Anteil aller Gebäude ausmachen aber im Jahr 2016 für 37 %
des gebäudespezifischen Endenergiebedarfs verantwortlich waren [29, S. 18–19].

Die innerhalb des NAPE und der ESG adressierten Maßnahmen und Förderprogramme zur Reduktion
des gebäudespezifischen Endenergiebedarfs setzten insbesondere auf den vermehrten Einsatz erneuer-
barer Energien, energetische Sanierungen von Bestandsgebäuden und niedrigenergetische Neubauten
sowie die Verjüngung von Gebäudeanlagen- und Regelungstechnik – insbesondere im Bereich der
Raumlufttechnik [16, S. 22–23], [17, S. 27]. Neben diesen zumeist kostenintensiven Optimierungen
werden aber auch geringinvestive Maßnahmen zur Energieeffizienzsteigerung in Bestandsgebäuden
gefördert. Die im Besonderen für die Forschung relevante förderpolitische Grundlage bildet hierfür
das 6. Energieforschungsprogramm der Bundesregierung aus dem Jahr 2011 (erweitert 2014) [14],
[15] mit der Forschungsinitiative Energieoptimiertes Bauen (EnOB) [18]. Die Forschungsinitiative
EnOB fördert die Weiterentwicklung von Methoden zur energetischen Betriebsoptimierung und zum
Monitoring bestehender Gebäude- und Anlagentechnik sowie die Entwicklung moderner Automati-
sierungswerkzeuge und entsprechender Soft- und Hardwarelösungen [18, S. 4]. Forschungsprojekte im
Rahmen von EnOB, wie beispielsweise das Projekt ModBen [96, S. 1], zeigen, dass sich durch eine
kontinuierliche Betriebsüberwachung von Nichtwohngebäuden zwischen 5 − 20 % des Energiebedarfs
einsparen lassen. Andere nationale Forschungsprojekte wie ModQS [107, S. 1], aber auch internationa-
le Vorhaben [33, S. iii], gehen sogar von Einsparpotenzialen bis zu 30 % aus, was der kontinuierlichen

1Energiemengen für Beleuchtung werden nur für Nichtwohngebäude bilanziert [19, S. 64].
2Energiemengen aus [19, S. 65].
3Die für das Jahr 2016 berechnete Einsparung von 7.1 % gegenüber dem Referenzjahr 2008 bezieht sich auf den in [2]

gegebenen Datenstand zum Zeitpunkt 07/2018. In [19, S. 64] wird eine Reduktion von 6.3 % genannt, die jedoch
auf älteren Erhebungsdaten zum Zeitpunkt 11/2017 beruht.

4Berechnung unter der Annahme, dass auf den für das Jahr 2017 vorläufig bestimmten deutschen Gesamtenergiebedarf
von 2591.4 TWh, wiederum 35.4 % auf den Gebäudesektor entfallen.
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1 Einleitung

Gebäudebetriebsoptimierung eine besondere Relevanz im Hinblick auf geringinvestiv erschließbare
Einsparpotenziale zukommen lässt.
Ein grundlegender Aspekt der kontinuierlichen Gebäudebetriebsüberwachung- und Optimierung ist
das Sicherstellen eines fehlerfreien und damit energieeffizienten Gebäude- und Anlagenbetriebs. In
der Praxis ist ein solcher Idealzustand nur selten gegeben, denn wie alle technischen Systeme unterlie-
gen gebäudetechnische Anlagen wie Heiz- und Kühlkreise, Wärme- und Kälteerzeuger, Kühltürme,
raumlufttechnische Anlagen (RLT-Anlagen) und Wärmepumpen, Ausfällen und Defekten, die da-
zu führen, dass die betroffenen Systeme nicht mehr ordnungsgemäß und jenseits des energetischen
Optimums operieren. Defekte Komponenten wie Pumpen und Ventile, sich durch Alterungsprozesse
verschlechternde Wärmeübertragungsraten und falsche oder nicht eingehaltene Betriebszeiten sind
nur einige Beispiele für meist unentdeckte Fehler, die sowohl zu thermischen Komforteinbußen als
auch zur höheren Energievierbräuchen und -kosten führen. Die Gründe dafür, dass solche Fehler un-
erkannt bleiben sind vielfältig. Zum einen mangelt es meist an einer übergeordneten Instanz, welche
die Messdaten der heterogenen Gebäudesysteme in guter Qualität sammelt, zentral bereitstellt und
damit eine generelle Überprüfung des Gebäudebetriebs möglich macht. Zum anderen fehlen geeig-
nete Methoden zur Fehlererkennung, um die Anlagenmessdaten interpretieren und Fehler frühzeitig
erkennen zu können. Moderne Nichtwohngebäude verfügen teils über tausende Datenpunkte, deren
kontinuierliche Auswertung einen kaum zu realisierenden Zeitaufwand bedeutet und darüber hinaus
ein enormes Fachwissen bezüglich der entsprechenden Systeme voraussetzt. Dieser Aspekt gewinnt
insbesondere vor dem Hintergrund, dass sich Gebäude durch aktuelle Themen wie das Internet der
Dinge (engl.: Internet of Things) und die Gebäudeautomation 4.0 immer mehr zu technisch hoch ent-
wickelten und -komplexen Smart Buildings entwickeln, zunehmend an Brisanz. Dieser Trend bietet
jedoch auch große Potenziale, denn die zunehmende Digitalisierung und Vernetzung der Gebäudesy-
steme lässt eine Quantitäts- und Qualitätssteigerung der Gebäudemessdaten erwarten und eröffnet
damit neue Möglichkeiten für den Einsatz von Analysemethoden aus dem Bereich der künstlichen
Intelligenz und des maschinellen Lernens. Die grundlegende Voraussetzung zum Ausschöpfen dieses
Potenzials ist, dass den Gebäudebetreibern ebenso moderne und zukunftsorientierte Werkzeuge zur
Fehlererkennung und Diagnose bereitgestellt werden. Diese Arbeit leistet einen Beitrag hierzu.

1.2 Technische Fehlererkennung und Diagnose
Unter einem Fehler wird ein Anlagenbetriebszustand verstanden, der nicht dem nominalen Verhalten
entspricht und der dazu führt, dass die Anlage ihre Funktion nicht oder nur eingeschränkt erfüllen
kann.5 Ziel der technischen Fehlererkennung (engl.: Fault Detection) ist es, Anlagen kontinuierlich
zu überwachen und zu prüfen, ob diese innerhalb ihrer nominalen Betriebsparameter operieren oder
ob ein fehlerhafter Betriebszustand vorliegt.6 Während die technische Fehlererkennung ausschließlich
die Frage beantwortet, ob und wann ein Fehler aufgetreten ist, adressieren die Fehlerisolation (engl.:
Fault Isolation) und die Fehleridentifikation (engl.: Fault Identification) auch die Bestimmung der
verursachenden Anlagenkomponente und des Fehlertyps [12, S. 14], [87, S. 287–288]:

• Fehlerkennung: Bestimmung ob und wann ein Fehler in einer Anlage auftrat.
• Fehlerisolation: Bestimmung wo der Fehler auftrat (Feststellung der Anlagenkomponente oder

des technischen Teilsystems).
• Fehleridentifikation: Bestimmung welcher Fehler auftrat (Feststellung des Fehlertyps und Ab-

schätzung der Schwere des Fehlers).
5In Fachliteratur wie [11], [45] wird zwischen zwischen Anlagen-, Sensor-, und Aktorfehlern unterschieden. Eine solche

Differenzierung findet hier nicht statt. Ein Anlagenbetriebszustand wird als fehlerhaft bewertet, wenn er nicht dem
zu erwartenden nominalen Verhalten entspricht – unabhängig davon – ob der Fehler in der Anlage selbst oder durch
fehlerhafte Sensoren oder Aktoren verursacht wurde.

6Die Erkennung von Planungs-, Ausführungs- und Inbetriebnahmefehlern ist nicht unmittelbar Gegenstand der tech-
nischen Fehlererkennung.
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1.3 Methodik

In der Literatur existieren alternative und von der oben angegebenen Quelle abweichende Definitionen
dieser Fachbegriffe. In [45, S. 413–414] wird beispielsweise die Bestimmung der fehlerhaften Anla-
genkomponente und des Fehlertyps als Fehlerisolation verstanden, während unter dem Begriff der
Fehleridentifikation nur die Abschätzung der Fehlerschwere sowie eine zusätzliche Bestimmung des
zeitlichen Verhaltens des Fehlers (kontinuierlich oder transient) geführt wird. Unabhängig davon, wie
weit die einzelnen Definitionen der Fehlererkennung, -isolation und -identifikation gefasst sind, werden
diese oftmals unter einem Oberbegriff vereint und man spricht entweder von Fehlerdiagnose (engl.:
Fault Diagnosis) [45, S. 413–414], [12, S. 14], oder wie auch im Folgenden, von Fehlererkennung und
Diagnose (engl.: Fault Detection and Diagnosis) [47, S. 5], [34, S. 3]. Die einzelnen Fachbegriffe lassen
sich anhand eines kleines Beispiels leicht nachvollziehen: Betrachtet man eine raumlufttechnische An-
lage (RLT-Anlage), die aus den Komponenten Ventilator, Erhitzer, Kühler und Befeuchter besteht,
dann kann die Feststellung eines Fehlers wie »Anlage heizt nicht«, als Fehlererkennung betrachtet
werden. Die Diagnose folgt mit der Erkenntnis, dass der Erhitzer der RLT-Anlage ohne Funkti-
on (Fehlerisolation) und die Ursache ein Defekt der Erhitzerpumpe ist (Fehleridentifikation). Die
Schwere des Fehlers kann dabei monetär (Reparaturkosten) oder qualitativ in Form von Komfortein-
bußen (hoch, mittel, gering, keine) beziffert werden. In der praktischen Anwendung der Methoden
zur Fehlererkennung und Diagnose wird meist nur die Fehlererkennung und bei Bedarf die Fehleri-
solation realisiert, da die vollständige Fehlerdiagnose einen in der Regel erheblichen Mehraufwand
bedeutet [34, S. 3], [87, S. 294]. Diese Dissertation adressiert in erster Linie die Fehlererkennung,
wobei sich die hier verwendeten qualitativen Modelle grundsätzlich auch zur Isolation und Identifi-
kation von Fehlern eignen. Auch wenn die Fokussierung auf die Fehlerdetektion zunächst wie eine
Einschränkung wirkt, bedeutet dies im Vergleich zum Status-Quo in der Gebäudeautomation bereits
einen deutlichen Fortschritt, denn die derzeit verfügbaren Automationssysteme bieten keine oder nur
unzureichende proprietäre Funktionalitäten, um Fehler zuverlässig zu detektieren.

1.3 Methodik
Dieser Abschnitt beschreibt ausführlich die Methodik, mit der die Fehlererkennung in gebäudetechni-
schen Systemen in dieser Arbeit realisiert wird. Zuerst erfolgt eine Einführung in eine der wichtigsten
Grundlagen technischer Systeme – die Signale. Technische Prozesse treten über Signale in Wechselwir-
kung mit ihrer Umgebung und deren Messungen bilden die Grundlage aller weiteren Untersuchungen.
Anschließend erfolgt die Systemvorstellung, welche die Art und Weise erläutert, in der die gebäude-
technischen Systeme betrachtet werden. Auf die Systemvorstellung folgt die Modellvorstellung und
damit die Einführung der qualitativen Modelle zur Fehlerdetektion.

Signale

Signale beschreiben den zeitlichen Verlauf messbarer Größen. Dabei existieren unterschiedliche Si-
gnaltypen, die man anhand der Werte, die das Signal annehmen kann als auch an der Zeit, für welche
die Signalwerte definiert sind, unterscheidet. Die Werte eines Signals und die zugrundeliegende Zeit
können jeweils durch kontinuierliche oder diskrete Größen definiert sein:

• Unter einer kontinuierlichen Größe versteht man eine reellwertige Größe wie etwa a ∈ R, a ∈ R≥0

oder a ∈ [0, 1].7

• Unter einer diskreten Größe versteht man eine ganzzahlige Größe wie beispielsweise a ∈ N
oder a ∈ {0, 1}.8

7Das Symbol R bezeichnet die reellen Zahlen, R≥0 die nichtnegativen reellen Zahlen und [0, 1] das Einheitsintervall,
welches alle reellen Zahlen von Null bis Eins enthält.

8Das Symbol N bezeichnet die natürlichen ganzen Zahlen inkl. der Null: N := {0, 1, 2, 3, . . .}. Die Menge {0, 1} enthält
nur zwei ganzzahlige Werte, die Null und die Eins.
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1 Einleitung

Anhand der Begriffe der kontinuierlichen und diskreten Größen lassen sich die in der Praxis auftre-
tenden Signaltypen leicht beschreiben. Dabei unterscheidet man häufig zwischen kontinuierlichen,
zeitdiskreten und quantisierten Signalen, welche in Abbildung 1.1 dargestellt sind und deren Eigen-
schaften im Folgenden erläutert werden.

y y [y]

t/s k k

4

3
2

1

1

0 1 2 3 4 5 6 70 10 20 30 40 50 60 70

1

0 1 2 3 4 5 6 7

sehr
hoch

hoch
mittel

niedrig

Abstasten Quantisieren

Abbildung 1.1: Abtasten und Quantisieren. Kontinuierliches Signal (links), zeitdiskretes Signal (mit-
te) und quantisiertes Signal (rechts)

Kontinuierliche Signale: In der Abbildung 1.1 ist links ein kontinuierliches Signal als Funktion y(t)
dargestellt. Dieses Signal ist wert- und zeitkontinuierlich, denn es kann zu beliebigen Zeiten t ∈ R≥0

die Signalwerte y(t) ∈ [0, 1] annehmen. Einfach formuliert: Zu jeder kontinuierlichen Zeit t existiert
ein eindeutig definierter Signalwert y(t), der einen reellen Wert zwischen Null und Eins besitzt. Für
kontinuierliche Signale sind somit genaue Aussagen bezüglich des Signalwerts zu jeder Zeit möglich,
wie beispielsweise: Zum Zeitpunkt t = 2.3456 . . . Sekunden besitzt das Signal den Wert 0.7752 . . ..
Zeitdiskrete Signale: Wird das kontinuierliche Signal y(t) im linken Teil von Abbildung 1.1 mit
einer festen Abtastzeit Ta zeitlich diskretisiert, ergibt sich das in der mittleren Darstellung abgebil-
dete zeitdiskrete und wertkontinuierliche Signal y(k). Die Signalwerte y(k) liegen damit nur noch zu
diskreten Zeiten k ∈ N vor und entsprechen den Signalwerten y(t) zur kontinuierlichen Zeit t = k ·Ta.
Am besten lässt sich dies anhand des linken Teils der Abbildung 1.1 veranschaulichen, in dem ein
kontinuierliches Signal über einen Zeitraum von t = 0 s bis t = 70 s dargestellt ist. Tastet man das
Signal y(t) mit einer Abtastzeit von Ta = 10 s ab, erhält man die zeitdiskrete Darstellung y(k) in
der mittleren Abbildung. Der Wert des zeitdiskreten Signals y(k) zur Zeit k = 7 entspricht dann
dem Wert des kontinuierlichen Signals y(t) zum Zeitpunkt t = k · Ta = 7 · 10 s = 70 s. Im Gegensatz
zu kontinuierlichen Signalwerten, die durch eine Funktion definiert sind, können die zeitdiskreten
Signalwerte y(k) für fortlaufende Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T als Folgen

Y (0...T ) = (y(0), y(1), y(2), . . . , y(T )) (1.1)

notiert werden, die man als Zeitreihen bezeichnet. In der Praxis sind solche Folgen oft endlich und
nur bis zu einer bestimmten Zeit verfügbar oder relevant, die man als Zeithorizont T bezeichnet.
Die Zeitreihe in der Mitte von Abbildung 1.1 ist beispielsweise bis zu einem Zeithorizont von T = 7
gegeben und besitzt die Form

Y (0...7) = (y(0), y(1), y(2), y(3), y(4), y(5), y(6), y(7))
= (0.77, 0.30, 0.15, 0.41, 0.62, 0.97, 0.57, 0.46) .

(1.2)

Zeitdiskrete Signale oder Zeitreihen bilden in der Gebäudetechnik die signaltheoretische Grundlage
für nahezu alle Auswertungen, Bilanzierungen und Bewertungen (s. Kapitel 2). Die Gebäudeauto-
mationssysteme erfassen die Messwerte häufig mit Abtastzeiten von Ta = 60 s, weshalb man auch
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1.3 Methodik

von Minutendaten spricht. Weitere übliche Abtastzeiten sind 5-Minutendaten (Ta = 300 s) und 15-
Minutendaten (Ta = 900 s), wobei beliebige weitere Varianten existieren.
Quantisierte Signale: Wird ausgehend von einem zeitdiskreten Signal auch dessen Wertebereich
diskretisiert, erhält man ein zeit- und wertdiskretes Signal [y(k)]. Diesen Vorgang bezeichnet man als
Quantisierung (s. Abbildung 1.1). Ein solches Signal, das sowohl zeit- als auch wertdiskret ist, wird
als Digitalsignal oder quantisiertes Signal bezeichnet.9 Der Wertebereich des Signals ist nun nicht
mehr durch reelle Zahlen gegeben, sondern durch ganzzahlige Werte, womit für die Signalwerte im
Allgemeinen [y(k)] ∈ N gilt. Die Werte die ein quantisiertes Signal [y(k)] annehmen kann, bezeichnet
man als qualitative Werte.
Rechts in Abbildung 1.1 wurde der Wertebereich des Signals in vier Bereiche diskretisiert, sodass
für die Signalwerte [y(k)] ∈ {1, 2, 3, 4} gilt. Der quantisierte Signalwert [y(k)] kann somit nur
die qualitativen Werte »Eins, Zwei, Drei oder Vier« annehmen. Allgemein können den quantisier-
ten Signalwerten [y(k)] anstelle von ganzen Zahlen aber auch symbolische oder linguistische Wer-
te wie {niedrig, mittel, hoch, sehr hoch} zugeordnet werden. Im Gegensatz zu einem zeitdiskreten
aber wertkontinuierlichen Signalwert y(k) erlaubt der quantisierte Signalwert [y(k)] nur noch ei-
ne qualitative Einschätzung der zugrunde liegenden Größe. In Abbildung 1.1 ist zum Beispiel zur
Zeit k = 5, der zeitdiskrete Signalwert durch y(5) = 0.97 gegeben, während für den quantisierten
Signalwert [y(5)] = 4 oder [y(5)] = {sehr hoch} gilt. Das quantisierte Signal besitzt somit den qua-
litativen Wert »Vier« oder linguistisch ausgedrückt, den symbolischen Wert »sehr hoch«. Wie bei
den zeitdiskreten Signalwerten in Gleichung (1.2) können die qualitativen Werte des quantisierten
Signals [y(k)] im rechten Teil von Abbildung 1.1 als eine ganzzahlige Folge

[Y (0...7)] = ([y(0)], [y(1)], [y(2)], [y(3)], [y(4)], [y(5)], [y(6)], [y(7)])
= (4, 1, 1, 2, 3, 4, 3, 2)

(1.3)

notiert werden. In der Gebäudetechnik existieren auch natürliche zeit- und wertdiskrete Signale. So
sind beispielsweise diverse Pumpen und Ventilatoren nicht drehzahlgeregelt, sondern können nur ein-
oder ausgeschaltet sein. Ein solches Signal kann ausschließlich Werte aus der Menge {0, 1} annehmen
und hat entweder den Wert Eins (An) oder den Wert Null (Aus).
Das Abtasten und Quantisieren eines kontinuierlichen Signals hin zu einem quantisierten Signal stellt
letztlich eine Abstraktion dar [86, S. 3], bei der sowohl Informationen bezüglich des zeitlichen Ver-
haltens als auch die Möglichkeit, reellwertige und damit präzise Aussagen über den Signalwert zu
treffen, verloren gehen. Quantisierte Signale bilden in dieser Arbeit die Grundlage der systemtheore-
tischen Betrachtungen und damit die Basis für die Erstellung und Anwendung qualitativer Modelle
zur Fehlerdetektion in gebäudetechnischen Systemen.

Systemvorstellung

Um technische Gebäudesysteme anhand von Modellen beschreiben zu können, bedarf es zunächst
einer Systemvorstellung. Wie erwähnt, liegen die aus den gebäudetechnischen Anlagen wie Heiz- und
Kühlkreisen, thermischen Speichern, Wärmepumpen oder RLT-Anlagen erfassten Messwerte im All-
gemeinen in Form von Zeitreihen, also in zeitdiskreten Folgen von Messwerten vor (s. Gleichung 1.2).
Solche Anlagen gehören damit zur Systemklasse der sogenannten zeitdiskreten dynamischen Syste-
me (s. Abbildung 1.2).
Zeitdiskretes dynamisches System: Unter einem dynamischen System wird Allgemein eine Funk-
tionseinheit verstanden, deren Ausgangsgrößen sich als eine Reaktion auf die Einwirkung der Ein-
gangsgrößen zeitlich ändern [85, S. 2], [120, S. 1]. Dynamische Systeme treten dabei über ihre Ein-

9In dieser Arbeit werden ausschließlich quantisierte Signale betrachtet, denen eine konstante Abtastzeit zugrunde
liegt und deren Signalwerte somit zu äquidistanten Zeitpunkten vorliegen. Ereignisdiskrete Signale werden nicht
betrachtet.
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Eingangsgrößen

u1(k)
u2(k)...
um(k)

Ausgangsgrößen

y1(k)
y2(k)...
yq(k)

Prozess

x1(k), x2(k), . . . , xn(k)
Zustandsgrößen

Abbildung 1.2: Zeitdiskretes dynamisches Mehrgrößensystem

und Ausgangsgrößen in Wechselwirkung mit ihrer Umgebung und zeichnen sich durch ein »Gedächt-
nis« aus, denn die aktuellen Ausgangsgrößen hängen nicht nur von den aktuellen Eingangsgrößen ab,
sondern auch von den in der Vergangenheit liegenden [131, S. 17]. Die Art und Weise, wie sich die
Eingangsgrößen auf die Ausgangsgrößen auswirken, hängt dabei von der inneren Systemstruktur und
damit von den Zustandsgrößen ab, welche als funktionales Bindeglied zwischen den Ein- und Aus-
gangsgrößen interpretiert werden können [66, S. 4]. Der in Abbildung 1.2 dargestellte Prozess mit den
zeitabhängigen Eingangs-, Zustands-, und Ausgangsgrößen stellt somit ein zeitdiskretes dynamisches
System dar und repräsentiert die allgemeine Vorstellung technischer Systeme.10

Besitzt ein dynamisches System nur eine einzige Ein- und Ausgangsgröße, so spricht man von einem
Eingrößensystem (engl.: single input, single output system (SISO)), andernfalls von einem Mehr-
größensystem (engl.: multiple input, multiple output system (MIMO)). Bei der Beschreibung und
Darstellung dynamischer Mehrgrößensysteme, die wie in Abbildung 1.2 über eine Anzahl von m
Eingangsgrößen, n Zustandsgrößen und q Ausgangsgrößen verfügen, werden diese Systemgrößen üb-
licherweise in einem Eingangsvektor u(k), einem Zustandsvektor x(k) und einem Ausgangsvektor y(k)
zusammengefasst:

u(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
u1(k)
u2(k)

...
um(k)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Rm, x(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1(k)
x2(k)

...
xn(k)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Rn, y(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1(k)
y2(k)

...
yq(k)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Rq . (1.4)

Typografisch klein und fett gedruckte Buchstaben symbolisieren Vektoren. Die Notation eines Ein-
gangsvektors u(k) ∈ Rm bedeutet, dass dieser Vektor eine Anzahl von m reellen Eingangsgrößen
repräsentiert und damit die Länge m besitzt.11 Gleiches gilt für den Zustands- und Ausgangsvektor.
Mit dem Wissen, dass die Eingangs-, Zustands- und Ausgangsvektoren in Gleichung (1.4) stets meh-
rere Größen repräsentieren, spricht man trotz der vektoriellen Repräsentation vereinfachend auch
nur von Eingängen, Zuständen und Ausgängen – oder wie zuvor – von Eingangs-, Zustands-, und
Ausgangsgrößen. Die vektorielle Notation der Systemgrößen ist in den Ingenieurwissenschaften üb-
lich und ermöglicht nicht nur eine einfache und kompakte Notation, sondern bietet auch Vorteile
in den späteren modelltheoretischen Berechnungen. Darstellungen wie die des Mehrgrößensystems
in Abbildung 1.2 erfolgen typischerweise ebenso in vektorieller Form, was zu einer übersichtlichen
Repräsentation führt (s. Abbildung 1.3).

Prozess

Eingangsvektor Zustandsvektor Ausgangsvektoru(k) x(k) y(k)

Abbildung 1.3: Zeitdiskretes dynamisches Mehrgrößensystem (vektorielle Darstellung)

10Die Bezeichnungen »System« und »Prozess« werden in der Literatur oft synonym verwendet [85, S. 2].
11Ein formale Definition des Vektorbegriffs wird in Kapitel 6 gegeben.
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Eingangs, Ausgangs- und Zustandsgrößen realer Systeme: Die Zustandsgrößen eines Prozess
beschreiben dessen energetische Speicherfähigkeit. Typische Zustandsgrößen sind potenzielle oder
thermische Energien, Enthalpien oder Kapazitäten. Aus theoretischer Sicht stellen die Zustandsgrö-
ßen im Allgemeinen keine messbaren Größen dar und sind für einen außenstehenden Betrachter des
Systems nicht ersichtlich. Sie spielen jedoch eine grundlegende Rolle bei der klassischen Modellierung
dynamischer Systeme und werden dabei durch Differential- oder Differenzengleichungen beschrieben,
mit denen die innere Systemdynamik abgebildet wird. In der Praxis werden dabei häufig solche Zu-
standsgrößen gewählt, die sich als eine Funktion der dem System zugrunde liegenden Energiegröße
beschreiben lassen und die entgegen der theoretischen Vorstellung auch messbar sein können. Ein
typisches Beispiel, an dem sich dies erläutern lässt, ist ein Behälter der mit Wasser gefüllt ist und
der damit einen Speicher potentieller Energie Epot darstellt (s. Abbildung 1.4).

V̇Zu

V̇Abh Epot

Behälter

Abbildung 1.4: Wasserbehälter als dynamisches Eingrößensystem

Die potentielle Energie des Wassers Epot ist nicht unmittelbar messbar, kann jedoch wenn man die
Abmaße des Behälters kennt, als eine Funktion der Füllhöhe h beschrieben werden. Die Füllhöhe h
repräsentiert damit die Zustandsgröße und ist proportional zu der im Behälter gespeicherten potenzi-
ellen Energie. Für die qualitativen Modelle ist eine solche Betrachtung der Zustandsgrößen wichtiger
Bestandteil der Modellbildung.

Im Gegensatz zu den Zustandsgrößen stellen die Eingangs- und Ausgangsgrößen dynamischer Sy-
steme dagegen grundsätzlich messbare Größen dar, die beispielsweise durch Temperaturen, Massen-,
Volumen- oder Wärmeströme gegeben sind. In der Vorstellung sind die Ein- und Ausgangsgrößen
diejenigen Variablen, welche die Energie in das System einbringen oder aus diesem abführen. Im
Beispiel des Wasserbehälters in Abbildung 1.4 stellt der obere Zufluss V̇Zu somit die Eingangsgröße
dar und der untere freie Abfluss V̇Ab die Ausgangsgröße. Ein hoher Zufluss in den Behälter führt zu
einer steigenden Füllhöhe und damit zu einer Zunahme der potenziellen Energie des Systems über
die Zeit. Wie sich der Zufluss auf den Abfluss auswirkt, hängt von der Zustandsgröße, also von der
Füllhöhe ab. Der Volumenstrom durch den freien Abfluss, der die Energie aus dem System abführt,
ist dabei umso größer, desto höher der Füllstand des Behälters ist.

Gebäudetechnische Anlagen zur Wärme- und Kältebereitstellung sind thermische dynamische Syste-
me, welche sich wie in Abbildung 1.5 dargestellt, interpretieren lassen.

TZu, V̇zu TAb, V̇ab
Eth, H

Gebäudesystem

Q̇Int

Q̇Ext

Q̇V erl
SP , SV , SM , SB

Abbildung 1.5: Generisches Gebäudesystem als dynamisches Mehrgrößensystem. Die üblicherweise
messbaren Eingangs- und Ausgangsgrößen sind in schwarz und die nicht messbaren
in rot dargestellt.

Die generalisierte Darstellung eines dynamischen Gebäudesystems in Abbildung 1.5 kann sowohl als
thermischer Speicher, als Heizkessel, Heizkörper oder auch als ein Raum, der beispielsweise über eine
RLT-Anlage beheizt oder gekühlt wird, verstanden werden. In allen Fällen existieren Wärmeströme in
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Form mechanisch erzeugter Luft- oder Wasservolumenströme V̇Zu und gegebenen Temperaturen TZu,
die als Eingangsgrößen in das System hinein wirken und zu einer zeitlichen Änderung seiner Zustands-
größen, wie beispielsweise der thermischen Energie Eth oder der Enthalpie H führen. Auf der anderen
Seite verlassen ebensolche Wärmeströme, beispielsweise gegeben durch Abluftvolumenströme V̇Ab mit
Temperatur TAb das System als Ausgangsgrößen und führen Energie ab. Hinzu kommen Störgrößen
wie Wärmeverluste Q̇V erl, die aus dem System hinaus wirken, äußere Wärmeeinträge Q̇Ext und ge-
gebenenfalls innere Lasten Q̇Int, die in der Regel ebenso wenig messtechnisch erfassbar sind wie die
Zustandsgrößen, diese jedoch entsprechend beeinflussen. Im Hinblick auf die Modellierung solcher
Systeme muss auch hier zwischen der grundsätzlichen Annahme, dass die Zustandsgrößen nicht als
Messgrößen zur Verfügung stehen und der Notwendigkeit, diese mathematisch beschreiben zu kön-
nen, unterschieden werden. Ähnlich wie beim Wasserbehälter in Abbildung 1.4, in dem die Füllhöhe
als Zustandsgröße das Niveau der potentiellen Energie beschreibt, können bei Gebäudesystemen bei-
spielsweise die Raumtemperatur oder die Temperatur in einem Speicher geeignete Zustandsgrößen
sein, um das Niveau der im System vorhandenen Energie abzubilden. Neben den oben erwähnten
typischen Eingangsgrößen können auch Mischventilstellungen SM , Pumpen- und Ventilatorendreh-
zahlen SP , SV sowie Bedarfsanforderungen SB als solche betrachtet werden. Diese Eingangsgrößen
stellen oftmals wichtige Indikatoren für die Bewertung des Betriebszustandes der Anlage dar.

Abbildung 1.5 kann als typisches Beispiel dafür angesehen werden, wie sich ein dynamisches Sy-
stem aus Sicht eines Gebäudebetreibers darstellt: Die Ein- und Ausgangsgrößen stehen als beobacht-
bare und messbare Größen in Form von Zeitreihen (1.1) zur Verfügung und können entsprechend
ausgewertet werden (s. a. Kapitel 2). Die inneren Zustandsgrößen, welche die energetische Spei-
cherfähigkeit des Systems beschreiben, sind nicht ersichtlich oder messtechnisch erfassbar. Für den
außenstehenden Beobachter oder Betreiber des dynamischen Systems, tritt dieses nur anhand seines
Eingangs-Ausgangs-Verhaltens in Erscheinung. Kürzer spricht man auch einfach vom Verhalten des
dynamischen Systems.

Verhalten dynamischer Systeme: Zum sogenannten Verhalten eines dynamisches Systems gehö-
ren alle Folgen von Signalwerten der Eingangs- und Ausgangsgrößen, die dem System möglich sind [11,
S. 4–5], [86, S. 26]. Die Bewertung des Eingangs-Ausgangs-Verhaltens dynamischer Systeme spielt
eine grundlegende Rolle im Hinblick auf die Fehlererkennung. Fehler, die auf einen Prozess einwirken,
führen dazu, dass sich dessen Eingangs-Ausgangs-Verhalten ändert und damit vom Nominalverhalten
abweicht. Beispiel 1.1 erläutert dies.

Beispiel 1.1 (Unplausibles Verhalten): Angenommen der Wasserbehälter in Abbildung 1.4 besitzt
eine Leckage, durch die Wasser austritt. In diesem Fall wird sich der Wert der Ausgangsgröße V̇Ab

für eine gegebene Eingangsgröße V̇Zu gegenüber dem Nominalfall ändern. Aufgrund der Leckage wird
weniger Wasser aus dem Abfluss fließen als im Normalfall und das Eingangs-Ausgangs-Verhalten
ändert sich.
Ein anderes Beispiel, welches man jedoch nicht als Fehler im Sinne der Definition bezeichnen sollte,
sondern vielmehr als eine Anomalie, ist Folgendes: Angenommen Abbildung 1.5 stellt einen Raum ei-
nes Gebäudes dar, der über eine RLT-Anlage beheizt wird. Diese bringt einen Zuluftvolumenstrom V̇Zu

mit Temperatur TZu in den Raum ein und führt den Abluftvolumenstrom V̇Ab = V̇Zu mit der Tempe-
ratur TAb aus dem Raum ab. Ein nun beispielsweise im Heizbetrieb vollständig geöffnetes Fenster im
Raum führt entsprechend dazu, dass dieser auskühlt und sich damit die thermische Energie im Raum
reduziert. Unabhängig davon, ob die Lüftungsanlage auf diese Situation mit höheren Zulufttemperatu-
ren und/oder größerem Zuluftvolumenstrom reagiert, ändert sich hierdurch das Eingangs-Ausgangs-
Verhalten des dynamischen Systems »Raum«. Die Werte der Eingangsgrößen V̇Zu, TZu werden gegen-
über dem Nominalfall gleich oder höher ausfallen, während jedoch der Wert der Ausgangsgröße TAb

niedriger sein wird.
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Das Verhalten technischer dynamischer Systeme zu beschreiben und zu analysieren hat somit eine
hohe Priorität im Hinblick auf die Sicherstellung einer ordnungsgemäßen und energieeffizienten Anla-
genfunktion. Dies automatisiert zu realisieren, ist die Aufgabe von Modellen. Es ist somit notwendig,
Funktionen aufzustellen oder abzuleiten, welche die Dynamik des Systems beschreiben und damit eine
kausale Beziehung zwischen den Eingängen und Ausgängen herstellen. Dabei existieren viele unter-
schiedliche Möglichkeiten, dies zu realisieren. So kann der funktionale Zusammenhang zwischen Ein-
und Ausgangsgrößen durch lineare, nichtlineare, zeitvariante oder zeitinvariante Modelle beschrieben
werden. Die Modellbildung kann auf White-Box Verfahren, welche auf der expliziten Modellierung der
Zustandsgrößen in Form von Differential- oder Differenzengleichungen basieren, aber auch auf Black-
Box Ansätzen, welche die innere Systemdynamik anhand von historischen Messungen der Eingangs-
und Ausgangsgrößen abstrahieren. Außerdem kann das Modellierungsprinzip quantitativ sein und das
Systemverhalten anhand der zeitdiskreten und reellwertigen Systemgrößen beschreiben, oder es kann
qualitativer Natur sein und das Verhalten nur näherungsweise abbilden, basierend auf der Betrach-
tung der quantisierten Eingangs-, Zustands-, und Ausgangsgrößen. Ein solches System, bei dem die
Systemgrößen ausschließlich quantisiert und damit nur durch deren qualitative Werte gegeben sind,
nennt man ein quantisiertes System [84]. Das Verhalten eines quantisierten Systems zu beschreiben,
ist das Ziel der qualitativen Modellierung.

Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[y(k)][u(k)]

[x(k)]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Quantisierter
Eingangsvektor

Quantisierter
Ausgangsvektor

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Abbildung 1.6: Quantisiertes System aus Sicht eines Beobachters, nach [113, S. 170]

Quantisiertes System: Wie Abbildung 1.6 zeigt, besteht das quantisierte System aus dem zeitdis-
kreten Prozess aus Abbildung 1.3 und den Quantisierern. Die Quantisierer konvertieren den reell-
wertigen Eingangsvektor u(k), Zustandsvektor x(k) und Ausgangsvektor y(k), in den quantisierten
Eingangs- [u(k)], Zustands- [x(k)] und Ausgangsvektor [y(k)]. Im Gegensatz zum zeitdiskreten Sy-
stem mit den reellwertigen Eingangs- und Ausgangsvektoren, tritt das quantisierte System für einen
externen Beobachter nur durch die qualitativen Werte der quantisierten Ein- und Ausgangsvektoren
in Erscheinung. Das quantisierte System spiegelt somit das qualitative Eingangs-Ausgangs-Verhalten
des zeitdiskreten Systems wieder [69, S. 4]. Die Quantisierung des Zustandsvektors ist in der Ab-
bildung gestrichelt eingezeichnet, da dieser auf der einen Seite für einen Beobachter des Systems
weder quantitativ noch qualitativ ersichtlich ist, auf der anderen Seite jedoch bei der qualitativen
Modellbildung von Bedeutung ist, weil er die Beziehung zwischen Ein- und Ausgängen beschreibt.
Überführt man ein wertkontinuierliches und zeitdiskretes dynamisches System wie in Abbildung 1.4
oder 1.5 in ein quantisiertes System, dann wird man dessen Verhalten nur noch näherungsweise, an-
hand der qualitativen Werte der Eingangs- und Ausgangsgrößen, bewerten können (s. Abbildung 1.1).
Man kann dann beispielsweise über einen Volumenstrom oder eine Temperatur nur noch sagen, ob
deren Signalwerte sehr hoch, hoch, mittel oder niedrig sind. Um zu Bewerten, ob sich das System
nominal oder fehlerhaft verhält, können solche qualitativen Einschätzungen ausreichend sein. Das
für den Raum und die RLT-Anlage im Beispiel 1.1 beschriebene unplausible Systemverhalten, ist
dann beispielsweise dadurch beschrieben, dass die quantisierten Eingangsgrößen der Zulufttempera-
tur [TZu(k)] und des Zuluftvolumenstroms [V̇Zu(k)], den qualitativen Wert »sehr hoch« besitzen, aber
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die Ablufttemperatur [TAb(k)] nur »niedrig« ist. Um technische Systeme in dieser Art und Weise,
auf Basis der qualitativen Werte ihrer Ein- und Ausgangsgrößen, kontinuierlich und automatisiert zu
überwachen, kann ein qualitatives Modell verwendet werden.

Modellvorstellung
Qualitative Modelle sind nichtdeterministische Modelle, deren Grundlage ein sogenannter stochasti-
scher Automat bildet und der das qualitative Verhalten des zugrundeliegenden Systems in einem
wahrscheinlichkeitstheoretischen Kontext beschreibt [69], [83], [113]. Die Modelle repräsentieren da-
bei das Verhalten eines Systems nur näherungsweise, bilden jedoch die grundlegende Systemdynamik
ab. Ein qualitatives Modell soll dabei das zugrundeliegende System stets nur »so genau wie nötig
und so grob wie möglich beschreiben« [113, S. 6], um die Modellkomplexität niedrig zu halten. Die
Modellbildung kann durch unterschiedliche Methoden erfolgen und wird in dieser Arbeit durch ein
Black-Box Verfahren realisiert, bei dem das Modell anhand historischer Messdaten der Gebäudesy-
steme identifiziert wird. Dies bietet den Vorteil einer sehr schnellen Modellbildung, bei der prinzipiell
keine physikalischen Kenntnisse des zugrundeliegenden Systems benötigt werden, da das explizite
Aufstellen von Modellgleichungen entfällt.

Im Hinblick auf die Zielsetzung der Modellierung unterscheidet man sowohl bei quantitativen als auch
bei qualitativen Modellen zwischen zwei unterschiedlichen Ansätzen, die man als Simulation und Be-
obachtung bezeichnet. Bei der Simulation wird ein Modell eines dynamischen Systems dazu verwendet,
um für gegebene oder gemessene Eingangsgrößen, die Ausgangsgrößen zu bestimmen (s. Kapitel 2).
Bei der Beobachtung dient das Modell dem Ziel, anhand der messbaren Ein- und Ausgangsgrößen
des Systems, die in der Praxis nicht messbaren Zustandsgrößen zu berechnen. Das Konzept der
Beobachtung bietet dabei die Möglichkeit, das Eingangs-Ausgangs-Verhalten des Systems hinsicht-
lich seines fehlerfreien Betriebs zu bewerten. Die Fehlererkennung mit qualitativen Modellen basiert
auf diesem Beobachterprinzip. Modellbedingt spricht man dabei von der sogenannten qualitativen
Beobachtung [71].

Qualitatives Modell zur Beobachtung: Im Sinne der qualitativen Beobachtung erfolgt die Mo-
dellierung technischer Systeme unter der folgenden Zielsetzung:

Das qualitative Modell soll anhand der zur Zeit k gemessenen qualitativen Werte des quan-
tisierten Eingangs- [u(k)] und Ausgangsvektors [y(k)] des quantisierten Systems, die Wahr-
scheinlichkeiten dafür bestimmen, welche qualitativen Werte der quantisierte Zustandsvek-
tor [x(k + 1)] des Prozesses zur Zeit k + 1 annehmen kann.

Das Konzept der qualitativen Beobachtung ist in Abbildung 1.7 dargestellt und lässt sich anhand
des folgenden Beispiels einfach erläutern.

Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[y(k)][u(k)]

[x(k)]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Quantisierter
Eingangsvektor

Quantisierter
AusgangsvektorQualitatives

Beobachtermodell

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Zustandswahrscheinlichkeiten ⇒ Fehler im Prozess Ja?/Nein?

Abbildung 1.7: Qualitative Beobachtung und Fehlererkennung, nach [113, S. 170]
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Beispiel 1.2 (Qualitative Beobachtung): Der Wasserbehälter aus Abbildung 1.4 soll anhand seiner
quantisierten Ein- und Ausgänge beobachtet werden. Dabei wird angenommen, dass die quantisierten
Ein- und Ausgangsgrößen [V̇Zu(k)], [V̇Ab(k)] zur Zeit k = 0 gemessen wurden und die in Abbildung 1.8
gezeigten qualitativen Werte besitzen.

[V̇Zu(0)] = {niedrig}

[V̇Ab(0)] = {sehr hoch}[h(1)] = {?}

Behälter

Abbildung 1.8: Wasserbehälter mit quantisierten Systemgrößen

Das qualitative Modell soll anhand der zur Zeit k = 0 gegebenen qualitativen Werte der Ein- und
Ausgänge bestimmen, welche qualitativen Werte die quantisierte Zustandsgröße [h(k)], sprich die
Füllhöhe, zur Zeit k = 1 annehmen kann (s. Abbildung 1.8). Dabei sind die qualitativen Wer-
te {niedrig, mittel, hoch, sehr hoch} möglich. Da das qualitative Modell ein stochastisches Modell ist,
wird es diese Frage nicht mit einem konkreten qualitativen Wert beantworten, sondern es wird alle
qualitativen Werte der Zustandsgröße mit einer Wahrscheinlichkeit berechnen, wie zum Beispiel:12

Pr([h(1)] = {niedrig}) = 0 ,

Pr([h(1)] = {mittel}) = 0.1 ,

Pr([h(1)] = {hoch}) = 0.2 ,

Pr([h(1)] = {sehr hoch}) = 0.7 .

(1.5)

Die Abkürzung Pr steht für die »Wahrscheinlichkeit«. Auf Basis der zur Zeit k = 0 gemessenen quan-
tisierten Ein- und Ausgangsgrößen [V̇Zu(0)], [V̇Ab(0)] trifft das qualitative Modell für die Zeit k = 1
die folgende Prognose: Die Füllhöhe des Wasserbehälters [h(1)] wird mit 70-prozentiger Wahrschein-
lichkeit den qualitativen Wert »sehr hoch« besitzen und mit 20-prozentiger Wahrscheinlichkeit den
Wert »hoch« usw. Die Zustandswahrscheinlichkeiten in Gleichung (1.5) stellen somit das Ergebnis
der qualitativen Beobachtung für einen Zeitschritt k dar (s. a. Abbildung 1.7).

Qualitatives Modell zur Fehlererkennung: Um ein qualitatives Modell zur Beobachtung und
Fehlererkennung in realen Gebäudesystemen verwenden zu können, muss dieses eine grundsätzliche
Forderung erfüllen:

Das qualitative Modell muss ein Nominalmodell des zugrundeliegenden Systems darstellen
und damit dessen fehlerfreies qualitatives Verhalten abbilden.

Die Fehlererkennung erfolgt nach einem Konsistenzprinzip. Dieses basiert auf der Bewertung, ob die
am realen System gemessenen quantisierten Eingänge [u(k)] und Ausgänge [y(k)] mit dem qualita-
tiven Nominalmodell konsistent sind [11], [84]. Diese Bedingung ist immer dann erfüllt, wenn für die
gemessenen quantisierten Ein- und Ausgänge positive Zustandswahrscheinlichkeiten existieren, wie
etwa in Beispiel 1.2 in Gleichung (1.5). Tritt am realen System nun ein Fehler auf, wie zum Beispiel
eine Leckage im Wasserbehälter, dann zeigen die Eingangs- und Ausgangsgrößen ein vom fehlerfreien
Betrieb abweichendes Verhalten und das qualitative Nominalmodell wird keine positiven Zustands-
wahrscheinlichkeiten bestimmen können. In einem solchen Fall sind alle Zustandswahrscheinlichkeiten
null, was bedeutet, dass die gemessenen quantisierten Ein- und Ausgänge inkonsistent mit dem qua-
litativen Nominalmodell sind und ein Fehler im beobachteten System vorliegt.
12Bei den in Gleichung (1.5) gegebenen Wahrscheinlichkeiten handelt es sich genau genommen um bedingte Wahr-

scheinlichkeiten, da diese die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten unter der Bedingung gegebener Eingangs-
und Ausgangsgrößen repräsentieren. Zudem wird das qualitative Modell die qualitativen Zustandswahrscheinlich-
keiten in der Regel nur näherungsweise bestimmen können und wird darüber hinaus sogar unzutreffende Lösungen
generieren. Diese Modelleigenschaften werden in Kapitel 4 erläutert.
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1 Einleitung

Eigenschaften qualitativer Modelle: Die wesentlichen Eigenschaften qualitativer Modelle, die im
Verlauf dieser Arbeit detailliert erläutert werden, sind nachstehend zusammengefasst:

• Qualitative Modelle können, wie in dieser Arbeit realisiert, durch Black-Box Verfahren, ba-
sierend auf historischen Anlagenmessdaten oder durch Abstraktion anhand von White-Box
Modellen, identifiziert werden [69, S. 50–60].

• Qualitative Modelle sind mathematisch einfach verständlich und vollständig beschreibbar, denn
die stochastischen Automaten, die das Modell repräsentieren, besitzen die Markow-Eigen-
schaft [113, S. 18]. Zur Beschreibung und Anwendung der Modelle werden in dieser Arbeit
weder Differentialgleichungen noch Integralrechnungen benötigt. Alle Berechnungen basieren
auf einfachen Additionen und Multiplikationen, die sich meist durch Produkte der linearen und
multilinearen Algebra generalisieren lassen.

• Qualitative Modelle können Unsicherheiten in den gemessenen Ein- und Ausgangsgrößen be-
rücksichtigen [113, S. 163–165].

• Qualitative Modelle können sowohl zur Simulation, zur Beobachtung, zur Steuerung und Re-
gelung als auch zur Fehlererkennung und Diagnose verwendet werden [69, S. 60–83].

• Qualitative Modelle eignen sich ebenso zur Beschreibung linearer als auch nichtlinearer Syste-
me [72], [73].

• Qualitative Modelle sind dynamische Modelle, welche die zugrundeliegende Systemdynamik
näherungsweise abbilden. Im Vergleich zu vielen anderen Methoden eignen sie sich damit auch
zur Erkennung von Fehlern, die sich in der Systemdynamik manifestieren (vgl. hierzu Kapitel 2).

• Qualitative Modelle besitzen in Bezug auf ihren Speicherbedarf ein Komplexitätsproblem. In Ab-
hängigkeit davon, durch wie viele verschiedene qualitative Werte die quantisierten Eingangs-,
Zustands- und Ausgangsgrößen des dynamischen Systems beschrieben werden, kann bereits die
Berücksichtigung nur weniger Systemgrößen zu qualitativen Modellen führen, die mit handels-
üblichen PC’s nicht mehr prozessierbar sind.

• Qualitative Modelle sind durch Tensoren darstellbar und somit durch moderne Verfahren wie
die Tensordekomposition in ihrem Speicherbedarf erheblich reduzierbar [91], [92].

1.4 Forschungsfragen
Qualitative Modelle zur Fehlererkennung sind bereits seit den 1990er Jahren bekannt und in der
Literatur umfangreich beschrieben [69], [76], [79], [80], [113]. Der Ursprung der Modelle liegt in der
Prozess- und Regelungstechnik, in deren unterschiedlichen Bereichen auch ihr Anwendungsschwer-
punkt lag. Während sich in der Industrie- und Prozesstechnik die Systeme oft durch sehr gute mess-
technische Ausstattungen mit geringen Abtastzeiten auszeichnen, besteht in Gebäudesystemen oft ein
Mangel an Datenpunkten und die Abtastzeiten liegen im Minuten- oder gar im Stundenbereich. Tech-
nische Gebäudeanlagen stellen mit diesen Eigenschaften insbesondere für modellbasierte Methoden
zur Fehlererkennung eine Herausforderung dar. Ob sich die qualitativen Modelle zur Fehlererken-
nung in technischen Gebäudesystemen eignen, ist in der Literatur bisher nur in eigenen Arbeiten
untersucht worden [91], [92], [93], [94]. Im Rahmen dieser Dissertation werden die wesentlichen Vor-
aussetzungen dafür geschaffen, qualitative Modelle in der Gebäudeautomation nutzbar zu machen.
Aus anwendungsorientierter Sicht bedeutet dies, die folgenden Fragestellungen zu beantworten:

• Was sind die Anforderungen an die Gebäudemessdaten? Welche Daten können zur Modellbil-
dung verwendet werden und über welchen Zeitraum müssen diese vorliegen?

• Welche Informationen müssen bei der Modellbildung bekannt und berücksichtigt werden? Durch
wie viele qualitative Werte sollen die quantisierten Eingangs,- Zustands- und Ausgangsgrößen
repräsentiert werden?
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• Welche Informationen müssen einem Gebäudebetreiber vorliegen, um die Ergebnisse eines qua-
litativen Modells bewerten zu können?

• Welche Vorteile ergeben sich aus der Verwendung qualitativer Modelle zur Fehlererkennung,
im Vergleich zum Stand der Technik in der Gebäudeautomation?

• Was sind die Grenzen qualitativer Modelle? Was können diese leisten und was nicht? Bei welchen
Systemen ist der Einsatz qualitativer Modelle sinnvoll?

Über den oben aufgezählten anwendungsorientierten Fragestellungen steht eine diesen übergeordnete
wissenschaftliche Fragestellung, die das Komplexitätsproblem qualitativer Modelle betrifft. Eine der
größten Hürden bei der Anwendung qualitativer Modelle ist deren sehr großer Speicherbedarf.13

Dieser wird bestimmt von der Anzahl der möglichen qualitativen Werte, welche die quantisierten
Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen annehmen können. Tabelle 1.1 verdeutlicht dies anhand
einiger Beispiele.

Tabelle 1.1: Speicherbedarf qualitativer Modelle
Anzahl

Zustands-
größen

Qual. Werte
pro Zu-

standsgröße

Anzahl
Eingangs-

größen

Qual. Werte
pro Ein-

gangsgröße

Anzahl
Ausgangs-

größen

Qual. Werte
pro Aus-

gangsgröße

Speicherbedarf
des qual.
Modells

1 4 1 4 1 4 42·1 · 41 · 41

= 256

2 4 2 4 2 4 42·2 · 42 · 42

= 65 536

2 6 2 6 2 6 62·2 · 62 · 62

= 1 679 616

4 5 5 6 3 4 52·4 · 65 · 43

= 1.944 · 1011

Die erste Zeile der Tabelle 1.1 zeigt die Berechnung des Speicherbedarfs für ein kleines qualitatives
Modell, wie beispielsweise das des Wasserbehälters in Beispiel 1.2. Da der Wasserbehälter als System
nur über je eine Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgröße verfügt, die durch jeweils vier qualitati-
ve Werte repräsentiert werden, ergibt sich ein Speicherbedarf von 256 Werten. Die zweite Zeile der
Tabelle zeigt den Speicherbedarf für ein System mit jeweils zwei Eingangs-, Zustands- und Ausgangs-
größen mit je vier qualitativen Werten. Der Speicherbedarf beträgt dann bereits 65 536 Werte, wobei
angemerkt sei, dass es sich bei einem technischen System mit nur je 2 Systemgrößen immer noch
um ein eher weniger komplexes System handelt. Wie die Tabelle zeigt, besitzen insbesondere die Zu-
standsgrößen einen großen Einfluss auf den Speicherbedarf. Modellbedingt geht deren Anzahl stets
zweifach in die jeweilige Potenz ein, was bei der Berechnung in der letzten Tabellenspalte durch die
in Schwarz dargestellte Zwei ausgedrückt ist, die eine Konstante darstellt. Die Zeilen drei und vier
zeigen weitere Beispiele für den Speicherbedarf qualitativer Modelle. Während ein Modell mit einem
Speicherbedarf von 1 679 616 Werten noch mit einem handelsüblichen PC berechenbar ist, übersteigt
ein Modell mit einem Speicherbedarf von = 1.944 · 1011 dessen Kapazitäten bereits erheblich.

Bisher wurde der Speicherbedarf qualitativer Modelle durch die Verwendung sogenannter spärlich
besetzter Matrizen14 reduziert. Ein wesentlicher Nachteil bei der Verwendung solcher Datenformate
besteht jedoch darin, dass die Effizienz dieser Methode stets von der Anzahl der Nicht-Nullelemente
13Als Speicherbedarf wird in dieser Arbeit die Anzahl der Werte verstanden, die man speichern muss, um ein technisches

System durch ein qualitatives Modell beschreiben zu können.
14In der Mathematik werden Matrizen, die nur wenige von Null verschiedene Elemente besitzen, als spärlich besetzte

Matrizen bezeichnet. In der Informatik und Datenverarbeitung ist damit ein spezieller Datentyp gemeint, der die
Spärlichkeit einer solchen Matrix ausnutzt und bei der Speicherung nur die Werte der Matrix berücksichtigt, die
ungleich Null sind.
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1 Einleitung

der zugrundeliegenden Daten abhängt. Zwar wird es sich insbesondere bei der Modellerstellung nicht
vermeiden lassen, auf spärlich besetzte Datenformate zurückzugreifen, jedoch können für die Anwen-
dung qualitativer Modelle auch andere Ansätze verfolgt werden. In dieser Arbeit wird eine solche
Methode vorgestellt, die im Gegensatz zu den spärlichen Datenformaten eine Modellreduktion im
mathematischen Sinne darstellt und die auf der Speicherung der Modelldaten in Form von Tensoren
basiert. Dabei kommt eine moderne und aktuelle Methode zur Modellreduktion zum Einsatz, die man
als Tensor-Dekomposition bezeichnet und die es ermöglicht, den Speicherbedarf qualitativer Modelle
soweit zu reduzieren, dass diese auch für größere praktische Anwendungen nutzbar sind.

1.5 Struktur der Arbeit

Die Kapitel dieser Arbeit sind wie folgt strukturiert: Kapitel 2 gibt zunächst einen umfangreichen
Überblick bezüglich des Stands der Technik der Fehlererkennung und Diagnose in der Gebäude-
automation. In Kapitel 3 werden die stochastischen Automaten eingeführt, welche die theoretische
Grundlage der qualitativen Modelle für die Fehlererkennung in den Gebäudesystemen bilden. Die
Grundlagen der qualitativen Modelle und wie diese zur Beobachtung und Fehlerdetektion verwen-
det werden können, sind in Kapitel 4 beschrieben. Kapitel 5 erläutert die theoretischen Grundlagen
aus den Kapiteln 3 und 4. Dabei wird die gesamte Prozedur der qualitativen Modellbildung an ein-
fachen Beispielen illustriert und die grundlegenden Modelleigenschaften werden anhand einfacher
Rechenbeispiele erläutert. Außerdem fasst dieses Kapitel Anwendungsbeispiele der qualitativen Feh-
lererkennung an RLT-Anlagen, Heizkreisen und thermischen Speichern zusammen. Kapitel 6 führt
die algebraischen Grundlagen der Tensormathematik ein, welche das Fundament für die notwendige
Modellreduktion bilden. In Kapitel 7 wird die Tensorrepräsentation qualitativer Modelle eingeführt,
die wiederum die Grundlage zur Lösung des Komplexitätsproblems stochastischer Automaten und
qualitativer Modelle auf Basis der Tensordekomposition bildet. In Kapitel 9 sind die Algorithmen
zur Fehlerdetektion für die dekomponierten Tensorrepräsentationen stochastischer Automaten und
qualitativer Modelle beschrieben und werden anhand von Anwendungsbeispielen erläutert. Spezielle
methodische Herangehensweisen zur weiteren Speicherreduktion qualitativer Modelle und stochasti-
scher Automaten sind in Kapitel 10 erläutert. Kapitel oder Abschnitte, die mit einem Stern »∗«
gekennzeichnet sind, enthalten komplexe und wissenschaftlich interessante Verfahren zur Modellre-
duktion, die jedoch nicht notwendigerweise in der Praxis angewandt werden müssen.
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2
Fehlererkennung und Diagnose in der
Gebäudeautomation

Dieses Kapitel bietet einen Überblick der Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose
in der Gebäudeautomation. Abschnitt 2.1 gibt eine Übersicht bezüglich der für die Fehler-
erkennung und Diagnose in der Gebäudetechnik relevanten Methoden. In Abschnitt 2.2
wird der Stand der Technik erläutert und die Funktionsweise der üblicherweise verwen-
deten Ansätze anhand einfacher Beispiele erklärt. Die forschungsrelevanten Methoden
sowie ihre Vor- und Nachteile werden in Abschnitt 2.3 beschrieben.

2.1 Übersicht der Methoden
In der Literatur existiert eine sehr große Anzahl von Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose,
wovon die meisten ihren Ursprung in sicherheitsrelevanten Bereichen der Industrie- und Prozess-
technik haben. Die methodischen Herangehensweisen unterscheiden sich mitunter erheblich und sind
letztlich unterschiedlichen Problem- und Fragestellungen geschuldet. Zusätzlich unterscheiden sich
die Methoden darin, was sie imstande sind zu leisten, denn nicht jedes Verfahren eignet sich über
die Fehlererkennung hinaus auch zur Diagnose. Die Übersicht in Abbildung 2.1 zeigt eine mögliche
Klassifizierung der Verfahren zur Fehlererkennung und Diagnose.

Methoden zur Fehler-
erkennung & Diagnose

manuell automatisiert

regelbasiert modellbasiert

messdatenbasierttheoriebasiert

White-Box Gray-Box Black-Box

visuelle Messdaten-
auswertung
(Carpetplot,
Scatterplot,

Zeitreihenplot)

Grenzwertüber-
wachung

(statisch, dyna-
misch), Experten-

systeme

physikalische Mo-
delle (lineare und
nichtlineare DGL)

physikalische Mo-
delle mit Parame-

terschätung,
Fuzzy-Modelle

Qualitative Modelle,
Regressionen,

Clustering,
Entscheidungs-

bäume, künstliche
neuronale Netze

Stand der Technik Forschungsrelevante Methoden

Abbildung 2.1: Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose, nach [45, S. 73], [106, S. 235]

Alternative Möglichkeiten, die Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose einzuordnen, finden sich
unter anderem in der Literatur [45], [47], [124]. Literatur mit einem gebäudetechnischen Schwerpunkt
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2 Fehlererkennung und Diagnose in der Gebäudeautomation

findet sich insbesondere in [8], [47], [54]. Wie Abbildung 2.1 zeigt, wurden die Verfahren hier in zwei
Gruppen eingeteilt: Die erste Gruppe fasst die manuellen und regelbasierten Ansätze zusammen und
spiegelt damit den Stand der Technik in der Gebäudeautomation wieder. Die modellbasierten Me-
thoden, die entweder durch theoretische oder messdatenbasierte Modellierungsprinzipien generiert
werden, bilden die zweite Gruppe und repräsentieren die forschungsrelevanten Methoden zur Fehler-
erkennung und Diagnose.1 Die einzelnen Verfahren beider Gruppen sowie ihre Vor- und Nachteile
werden im Folgenden erläutert.

2.2 Stand der Technik
Der Stand der Technik in der Gebäudeautomation ist dadurch gekennzeichnet, dass die in Form von
Zeitreihen zur Verfügung stehenden Ein- und Ausgangsgrößen dynamischer Gebäudesysteme visuell
ausgewertet oder mithilfe einfacher Genwerte überwacht werden. Die Verfahren, die dem Stand der
Technik in Abbildung 2.1 zugeordnet sind, werden im Folgenden erläutert.

2.2.1 Zeitreihenplots

Zeitreihenplots stellen die in der Gebäudeautomation am häufigsten anzutreffende Variante zur Vi-
sualisierung von Messdaten und deren Überprüfung hinsichtlich fehlerhafter Betriebszustände dar.
Sie eignen sich insbesondere zur Darstellung kürzerer Zeitbereiche, da die Übersichtlichkeit mit zu-
nehmender Anzahl von Messwerten und Messsignalen stetig abnimmt. Eine kontinuierliche Über-
wachung der Gebäudesysteme durch die ausschließliche manuelle Analyse von Zeitreihenplots, ist
insbesondere für größere Gebäude mit komplexer Anlagengentechnik kaum möglich. Abbildung 2.2
zeigt beispielhaft ein fehlerhaftes Signal eines Außenlufttemperatursensors einer RLT-Anlage in Mit-
telitalien. Anhand der gemessenen Temperaturen, die von −25 ◦C bis +55 ◦C reichen, lässt sich
leicht nachvollziehen, dass der Außentemperatursensor offensichtlich defekt ist. Da bei RLT-Anlagen
die Außenlufttemperatur eine grundlegende Größe zur korrekten Regelung der Anlagenkomponenten
wie Erhitzer, Kühler, Befeuchter und Wärmerückgewinnung darstellt, hat ein solcher Fehler mit-
unter gravierenden Einfluss auf die allgemeine Anlagenfunktion, die energetische Effizienz und den
thermischen Komfort der zur versorgenden Gebäudezone.
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Abbildung 2.2: Zeitreihe eines defekten Außentemperatursensors einer RLT-Anlage, dargestellt über
einen Monat (Jahr 2016). Abtastzeit Ta = 300 s

1Abbildung 2.1 zeigt lediglich eine Auswahl der forschungsrelevanten Methoden. Signalbasierte Verfahren zur Fehlerer-
kennung und Diagnose, die beispielsweise auf Fourier-Transformationen oder Korrelationsanalysen basieren, werden
hier nicht berücksichtigt. Siehe hierzu beispielsweise [45].
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Zeitreihenplots werden in der Praxis häufig durch interpolierte Signale dargestellt, das heißt, die
eigentlich zeitdiskreten Messwerte (s. Gleichung (1.1)), die stets nur zu bestimmten Abtastzeiten
vorliegen, werden meist linear miteinander verbunden und als kontinuierlicher Kurvenverlauf abgebil-
det. Durch diese Vorgehensweise erhöht sich zwar die Übersichtlichkeit des Signalverlaufs, allerdings
steigt auch die Wahrscheinlichkeit für Fehlinterpretationen an. Dies ist insbesondere bei den in der
Gebäudeautomation üblichen Abtastzeiten, von häufig mehr als 300 Sekunden, problematisch, weil
dadurch der Anschein erweckt wird, dass die Bereiche zwischen den einzelnen Messwerten tatsächlich
bekannt sind. Während der dadurch generierte Fehler bei trägen Signalen wie Außentemperaturen
relativ gering ist, kann dies bei Ventilsignalen oder zeit- und wertdiskreten Signalen (An/Aus) zu
falschen Schlüssen bezüglich der Anlagendynamik führen.
Um mithilfe von Zeitreihenplots Fehler im Anlagenbetrieb aufzudecken, ist es in der Regel notwendig,
mehrere Signale einer Anlage oder einer Komponente miteinander zu vergleichen. Die Entscheidung
darüber, welche Signale einer Anlage zur Überprüfung der ordnungsgemäßen Funktion betrachtet
werden müssen, erfordert häufig ein hohes Maß an Expertenwissen und Verständnis bezüglich der
zugrundeliegenden Anlagendynamik. Abbildung 2.3 zeigt beispielsweise drei charakteristische Signale
eines Erhitzers einer RLT-Anlage in Mittelitalien sowie die Außenlufttemperatur. Bei den Messwerten
des Lufterhitzers handelt es sich um die Wasservorlauftemperatur, den Öffnungsgrad des 3-Wege-
Ventils und den Massenstrom des Heißwassers.
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Abbildung 2.3: Zeitreihen von vier Sensoren eines Erhitzers einer RLT-Anlage, dargestellt über 6
Tage (Jahr 2014). Abtastzeit Ta = 300 s.

In der Abbildung ist deutlich zu erkennen, dass wenn das Ventil öffnet, der Massenstrom des Heiß-
wassers ordnungsgemäß ansteigt, jedoch die Heißwasservorlauftemperatur nur ca. 16−18 ◦C beträgt,
wodurch eine Erwärmung der Zuluft nicht gewährleistet werden kann. Für dieses Problem kommen
unterschiedliche Ursachen in Betracht. Zunächst muss die Frage gestellt werden, ob bei den gegebe-
nen Außentemperaturen ein Betrieb des Erhitzers überhaupt nötig ist. Falls ja, muss entsprechend
sichergestellt werden, dass eine ausreichende Heißwasserversorgung gewährleistet ist und ein De-
fekt am Wärmeerzeuger ausgeschlossen werden. Anders stellt sich die Ursachenforschung dar, wenn
der Erhitzer aufgrund der gegebenen Rahmenbedingungen grundsätzlich ausgeschaltet sein sollte.
In diesem Fall kommen als Fehlerursache auch zu hoch eingestellte Sollwerte für die Zuluft- oder
Zonentemperaturen in Frage.
Wie dieses einfache Beispiel zeigt, ist die Detektion des Fehlers relativ einfach. Anhand der in Ab-
bildung 2.3 dargestellten Signale ist unmittelbar ersichtlich, dass ein grundlegendes Problem vorliegt
und es sich nicht um einen nominalen Anlagenbetrieb handeln kann. Die Fehleridentifikation und
Fehlerisolation sind hingegen schwieriger zu realisieren, was auch daran liegt, dass der Fehler in
der Übergangjahreszeit auftrat. In dieser Zeit wechseln sich Erhitzerbetrieb, freie Kühlung mit der
Außenluft und Kühlerbetrieb häufig ab, was die Ursachenforschung zusätzlich erschwert.
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2 Fehlererkennung und Diagnose in der Gebäudeautomation

2.2.2 Carpetplots

Carpetplots, auch Teppichdiagramme genannt, dienen der grafischen Darstellung einzelner Zeitrei-
hen und eigenen sich besonders zur Repräsentation langer Zeitbereiche. Carpetplots bieten dabei
eine tendenziell qualitative Repräsentation der zugrundeliegenden Messdaten, da exakte Werte nicht
ablesbar sind. Diese Art der Darstellung besitzt ihre Stärke in der Hervorhebung von Mustern, Zeit-
plänen sowie zyklischen Betriebscharakteristiken und bietet eine übersichtliche Datenrepräsentation.
Abbildung 2.4 zeigt beispielsweise einen Carpetplot, basierend auf stündlichen Temperaturmittelwer-
ten. Dabei wurde oben die Außenlufttemperatur und unten die Raumtemperatur eines ausgewählten
Raumes eines Bürogebäudes in Westdeutschland dargestellt. Die Carpetplots sind dabei so aufge-
baut, dass jeweils 24 Stundenmittelwerte vertikal zu einem Tag übereinander angeordnet werden.
Die Stundenmittelwerte werden durch unterschiedliche Farben repräsentiert, deren Zuordnung zu
den jeweiligen Temperaturniveaus der Skala auf der rechten Seite der Abbildung entnommen wer-
den kann. Auf der y-Achse der Carpetplots ist somit die Uhrzeit und auf der x-Achse das Datum
aufgetragen.
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Abbildung 2.4: Carpetplot der Außenluft- und Raumtemperatur eines Bürogebäudes in Deutschland,
basierend auf Stundenmittelwerten

Wie in der Abbildung 2.4 unmittelbar ersichtlich ist, kommt es im Sommer und in den Übergangsjah-
reszeiten, trotz maschineller Kühlung in Form thermoaktiver Bauteilsysteme, zu erheblichen Kom-
forteinbußen mit Raumtemperaturen von über 30 ◦C. Deutlich zu erkennen ist auch die aufgrund
der thermischen Gebäudemasse etwas versetzte, aber starke Korrelation der Raumtemperatur mit
der Außenlufttemperatur. Die in den Abbildungen auftretenden vertikalen und in weiß dargestellten
Bereiche kennzeichnen fehlende oder unplausible Messdaten, was ein typisches Problem der Messda-
tenerfassung in der Gebäudetechnik darstellt.
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Abbildung 2.5: Carpetplot des Betriebssignals einer Doppelpumpe, basierend auf Stundenmittelwer-
ten

Abbildung 2.5 zeigt das Betriebssignal einer Heizkreis-Doppelpumpe. Wie aus der Abbildung ersicht-
lich ist, befindet sich die Pumpe während der Monate Oktober und November 2008 im Dauerbetrieb,
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2.2 Stand der Technik

während zu Beginn des Monats Dezember ein Zeitplan mit Nacht- und Wochenendabsenkung einge-
führt wurde.

Weitere Informationen zu Carpetplots und wie die Muster, die sich aus der Visualisierung verschie-
dener Gebäudedaten ergeben, interpretiert werden können, finden sich in [96, S. 112–132].

2.2.3 Scatterplots

Scatterplots, auch Streudiagramme genannt, dienen häufig der Veranschaulichung der Abhängigkeit
zweier Variablen oder Messgrößen voneinander. Dabei wird eine beliebige Anzahl von Datenpaa-
ren (2-Tupeln) wie (u(1), y(1)), (u(2), y(2)), . . . , (u(n), y(n)) in ein zweidimensionales kartesisches Koor-
dinatensystem eingetragen.2 Scatterplots berücksichtigen keine Zeit, was bedeutet, dass die Infor-
mation bezüglich der zeitliche Abfolge in der die Messdaten zueinander stehen, verloren geht. In
der Gebäudetechnik werden Scatterplots in der Regel dazu verwendet, Messgrößen wie Raumtempe-
raturen, Heiz- und Kühlleistungen, beispielsweise in Abhängigkeit von der Außenlufttemperatur zu
visualisieren. Abbildung 2.6 zeigt einen Scatterplot, basierend auf Stundenmittelwerten der Außen-
lufttemperatur (x-Achse) und der Heizleistung (y-Achse) eines öffentlichen Gebäudes in Deutschland.
Der Zusammenhang zwischen hoher Heizleistung und kalten Außenlufttemperaturen sowie die Ab-
nahme der Heizleistung mit steigender Außenlufttemperatur, ist deutlich zu erkennen. Außerdem
wurden in der Abbildung die Leistungswerte der Wochenenden in der Farbe rot eingezeichnet.
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Abbildung 2.6: Scatterplot der Heizleistung und Außenlufttemperatur eines öffentlichen Gebäudes in
Deutschland mit Absenkbetrieb, basierend auf Stundenmittelwerten des Jahres 2016

Wie man in Abbildung 2.6 erkennen kann, ist die Heizleistung an den Wochenenden erheblich gerin-
ger, was für eine funktionierende Wochenendabsenkung spricht. Bei Gebäuden ohne Wochenendab-
senkung liegen die Punktwolken für Werktage und Wochenenden entsprechend übereinander. Dies
zeigt Abbildung 2.7 beispielhaft anhand eines Wohngebäudes, bei dem naturgemäß keine Absenkung
an den Wochenenden erfolgt.

Scatterplots bieten somit eine sehr einfache Möglichkeit, Gebäude, bei denen ein Absenkbetrieb an
Wochenenden prinzipiell möglich ist, dahingehend zu überprüfen und gegebenenfalls Energieeinspar-
potenziale aufzudecken.

2Ein Tupel ist eine geordnete Liste von Objekten. Ein Tupel mit zwei Einträgen wie (a, b) oder (5.8, 7.9) nennt man
2-Tupel. Ein Tupel mit drei Einträgen heißt 3-Tupel usw. Bei n Einträgen spricht man von einem n-Tupel. Die
Nummerierung der Werte des Messwerttupels erfolgt mit einem hochgestellten Index und dient der Vermeidung von
Verwechslungen mit der Nummerierung von Variablen, deren Indexierung tiefgestellt erfolgt.
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Abbildung 2.7: Scatterplot der Heizleistung und Außenlufttemperatur eines Wohngebäudes in
Deutschland ohne Absenkbetrieb, basierend auf Stundenmittelwerten des Jahres 2016

Scatterplots eigenen sich zudem zur Bewertung des thermischen Komforts in Gebäuden. Diese Be-
wertung erfolgt anhand des nationalen Anhangs der DIN EN 15251 [30] und ist beispielhaft in Abbil-
dung 2.8 für einen Büroraum dargestellt. Dem abgebildeten Scatterplot, bei dem auf der y-Achse die
Raumtemperatur und auf der x-Achse die Außenlufttemperatur dargestellt ist, liegen grundsätzlich
die gleichen Messdaten zugrunde, wie dem unteren Carpetplot in Abbildung 2.4. Allerdings wurden
für den Scatterplot in Abbildung 2.8 nur die Wertepaare abgebildet, die innerhalb der Gebäude-
nutzungszeit liegen. Da es sich hierbei um ein Bürogebäude handelt, wurde die Nutzungszeit auf
die Wochentage Montag bis Freitag und die Zeiten 7:00 bis 19:00 Uhr festgelegt. Die gestrichelt in
Rot eingezeichnete Linie stellt die quasi ideale Komfortraumtemperatur dar. Von dieser Temperatur
gilt nach DIN EN 15251 eine Abweichung von ± 2 K als tolerierbar, was in der Abbildung mithilfe
durchgehend roter Linien dargestellt ist.
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Abbildung 2.8: Scatterplot der Raumtemperatur und Außenlufttemperatur eines Bürogebäudes in
Deutschland, basierend auf Stundenmittelwerten des Jahres 2016. Angenommene
Nutzungszeit: Mo. - Fr., 7 :00 - 19:00 Uhr

Wie Abbildung 2.8 zeigt, lässt die Darstellung der Messdaten mittels eines Scatterplots eine deut-
lich präzisere Bewertung des thermischen Komforts zu, als die Darstellung in einem Carptetplot.
Es ist unmittelbar ersichtlich, dass es insbesondere in der Übergangsjahreszeit und im Sommer zu
erheblichen Komfortverletzungen kommt. Die Summe aller Stundenmittelwerte in denen die Kom-
fortgrenzen nicht eingehalten wurden, beläuft sich auf 920 Werte, beziehungsweise. Stunden, was
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einem Anteil von 36 % entspricht. Weitere Informationen zu Scatterplots und deren Interpretation
findet sich in [96, S. 106–111].

Die Vor- und Nachteile der visuellen Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose wie Zeitreihen-,
Carpet- und Scatterplots sind nachfolgenden zusammengefasst.

Vorteile:
• Die Darstellungen von Zeitreihen-, Carpet- und Scatterplots sind intuitiv bewertbar.

• Die Implementierung ist sehr leicht umsetzbar und auch mit Standardprogrammen ohne Pro-
grammierkenntnissee realisierbar.

Nachteile:
• Das visuelle Auswerten von Messdaten ist zeitaufwändig und erfordert eine sehr gute Anlagen-

kenntnis und ein hohes Maß an Expertenwissen.

• Für komplexe Gebäude mit vielen Datenpunkten ist es kaum möglich, alle Messdaten manuell
zu bewerten.

• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, sind nicht unmittelbar detektierbar.

Der letzte unter den Nachteilen aufgezählte Punkt besitzt eine hohe Relevanz und stellt mitunter
einen erheblichen Nachteil dar. Die Detektion von Fehlern, die sich in Form einer sich ändernden
Systemdynamik zeigen, wird von vielen Methoden zur Fehlererkennung nicht ohne Weiteres ermög-
licht. Hierunter versteht man Fehler, die nicht zwangsläufig zu Überschreitungen von Grenzwerten
führen, sondern zur Vergrößerung oder Verringerung von Zeitkonstanten (s. Abbildung 2.9). Typi-
sche Beispiele hierfür sind Verkalkungen in Speichern oder Wärmeübertragern, die dazu führen, dass
sich die Wärmeübertragungsraten oder Aufheizprozesse gegenüber dem Nominalfall ändern, ohne
dass jedoch die grundsätzliche Funktion eingeschränkt wird. Solche Fehler zeigen sich wiederum im
Eingangs-Ausgangs-Verhalten dynamischer Systeme. Die Ausgangsgröße verhält sich in solchen Fäl-
len für gegebene Eingänge anders, als dies im Nominalbetrieb der Fall ist. Da solche Fehler einen
hohen Einfluss auf die energetische Performance des entsprechenden Systems haben können, ist deren
Detektion in jedem Falle wünschenswert.

y

k0 1 2 3 4 5 6 7

1
y

k0 1 2 3 4 5 6 7

1

Δk Δk

Nominal Fehlerhaft

Abbildung 2.9: Fehler, die sich in der Systemdynamik manifestieren, führen dazu, dass sich Zeitkon-
stanten ändern

2.2.4 Grenzwertüberwachung und Expertensysteme

Die Grenzwertüberwachung sowie die sogenannten Expertensysteme stellen die im Rahmen der au-
tomatisierten Verfahren zur Fehlererkennung nahezu ausschließlich anzutreffenden Methoden in der
Gebäudeautomation dar. Die Abgrenzung dieser Verfahren zueinander ist fließend, denn beide ar-
beiten mit sogenannten wenn-dann-sonst-Regeln (engl.: if-then-else-rules). Mit der Grenzwertüber-
wachung sind im Allgemeinen jedoch einfachste Regeln gemeint, die anhand fester Grenzwerte, die
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Überwachung einzelner Signale hinsichtlich plausibler Werte sicherstellen sollen. Ein Beispiel für ei-
ne einfache regelbasierte Grenzwertüberwachung lässt sich anhand des Außentemperatursignals in
Abbildung 2.2 zeigen. Die in Abbildung 2.2 dargestellte Zeitreihe der Außentemperatur TA ist eine
Folge

TA(0...T ) = (tA(0), tA(1), tA(2), . . . , tA(T ))

mit Folgengliedern tA(k) für k = 0, 1, 2, . . . , T (s. Gleichung (1.1)). Für den in der Abbildung 2.2
dargestellten Zeitbereich von 30 Tagen und eine gegebene Abtastzeit von Ta = 300 s, besteht diese
Folge aus T = 8640 Werten. Eine einfache Regel zur Grenzwertüberwachung der Außentemperatur
kann dann folgendermaßen definiert werden:3

∀k = 0, 1, 2, . . . , T : d(k) =
{

1 wenn − 5 ≤ tA(k) ≤ 35
0 sonst .

(2.1)

Mit der Regel (2.1) erhält man für jeden Wert der Außentemperatur tA(k) einen entsprechenden
Wert d(k) ∈ {0, 1} und damit eine Folge

D(0...T ) = (d(0), d(1), d(2), . . . , d(T )) . (2.2)

Diese Folge beinhaltet für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T die Information, ob die Außentemperatur in
dem als plausibel eingeschätzten Temperaturbereich von −5 bis 35 ◦C liegt (d(k) = 1) oder ob diese
Grenzen überschritten wurden (d(k) = 0). Folgen wie (2.2), die somit Aufschluss über das nominale
oder fehlerhafte Verhalten von Sensoren, Anlagen oder Komponenten geben, werden in dieser Arbeit
als Verhaltenssignal bezeichnet. Wendet man die Regel (2.1) auf das zeitdiskrete Signal der Außen-
lufttemperatur aus Abbildung 2.2 an, erhält man das Verhaltenssignal D aus Gleichung (2.2), was
in Abbildung 2.10 dargestellt ist.
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Abbildung 2.10: Zeitreihe der Außenlufttemperatur (oben) und durch einfache Genwertüberwachung
generiertes Verhaltenssignal (unten)

Wie man am Verhaltenssignal D in Abbildung 2.10 erkennen kann, bietet dieses eine für Nutzer
oder Gebäudebetreiber übersichtliche und unmittelbar interpretierbare Form, anhand derer sich die
Validität des zugrundeliegenden Sensors ablesen lässt. Die Festlegung der Temperaturgrenzen, ab
denen das Signal als unplausibel betrachtet wird, sollten dabei zumindest jahrzeitabhängig festgelegt

3Das Symbol ∀ bedeutet »für alle« und wird als Allquantor bezeichnet.
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werden, um fehlerhafte Signalwerte zuverlässiger detektieren zu können. Die im obigen Beispiel für
das Frühjahr und den Monat April konservativ festgelegten Temperaturgrenzen von −5 und 35 ◦C
eignen sich demnach nur unzureichend für die Sommer- und Wintermonate.
Die sogenannten Expertensysteme stellen eine Erweiterung der reinen Grenzwertüberwachung dar
und basieren auf komplexeren Regeln. So würde beispielsweise eine ausschließlich auf heuristischen
Grenzwerten basierte Signalüberwachung nicht ausreichen, um den Fehler an dem RLT-Erhitzer in
Abbildung 2.3 zuverlässig zu detektieren. Zwar kann auch in diesem Fall die Vorlauftemperatur des
Heißwassers mit einer Regel wie (2.1) und entsprechend angepassten Grenzwerten überwacht werden,
jedoch müssen dazu weitere Kriterien berücksichtigt werden. So darf diese Regel zum Beispiel nur
dann aktiv sein, wenn der Erhitzer in Betrieb ist. Das bedeutet, es müssen sowohl der Betriebsmodus
der RLT-Anlage (freie Kühlung, Kühlen, Heizen usw.) als auch die Anlagenbetriebszeiten als Ein-
gangskriterien für die entsprechende Regel berücksichtigt werden. Dies ist zwingend notwendig, da
sonst eine Regel, welche die Vorlauftemperatur des Heißwassers etwa auf Temperaturen < 30 ◦C über-
wachen soll, in den Stillstandszeiten sowie in den Betriebsmodi in denen der Erhitzer ausgeschaltet
ist, falsch-positive Fehlermeldungen generiert.
Im Allgemeinen zeigen die Expertensysteme eine mit der zu überwachenden Systemgröße stark an-
steigende Komplexität. Für große Gebäude mit hunderten Messpunkten, vielen unterschiedlichen
Zeitplänen der Komponenten sowie komplexen Regelungsstrategien, bedeutet es einen nahezu nicht
zu bewältigenden Aufwand, Expertensysteme zu entwickeln, die eine Überwachung der gesamten An-
lagentechnik sicherstellen. Dies liegt mitunter daran, dass für die oft sehr heterogenen Gebäudesyste-
me, stets individuelle Anpassungen vorgenommen oder neue Regeln entwickelt werden müssen. Vorde-
finierte Regelsätze, die einen Basisumfang abdecken, existieren beispielsweise für RLT-Anlagen und
sind in [112] beschrieben.
Abschließend lassen sich die Vor- und Nachteile der regelbasierten Methoden zur Fehlererkennung
und Diagnose zusammenfassen.
Vorteile:

• Einzelne Regeln sind direkt interpretierbar und einfach verständlich (s. Gleichung (2.1)).
• Kleinere Regelsätze sind leicht implementierbar.
• Komplexe Regeln ermöglichen auch die Fehleridentifikation und -isolation.

Nachteile:
• Das Aufstellen der Regeln für komplexe Systeme ist zeitaufwändig und erfordert eine sehr gute

Anlagenkenntnis und ein hohes Maß an Expertenwissen.
• Größere Regelsätze sind mitunter unübersichtlich.
• Hoher Wartungsaufwand, wenn sich Umgebungsbedingungen ändern.
• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, sind nicht unmittelbar detektierbar.

2.3 Forschungsrelevante Methoden
Bei den Forschungsrelevanten Methoden zur Fehlererkennung und Diagnose in Abbildung 2.1 handelt
es sich ausschließlich um modellbasierte Ansätze. Die Modellierungsansätze dieser Methoden unter-
scheiden sich dabei mitunter grundlegend und reichen von White-Box Ansätzen, die auf theoretischen
physikalischen Gleichungen beruhen, hin zu Black-Box Modellen, die auf dem maschinellen Lernen
basieren und mithilfe historischer Messdaten trainiert werden. Außerdem sind Kombinationen bei-
der Modellierungsprinzipien möglich, die man als Gray-Box Modelle bezeichnet. Eine grundlegende
Eigenschaft, die alle modellbasierten Methoden eint, ist, dass zur Fehlerdetektion, Modelle des No-
minalverhaltens der zugrundeliegenden technischen Anlage benötigt werden. Darüber hinaus müssen
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zur Fehlerisolation, Nominalmodelle der Teilsysteme, beziehungsweise der einzelnen Anlagenkom-
ponenten, und zur Fehleridentifikation, zusätzliche Fehlermodelle generiert werden. Wie bereits in
Abschnitt 1.2 erwähnt, bedeutet die Fehleridentifikation und -isolation damit einen erheblich Mehr-
aufwand, der häufig dem daraus resultierenden Nutzen nicht gerecht wird.

White-Box Modelle
White-Box Modelle, wie beispielsweise die sogenannten Zustandsraummodelle, basieren auf linea-
ren oder nichtlinearen Differential-, beziehungsweise Differenzengleichungen, mit denen die innere
Systemdynamik abgebildet wird. In der allgemeinen Form eines nichtlinearen und zeitdiskreten Zu-
standsraummodels, ist dieses durch die Gleichungen

x(k + 1) = f (x(k), u(k)) , (2.3)
y(k) = g(x(k), u(k)) , (2.4)
x(0) = x0 (2.5)

gegeben [113, S. 38]. Die Vektorfunktion f : Rn × Rm → Rn in der Zustandsgleichung (2.3) und
die Vektorfunktion g : Rn × Rm → Rq in der Ausgangsgleichung (2.4) beschreiben das Verhalten
des zeitdiskreten Systems. Die Zustandsgleichung (2.3) definiert dabei, wie sich der aktuelle Ein-
gangsvektor u(k) ∈ Rm und Zustandsvektor x(k) ∈ Rn auf den Zustandsvektor x(k + 1) ∈ Rn zur
Zeit k + 1 auswirkt. Die Zustandsgleichung beschreibt somit die Dynamik des Systems. Die Aus-
gangsgleichung (2.4) zeigt, wie sich der Ausgangsvektor y(k) ∈ Rq unter Einwirkung des aktuellen
Eingangsvektors u(k) ∈ Rm und des Zustandsvektors x(k) ∈ Rn verhält. Die Gleichung 2.5 ist die
Startbedingung mit der das Modell initialisiert wird. Das Eingangs-Ausgangs-Verhalten eines dy-
namisches Systems wie in Abbildung 1.4 oder 1.5, kann durch das Zustandsraummodell (2.3)–(2.5)
vollständig beschrieben werden. Solche Modelle erfordern ein umfassendes theoretisches Verständnis
der zu modellierenden Systeme, da jede Zustandsgröße des Zustandsvektors durch eine entsprechende
Differentialgleichung beschrieben werden muss, was deren Erstellung entsprechend zeitintensiv und
komplex macht.
Zur Fehlererkennung und Diagnose können Zustandsraummodelle in Form klassischer Simulations-
oder Beobachtermodelle verwendet werden. Bei der Simulation werden die Modellausgaben und Sy-
stemausgaben meist anhand von Residuen verglichen. Bei der Beobachtung werden die Residuen
der Zustands- und oder Ausgangsgrößen miteinander verglichen [45, S. 231–252]. Außerdem können
White-Box Modelle als Grundlage für andere modellbasierte Methoden der Fehlererkennung und
Diagnose verwendet werden. Zur Fehlerdetektion an RLT-Anlagen werden in [117] beispielsweise
White-Box Modelica

R© Modelle verwendet, um sogenannte qualitative deviation models abzuleiten,
welche die Abweichung von Modellgrößen und realen Anlagenmesswerten qualitativ bewerten. In
den Publikationen [47], [54] findet sich eine Vielzahl von Literaturverweisen zur Anwendung von
White-Box Modellen zur Fehlererkennung und Diagnose in der Gebäudetechnik.

Black-Box Modelle
Black-Box Modelle zeichnen sich, zumindest aus Anwendersicht, durch eine niedrige Komplexität
aus. Der Nutzer des Modells benötigt prinzipiell keinerlei Informationen bezüglich der physikalischen
Zusammenhänge des betrachteten Systems. Die innere Modellstruktur, die darüber entscheidet wie
die Modelleingaben auf die Ausgaben abgebildet werden, wird anhand von verfügbaren Messdaten
der Ein- und Ausgangsgrößen eines technischen Systems algorithmisch identifiziert und stellt für den
Nutzer in diesem Sinne eine »Black-box« dar (s. Abbildung 2.11). Die damit komfortable Handha-
bung von Black-Box Modellen, als auch die Vielzahl von verfügbaren Werkzeugen des maschinellen
Lernens, wie Google

TM
TensorFlow

TM [1], die Python
TM Bibliothek scikit-learn [104] oder
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die Statistics and Machine Learning Toolbox
TM [116] für Matlab

R©, haben auch im Bereich
der Fehlererkennung und Diagnose in der Gebäudeautomation zu einer großen Verbreitung dieses
Modelltyps geführt. Eine Studie, in der 197 Veröffentlichungen mit dem Schwerpunkt der Fehler-
erkennung und Diagnose in der Gebäudetechnik untersucht wurden, zeigt, dass 123 (62 %) dieser
Publikationen auf Black- und Gray-Box Modellierungsansätze entfallen [54]. Von diesen 123 Werken
haben die Black-Box Ansätze mit 72 % den mit Abstand größten Anteil, gefolgt von den Gray-Box
Modellen (12 %) und verschiedenen weiteren Modellkombinationen [54].

Eingangsgrößen AusgangsgrößenBlack-Box Modell

Abbildung 2.11: Black-Box Modell

Black-Box Modelle fallen häufig unter die Methoden des maschinellen Lernens und unterscheiden
sich damit von den White-Box Modellen in erster Linie in der Modellbildung.4 Während White-Box
Modelle durch Differentialgleichungssysteme beschrieben werden, erfolgt die Modellbildung bei Black-
Box Modellen auf Basis des Lernens anhand historischer Messdaten des technischen Systems. Der
Lernprozess des Modells wird dabei als Trainieren bezeichnet und die dazu erforderlichen Messdaten
als Trainingsdaten. Die zum Trainieren eines Black-Box Modells verwendeten Variablen bezeichnet
man als Merkmale (engl.: Features) und die Anzahl der Messungen, die von diesen Merkmalen zur
Verfügung steht, nennt man Stichprobe (engl. Samples). Im Hinblick auf die Modellierungsansätze
unterscheidet man zwischen Regressionsmodellen und Klassifikationsmodellen.

Bei den Regressionsmodellen steht meist die klassische Modellbildung im Sinne eines Simulations-
modells im Vordergrund. Im Hinblick auf die Systemvorstellung in Abbildung 1.2 bedeutet dies, dass
anhand verfügbarer Messungen der Eingangs- und Ausgangsgrößen des technischen Systems, ein Mo-
dell trainiert wird, welches das Eingangs-Ausgangs-Verhalten des Systems näherungsweise beschreibt.
Ist diese Modellbildung abgeschlossen, können Anwendungsdaten mit dem Modell prozessiert werden.
Das bedeutet, das Modell kann dazu verwendet werden, um für neue Messwerte der Eingangsgrößen
des technischen Systems, Schätzungen der Ausgangsgrößen zu berechnen (s. Abbildung 2.12, links).
Zur Fehlererkennung kann ein solches Modell verwendet werden, indem die vom Modell berechneten
Ausgangsgrößen, mit den tatsächlich gemessen Ausgangswerten des Systems verglichen werden. Ein
anderer Ansatz zur Fehlererkennung wird bei der Verwendung von Klassifikationsmodellen verfolgt.
Solche Modelle können dazu genutzt werden, um die Werte der Ein- und Ausgänge des realen Systems
anhand verschiedener Kriterien wie »fehlerhaft« oder »nominal« zu klassifizieren (s. Abbildung 2.12,
rechts). Als Modelleingangsgrößen werden dann zum Beispiel die Ein- und Ausgänge des technischen
Systems verwendet und die Modellausgangsgröße stellt eine diskrete Größe dar, welche den Wert null
besitzt, wenn die Messwerte der Systemeingänge und -ausgänge als fehlerhaft klassifiziert wurden
und die den Wert eins annimmt, wenn das System sich im Nominalbetrieb befindet.
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ŷq

Black-Box
Regressionsmodell

u1

um

y1

yq

...

...
b ∈ {0, 1}Black-Box

Klassifikationsmodell

Abbildung 2.12: Regression und Klassifikation mit Back-Box Modellen
4Sogenannte Subspace Modellidentifikationsverfahren wie N4SID [122], mit denen Zustandsraummodelle anhand von

Systemmessdaten identifiziert werden können, werden in der Regel nicht den Methoden des maschinellen Lernens
zugeordnet und hier nicht näher erläutert.
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Den bereits erwähnten Vorteilen, wie der einfachen Handhabung und Modellbildung der Black-Box
Modelle, stehen in der praktischen Anwendung jedoch auch Nachteile gegenüber. So stellen manche
Black-Box Modelle in Abbildung 2.1 in ihrer Grundform statische Modelle dar oder werden als solche
verwendet. Das bedeutet, dass modellseitig für die Berechnung der aktuellen Ausgabe, ausschließlich
die aktuellen Eingaben berücksichtigt werden, während die weiter in der Vergangenheit liegenden
Eingaben keinen Einfluss mehr besitzen. Das Modell hat damit, im Gegensatz zum dynamischen Sy-
stem, kein Gedächtnis. Es ist für ein solches Modell also völlig unerheblich, zu welchem Zeitpunkt es
eine Eingabe erhält, denn es wird darauf stets mit der gleichen Ausgabe antworten. Dieser Umstand
ist häufig dem Anspruch an speicher- und recheneffiziente Modelle geschuldet, denn oft bedeutet die
Berücksichtigung der Systemdynamik eine deutlich höhere mathematische Komplexität und damit
größere Rechenzeiten und Speicherbedarfe. Ein weiterer Grund hierfür ist, dass die meisten Black-
Box Ansätze ursprünglich nicht für die Modellierung technischer Systeme, sondern zum Beispiel für
die Mustererkennung in Daten konzipiert wurden, bei der zeitliche Zusammenhänge eine untergeord-
nete Rolle spielen. Auch wenn der Verzicht auf die modellseitige Abbildung der Systemdynamik oft
gerechtfertigt ist, stellt dies im Hinblick auf die Detektion von Fehlern, die sich in einer Veränderung
der Systemdynamik manifestieren, einen Nachteil dar. Denn statische Modelle können keine dyna-
mischen Fehler detektieren. Bei Black-Box Modellen gilt es damit stets zwischen Modellkomplexität
und den erforderlichen Anforderungen an das Modell abzuwägen.
Nachstehend werden die bereits in Abbildung 2.1 aufgeführten und für die Gebäudeautomation be-
sonders relevanten Black-Box Modelle erläutert und deren Vor- und Nachteile in Bezug auf die Feh-
lererkennung und Diagnose dargelegt.

2.3.1 Regressionsanalyse
Regressionsanalysen wie die einfache lineare, die lineare, die multiple lineare und polynomiale Re-
gression stellen die wohl bekanntesten Verfahren des maschinellen Lernens dar. Abbildung 2.13 zeigt,
wie ein einfaches lineares Regressionsmodell zur Fehlerkennung in einem technischen System mit nur
einer Einganggröße u und einer Ausgangsgröße y (SISO-System) verwendet werden kann.

y

u

ŷ = a − bu

δ(i) = y(i) − ŷ(i)

(u(i), y(i))

Trainingsdaten
Anwendungsdaten

|δ| |δ(i)|
τ

u

Fehler

Abbildung 2.13: Prinzipdarstellung Fehlererkennung durch lineare Regression: Datenpaare eines
Trainingsdatensatzes (grau) führen zur Regressionsgeraden (blau). Zur Fehlererken-
nung wird für jedes Datentupel eines Anwendungsdatensatzes (rot) das Residuum
berechnet und anhand eines Grenzwerts τ bewertet (unten).

Das einfache lineares Regressionsmodell kann anhand von historischen Messdaten der Ein- und Aus-
gangsgrößen trainiert werden. Der Trainingsdatensatz ist dann durch eine Menge von Messwertpaaren

{(u(1), y(1)), (u(2), y(2)), . . . , (u(n), y(n))} (2.6)

gegeben, wobei n die Anzahl der Samples, beziehungsweise die Stichprobengröße ist. Ein Trainingsda-
tensatz wie (2.6) besitzt zwei Merkmale oder Features, da jedes Datentupel zwei für das zugrundelie-
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gende System charakteristische Größen enthält. Der Trainingsdatensatz besitzt hier also die gleiche
Form wie die Daten, die man zur Erstellung eines Scatterplots verwendet. Ein einfaches lineares
Regressionsmodell ist durch eine lineare Funktion

ŷ = a + bu (2.7)

gegeben, die man auch als Regressionsgerade bezeichnet. Die algorithmisch anhand der Trainings-
daten bestimmten Regressionsparameter a und b geben den y-Achsenabschnitt sowie die Steigung
der Geraden an. Die Funktion (2.7) stellt somit ein lineares Black-Box Modell eines einfachen Ein-
größensystems dar. Nach der Modellbildung können Anwendungsdaten prozessiert werden, welche in
ihrer Form identisch mit Gleichung (2.6) sind. Anschließend können mit Gleichung (2.7) und den
neuen Eingaben u(i), die Schätzwerte der Ausgaben ŷ(i) berechnet werden. Zur Fehlerkennung kann
die Abweichung zwischen Modell- und Systemausgangsgröße durch Bildung des Residuums

δ(i) = y(i) − ŷ(i)

bestimmt und anhand eines heuristischen Grenzwerts τ bewertet werden. Dieser entscheidet somit
darüber, ob das entsprechende Datenpaar den Nominalbetrieb der Anlage (|δ(i)| ≤ τ) repräsentiert
oder ob ein davon abweichender Zustand vorliegt (|δ(i)| > τ) (s. Abbildung 2.13).
Im Bereich der Fehlererkennung und auch Allgemein haben die einfachen linearen Regressionen wenig
Relevanz, da diese nur eine abhängige und eine unabhängige Variable berücksichtigen und darüber
hinaus ausschließlich lineare Zusammenhänge modellieren. Da die meisten realen Systeme Mehrgrö-
ßensysteme sind, die zudem häufig auch Nichtlinearitäten beinhalten, kommen in der Regel multiple
lineare oder polynomiale Regressionen zum Einsatz. Komplexe Anwendungsbeispiele zur Gebäude-
betriebsoptimierung und Fehlerdetektion mittels Regressionsverfahren finden sich in [46].
Die Vor- und Nachteile der Regressionsverfahren lassen sich wie folgt beschreiben:
Vorteile:

• Das Modell ist in Form einer konkreten Funktion gegeben und gut interpretierbar.
• Residuen geben im Fehlerfall Aufschluss über die Höhe der Abweichung vom Nominalbetrieb.

Nachteile:
• Empfindlich gegenüber Ausreißern beim Trainieren (Wenige Ausreißer können die zu berech-

nende Funktionsgleichung deutlich beeinflussen)
• Gefahr, Fehler zu trainieren.
• Gefahr der Überanpassung.
• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, sind nicht unmittelbar detektierbar.

2.3.2 Künstliche neuronale Netze
Die künstlichen neuronalen Netze (KNN) (engl.: artificial neural networks (ANN)) stellen eine weitere
Methode des maschinellen Lernens dar und sind in ihrer Struktur biologischen neuronalen Verknüp-
fungen nachempfunden [89, S. 1]. Künstliche neuronale Netze bestehen aus einzelnen, miteinander
verknüpften und interagierenden Neuronen. Ein solches Neuron ist links in Abbildung 2.14 dargestellt
und besteht aus einer Anzahl von m Eingaben u1, u2, . . . , um, deren Gewichten w1, w2, . . . , wm, einer
Übertragungs- und Aktivierungsfunktion – die hier vereinfacht mit f bezeichnet ist – sowie einer
Ausgabe ŷ.
Ein künstliches vorwärts-gerichtetes neuronales Netz, wie es rechts in Abbildung 2.14 dargestellt ist,
besteht aus vielen einzelnen Neuronen, die sich in eine Eingabeschicht, sogenannte verdeckte Schich-
ten und eine Ausgabeschicht einordnen lassen [89, S. 20]. Während jedes künstliche neuronale Netz
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Abbildung 2.14: Künstliches Neuron (links) und zweischichtiges vorwärts-gerichtetes künstliches neu-
ronales Netz (rechts), nach [89, S. 10, 20]

eine Eingabe- und eine Ausgabeschicht besitzt, kann die Anzahl der verdeckten Schichten variieren.
Bei nur einer verdeckten Schicht spricht man von einem einlagigen Netz, bei mehreren verdeckten
Schichten von einem mehrlagigen Netz. Der Name der verdeckten Schichten rührt von deren Black-
Box Charakter, denn die Ausgaben der Neuronen innerhalb dieser Schichten sind von außen nicht
sichtbar. Ausgehend von den Eingaben u1, u2, . . . , um verteilt jedes Neuron der Eingabeschicht, diese
an alle Neuronen der ersten verdeckten Schicht. Die Ausgaben der ersten verdeckten Schicht wer-
den dann entsprechend gewichtet und dienen als Eingaben für die zweite verdeckte Schicht. Zuletzt
werden die für den Nutzer zugänglichen Ausgaben ŷ1, ŷ2, . . . , ŷq durch die Ausgabeschicht des Netzes
bereitgestellt. Bei einfachen vorwärts-gerichteten Netzen werden die Ausgaben der einzelnen Neuro-
nen stets nur an die nachfolgende Schicht weitergegeben [89, S. 20]. Diese Netze besitzen kein zeitliches
Gedächtnis. Das künstliche neuronale Netz in Abbildung 2.14 kann als ein Black-Box Model eines
Mehrgrößensystems wie in Abbildung 1.2 interpretiert werden. Trainiert wird ein solches künstli-
ches neuronales Netz anhand eines Trainingsdatensatzes, der sich wiederum aus Messwerten der Ein-
und Ausgangsgrößen des zugrundeliegenden technischen Systems zusammensetzt. Der Lernprozess
des neuronalen Netzes basiert auf der Bestimmung der Gewichte, die anhand der Trainingsdaten
parametriert werden, sodass für gegebene Eingaben u1, u2, . . . , um möglichst präzise Näherungen der
Ausgaben ŷ1, ŷ2, . . . , ŷw generiert werden. Die Fehlererkennung mit neuronalen Netzen kann wieder-
um durch die Bewertung der Residuen erfolgen.

Neuronale Netze können sowohl zur Regression als auch zur Klassifikation verwendet werden, womit
sich zwei verschiedene Möglichkeiten zur Fehlerdetektion ergeben. In beiden Fällen können neuronale
Netze außerdem zur Fehlerdiagnose eingesetzt werden, vorausgesetzt es sind Daten verschiedener
Fehlerfälle verfügbar. Beispiele zur Anwendung künstlicher neuronaler Netze zur Fehlerdetektion in
der Gebäudetechnik finden sich in [32]; auf weitere Anwendungen wird in [47], [54] verwiesen.

Abschließend lassen sich die Vor- und Nachteile künstlicher neuronaler Netze wie folgt zusammen-
fassen:

Vorteile:
• Einfach zu trainieren.

• Auch nichtlineare Zusammenhänge werden abgebildet.

• Ermöglichen die Fehlerdiagnose wenn Fehlerdaten verfügbar sind.

Nachteile:
• Die Kostenfunktion des Optimierungsproblems ist in der Regel nicht-konvex und nicht-quad-

ratisch, sodass ein Konvergieren in einem globalen Optimum häufig nicht sichergestellt werden
kann [90, S. 13].
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• Innere Struktur mathematisch schwer oder gar nicht interpretierbar.

• Gefahr, Fehler zu trainieren.

• Gefahr der Überanpassung.

• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, können mithilfe einfacher vorwärts-gerichteter
Netze nicht unmittelbar detektiert werden. Dies ist jedoch zum Beispiel mit sogenannten rekur-
renten Netzen möglich, bei denen die Neuronenausgaben einer Netzschicht, auch an die gleiche
oder vorige Schichten kommuniziert werden [89, S. 136]. Rekurrente Netze können somit zeit-
liche Zusammenhänge berücksichtigen und die zugrundelegende Systemdynamik abbilden [45,
S. 182–185].

2.3.3 Entscheidungsbäume

Entscheidungsbäume stellen eine Möglichkeit zur automatisierten Klassifizierung von Daten sowie
zur Regressionsanalyse dar. Während bei Regressionsbäumen eine reellwertige Ziel- oder Ausgangs-
variable für gegebene Eingangsgrößen berechnet wird, erfolgt bei Klassifizierungbäumen die Aus-
gabe in Form diskreter, also ganzzahliger Werte – den sogenannten Klassen. Die Beziehung zwi-
schen Eingangs- und Ausgangsgrößen wird, wie bei allen Black-Box Modellen, anhand von vorhan-
den Messdaten trainiert und basiert auf dem Erlernen von hierarchischen, logischen Regeln, die
durch die Knoten des Entscheidungsbaums repräsentiert werden. Das allgemeine Funktionsprinzip
der Entscheidungsbäume sowie deren Verwendung zur Fehlerdetektion ist beispielhaft anhand eines
Klassifizierungsbaums in Abbildung 2.15 dargestellt und wird im Folgenden erläutert. Allgemeine
Grundlagen zu Entscheidungsbäumen finden sich zum Beispiel in [39, S. 305–317], [109].

ua1 a3

a4
a2

a5

y
u ≤ a1

y ≤ a2 u ≤ a3

y ≤ a4 y ≤ a5

Fehler Nominal Nominal Fehler

NominalFehler

Ja Nein

Nein

Nein

NeinJaJa

JaNeinJa

M2 M4 M6

M1 M3 M5

M2

M4 M6

M1

M3 M5

Abbildung 2.15: Prinzipdarstellung Fehlererkennung mit Entscheidungsbäumen: Partitionierung ei-
nes zweidimensionalen Merkmalsraums (links) und der daraus resultierende Ent-
scheidungsbaum (rechts) mit zwei Klassen »Fehler« und »Nominal«. Als Fehler
klassifizierte Daten sind in Rot, nominale in Blau dargestellt.

Um einen Entscheidungsbaum zur Fehlerdetektion nutzen zu können, müssen sowohl Nominaldaten
als auch Fehlerdaten des zugrundeliegenden Systems verfügbar sein. Dies lässt sich wieder anhand
eines Eingrößensystems mit einer Eingangsgröße u und einer Ausgangsgröße y erläutern. Der Trai-
ningsdatensatz für eines solches System ist dann durch die Menge

{(u(1), y(1), b(1)), (u(2), y(2), b(2)) . . . , (u(n), y(n), b(n))}

von Messwerttupeln gegeben. Jedes Datentupel (u(i), y(i), b(i)) enthält somit je einen Messwert der
Ein- und Ausgangsgröße sowie die zusätzliche Information, ob dieses Messwertpaar den nominalen
oder fehlerhaften Betrieb des Systems beschreibt. Diese Information wird durch die diskrete Zielva-
riable b(i) ∈ {0, 1} beschrieben, für die b(i) = 0 im Fehlerfall und b(i) = 1 im Nominalfall gilt. Die
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Variable b stellt somit die Ausgangsgröße des Modells dar (s. a. Abbildung 2.12, rechts). Da diese nur
zwei Werte annehmen kann, nämlich die Klassen »Nominal« und »Fehler«, spricht man bei einem
solchen Entscheidungsbaum auch von einem binären Klassifikator.
Die Grundlage eines Entscheidungsbaums bildet die Partitionierung des sogenannten Merkmalsrau-
mes (engl.: feature space) [39, S. 305], in den die Trainingsdaten abgebildet werden. Der in der
Abbildung 2.15 links dargestellte zweidimensionale Merkmalsraum der Systemgrößen u und y zeigt
dabei sechs Partitionierungen M1, M2, . . . , M6. Die Anzahl der Partitionierungen entspricht der An-
zahl der Endknoten des Entscheidungsbaums. Die Grenzen a1, a2, . . . , a5 dieser Partitionen werden
algorithmisch anhand des Trainingsdatensatzes bestimmt, sodass im Idealfall eine scharfe Trennung
zwischen den Klassen »Fehler« und »Nominal« entsteht. In der Abbildung sind die Trainingsdaten,
die anhand der Variablen b als fehlerhaft bewertet waren, in Rot und die nominal bewerteten in
Blau dargestellt. Auf Grundlage der mit dieser Information generierten Partitionen ergeben sich die
logischen Regeln, die in den Knoten des Entscheidungsbaumes rechts in Abbildung 2.15 dargestellt
sind. Ist der Entscheidungsbaum anhand eines Trainingsdatensatzes generiert worden, kann er an-
schließend zur Klassifizierung neuer Anwendungsdaten des zugrundeliegenden Systems verwendet
werden. Ausgehend vom oberen Ursprungsknoten des Entscheidungsbaumes durchläuft dann jedes
Datentupel (u(i), y(i)) die nachfolgenden Entscheidungsregeln und terminiert in einem Endknoten,
der die Klassenzugehörigkeit »Fehler« (b(i) = 0) und »Nominal« (b(i) = 1) wiedergibt.
Konkrete Beispiele und Erläuterungen zur Anwendung von Fehlerbäumen in der Gebäudetechnik fin-
den sich in [129]. Die Vor- und Nachteile der Entscheidungsbäume können wie folgt zusammengefasst
werden:
Vorteile:

• Sehr gut interpretierbar. Die Regeln sind für den Nutzer anhand der Baumstruktur einfach
nachvollziehbar.

• Können als Klassifikations- oder Regressionsmethode verwendet werden.
• Ermöglichen die Fehlerdiagnose, wenn entsprechende Fehlermodelle oder Messdaten von Fehlern

verfügbar sind.
Nachteile:

• Fehlerdaten und Nominaldaten müssen zum Trainieren verfügbar sein.
• Gefahr der Überanpassung (Entscheidungsbaum ist komplexer als er sein müsste).
• Interpretierbarkeit nimmt mit steigender Baumkomplexität ab.
• Die Berechnung eines idealen Entscheidungsbaums gehört zu den NP-schweren Problemen und

ist damit nicht möglich [44].
• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, sind nicht unmittelbar detektierbar.

2.3.4 Clusteranalyse

Die Clusteranalyse ist ein Verfahren zur Klassifizierung von Daten anhand von Ähnlichkeitskriterien.
Dabei wird eine Gesamtmenge von Daten in Untermengen – sogenannte Cluster – separiert, sodass
die Daten eines Clusters möglichst homogen sind und damit zueinander eine größere Ähnlichkeit
besitzen, als zu Daten eines anderen Clusters [39, S. 501], [3, S. 16]. Zur Berechnung der Cluster
existieren verschiedene Ansätze, wie partitionierende, hierarchische oder dichtebasierte Verfahren,
für die wiederum unterschiedliche Lösungsalgorithmen verfügbar sind [132].
Abbildung 2.16 zeigt das Prinzip der Fehlerdetektion mittels Clusteranalyse anhand eines einfachen
zweidimensionalen Merkmalsraums. Die im linken Teil der Abbildung dargestellten blauen und grau-
en Punkte, stellen die aus einem Trainingsdatensatz verfügbaren Datentupel (u1, y1), . . . , (un, yn) dar.
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Abbildung 2.16: Prinzipdarstellung Fehlererkennung durch Clusteranalyse: Zweidimensionaler Merk-
malsraum mit zwei Clustern und Trainingsdatensatz (links) sowie Anwendungsda-
tensatz (rechts).

Diese können wieder als Messdaten der Ein- und Ausgangsgrößen eines Eingrößensystems interpre-
tiert werden und besitzen damit die gleiche Form wie in Gleichung (2.6). Die sich daraus ergebende
Verteilung im Merkmalsraum führt in der Folge auf die eingezeichneten Cluster, die den Nominal-
zustand beschreiben. Nachdem die Cluster identifiziert sind, können Anwendungsdaten prozessiert
werden, welche die gleiche Struktur wie die Trainingsdaten besitzen. Das zugrundeliegende System
befindet sich demnach im Nominalbetrieb, wenn die Anwendungsdaten einem der zuvor identifizier-
ten Cluster zugeordnet werden können. Liegen die Daten außerhalb dieser Cluster (rote Punkte),
befindet sich das System in einem Zustand der nicht nominal ist und als Fehler bewertet werden
kann. Anwendungsbeispiele aus der Gebäudeautomation finden sich in [9].
Die Methode der Clusteranalyse bietet die folgenden Vor- und Nachteile:
Vorteile:

• Training basiert nur auf Nominaldaten.
• Alle Abweichungen vom Nominalbetrieb werden erkannt.
• Ermöglichen die Fehlerdiagnose wenn entsprechende Fehlermodelle erzeugt werden.

Nachteile:
• Neigen zu falsch positiv detektieren Fehlern.
• Gefahr, Fehler zu trainieren.
• Modell schwierig interpretierbar.
• Fehler, die sich in der Systemdynamik zeigen, sind nicht unmittelbar detektierbar.

2.4 Abgrenzung der Methoden zu qualitativen Modellen

Qualitative Modelle unterscheiden sich von den in diesem Abschnitt beschriebenen Methoden vor
allem darin, dass diese dynamische Modelle darstellen. Sie ermöglichen es somit, Fehler die sich in der
Systemdynamik zeigen, zu detektieren (vgl. Abbildung 2.9). Die qualitativen Modelle besitzen zudem
einen direkten Bezug zur ingenieurstechnischen Vorstellung dynamischer Systeme und basieren auf
einer klassischen Systeminterpretation. Die Auswahl der Modelleingaben -zustände und -ausgaben
erfolgt anhand ihrer Entsprechungen des realen Systems. Qualitative Modelle sind zudem vielseitig
anwendbar und können nicht nur zur Beobachtung und Fehlererkennung, sondern auch für andere
Aufgaben der Prozess- und Regelungstechnik wie beispielsweise zur Simulation verwendet werden.
Zudem bieten sie die Möglichkeit, das zugrundeliegende Verhalten technischer Systeme mit einer
einfach einstellbaren Genauigkeit zu approximieren. Die Modellbildung ist für einen Black-Box Ansatz
sehr einfach und kann mathematisch leicht nachvollzogen werden. Auch das Modell selbst und seine
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innere Struktur sind leicht interpretierbar, was bei vielen anderen Black-Box Ansätzen nicht ohne
weiteres möglich ist. In Bezug auf die Fehlererkennung eignen sich die qualitativen Modelle sowohl
zur Detektion, aber auch zur Isolation und Identifikation von Fehlern. Die vom qualitativen Modell
bei der Beobachtung generierten Zustandswahrscheinlichkeiten lassen sich außerdem sehr gut grafisch
darstellen und bieten eine einfache Möglichkeit das Systemverhalten unmittelbar zu visualisieren. Im
nächsten Kapitel werden die Grundlagen der qualitativen Modelle – die sogenannten stochastischen
Automaten – eingeführt und deren Eigenschaften erläutert.
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3
Stochastische Automaten und Prozesse

In diesem Kapitel werden die stochastischen Automaten eingeführt sowie deren Eigen-
schaften als Modell beschrieben. Dazu werden in Abschnitt 3.1 zunächst die einfachen
stochastischen Prozesse, deren Verhalten ausschließlich durch ihre Zustände bestimmt ist,
eingeführt. Anschließend wird in Abschnitt 3.2 die Beziehung zwischen diesen Prozessen
und den sogenannten autonomen stochastischen Automaten, die den einfachsten Spezi-
alfall eines stochastischen Automaten darstellen, erläutert. In Abschnitt 3.3 werden die
einfachen stochastischen Prozesse um Ein- und Ausgaben erweitert, wodurch die Basis
für die Einführung der allgemeinen stochastischen Automaten geschaffen wird. Die sto-
chastischen Automaten, welche die modelltheoretische Grundlage für alle in dieser Arbeit
betrachteten Prozesse bilden, und welche Fragestellungen diese als Modell beantworten
sollen, wird in Abschnitt 3.4 erläutert. Abschnitt 3.5 führt die theoretischen Grundlagen
der Beobachtung und Fehlererkennung mit stochastischen Automaten ein.

3.1 Diskrete stochastische Prozesse

3.1.1 Definition

Als diskreter stochastischer Prozess wird ein System bezeichnet, das für diskrete Zeiten k = 0, 1, 2, . . .
Zufallsvariablen Z(k) erzeugt, die ausschließlich Werte aus einer endlichen Zustandsmenge

Z := {1, 2, . . . , N} (3.1)

annehmen können. Ein diskreter stochastischer Prozess ist damit durch eine unendliche Folge von Zu-
fallsvariablen (Z(k))k∈N definiert, bei der jedes Folgenglied Z(k) einen Zustand z(k) ∈ Z annimmt [7,
S. 53]. Das Erzeugen einer einzelnen Folge von Zufallsvariablen wird als Experiment bezeichnet und
führt zu einer Folge von Zuständen (z(0), z(1), z(2), . . .), die man auch als Trajektorie oder Realisie-
rung des diskreten stochastischen Prozess bezeichnet [113, S. 17]. Auch wenn stochastische Prozesse
definitionsgemäß unendliche Folgen darstellen, so ist man in der Praxis häufig an der Beschreibung
einer solchen Realisierung bis zu einem beliebigen Zeithorizont T ∈ N interessiert. Betrachtet man
einen stochastischen Prozess bis zu einer Zeit T , so erhält man eine zufällige Zustandsfolge oder
-trajektorie1

Z(0...T ) = (z(0), z(1), z(2), . . . , z(T )) ∈ ZT +1 , (3.2)

die durch die Zustände z(k) für k = 0, 1, 2, . . . , T gegeben ist.
Da der stochastische Prozess ein Zufallsprozess ist, führen Wiederholungen eines Experiments in der
Regel auch zu anderen Folgen von Zuständen, also zu verschiedenen Trajektorien (s. Beispiel 3.1).
Üblicherweise ist es somit nicht möglich, den Zustand zu einem Zeitpunkt eindeutig zu bestimmen,
sondern lediglich die Wahrscheinlichkeit dafür, welchen Zustand z(k) ∈ Z der stochastische Prozess,
beziehungsweise die Zufallsvariable Z(k), zu einer bestimmten Zeit k annimmt. Die Berechnung dieser
Zustandswahrscheinlichkeiten wird im nächsten Abschnitt für sogenannte homogene Markow-Ketten,
die eine wichtige Klasse der stochastischen Prozesse repräsentieren, beschrieben.

1Zur Notation der Zustandsfolge/Zustandstrajektorie siehe auch Anmerkung 3.1 und 3.2
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Anmerkung 3.1 (Kartesisches Produkt von Mengen): Der in der Notation der Zustandsfolge (3.2)
an der Zustandsmenge Z auftretende Exponent repräsentiert das (T +1)-fache kartesische Produkt der
Menge. Sei beispielsweise Z = {1, 2, 3} die Zustandsmenge des stochastischen Prozesses und T = 1
der Zeithorizont, dann repräsentiert die Menge

Z 2 = Z × Z = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

alle Zustandsfolgen, die innerhalb von zwei Zeitschritten möglich sind. Eine Zustandsfolge wie zum
Beispiel Z(0...1) = (2, 3) ist damit ein Element der Menge Z 2.

Anmerkung 3.2 (Zustandstrajektorie): Die Zustandsfolge Z(0...T ) in Gleichung (3.2) stellt eine
verkürzte Schreibweise der expliziten Notation

Z(0...T ) = (Z(0) = z(0), Z(1) = z(1), Z(2) = z(2), . . . , Z(T ) = z(T ))

einer Zustandstrajektorie bis zu einem Zeithorizont T dar.

Beispiel 3.1 (Zustandstrajektorie): Das mehrmalige werfen eines Würfels ist ein einfacher diskreter
stochastischer Prozess, dessen Zustandsmenge durch die Anzahl der Augen des Würfels geben ist. Es
ist also Z ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Führt man nun ein Experiment durch, indem man beispielsweise fünf
mal hintereinander würfelt und die Zahlen 4, 1, 6, 3, 5 erhält, dann ist die Zustandstrajektorie des
Experiments durch

Z(0...4) = (Z(0) = 4, Z(1) = 1, Z(2) = 6, Z(3) = 3, Z(4) = 5) (3.3)

gegeben. Wiederholt man das Experiment und würfelt wieder fünf mal, dann wird man sehr wahr-
scheinlich eine andere Zustandstrajektorie erhalten.

3.1.2 Homogene Markow-Ketten

Ein diskreter stochastischer Prozess besitzt die Markow-Eigenschaft, wenn für alle diskreten Zei-
ten k ∈ N sowie für alle Zustände z(k + 1), . . . , z(0) ∈ Z folgendes gilt [128, S. 11]:

Pr(Z(k + 1) = z(k + 1) | Z(k) = z(k), Z(k − 1) = z(k − 1), . . . , Z(0) = z(0))
= Pr(Z(k + 1) = z(k + 1) | Z(k) = z(k)) . (3.4)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(Z(k + 1) = z(k + 1) | Z(k) = z(k)) beschreibt die Wahrschein-
lichkeit dafür, dass der stochastische Prozess in den Zustand z(k + 1) übergeht, unter der Bedin-
gung, dass er sich zuvor im Zustand z(k) befand. Da diese Übergangswahrscheinlichkeit ausschließ-
lich vom aktuellen Zustand z(k) abhängt und nicht von der weiteren Vergangenheit, spricht man in
diesem Fall von einer Markow-Kette erster Ordnung oder auch von einer gedächtnislosen Markow-
Kette [86, S. 345–346]. Sind außerdem die Übergangswahrscheinlichkeiten (3.4) zeitinvariant, dann
ist die Markow-Kette homogen [128, S. 11].

Definition 3.1 (Homogene Markow-Kette [113, S. 18]): Ein diskreter stochastischer Prozess, bei dem
für die Übergangswahrscheinlichkeiten

∀ z̄, z ∈ Z, k ∈ N : Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) = Pr(Z(1) = z̄ | Z(0) = z) (3.5)

gilt, wird als homogene Markow-Kette bezeichnet.
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Die Übergangswahrscheinlichkeiten Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z), z̄, z ∈ Z der homogenen Markow-
Kette beschreiben die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass der stochastische Prozess zur Zeit k + 1
in den Folgezustand z̄ ∈ Z übergeht, wenn er sich zur Zeit k im Zustand z ∈ Z befand.
Für die Übergangswahrscheinlichkeiten (3.5) der homogenen Markow-Kette gelten naturgemäß die
folgenden Bedingungen:

∀ z̄, z ∈ Z : 0 ≤ Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) ≤ 1 , (3.6)

∀ z ∈ Z :
N∑

z̄=1
Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) = 1 . (3.7)

Wie Abbildung 3.1 beispielhaft zeigt, lassen sich die Übergangswahrscheinlichkeiten (3.5) sehr an-
schaulich in Form eines Zustands- oder Übergangsgraphen darstellen.

1 2 3

1/3
1/3

1/3

2/31/3

1/3

2/3

Abbildung 3.1: Zustandsgraph einer homogenen Markow-Kette mit drei Zuständen und eingezeich-
neten Übergangswahrscheinlichkeiten

Die in der Abbildung dargestellte homogene Markow-Kette besitzt drei Zustände, welche in Form der
grauen Knoten dargestellt sind und zeigt die an den gerichteten Kanten eingezeichneten Zustands-
übergangswahrscheinlichkeiten Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z). Ein Übergang innerhalb eines Zeitschrit-
tes vom Zustand Eins in Zustand Drei, hat in diesem Beispiel somit die Übergangswahrscheinlich-
keit Pr(Z(k + 1) = 3 | Z(k) = 1) = 1/3.
Diskrete stochastische Prozesse, deren Zustandsübergangsverhalten durch eine homogene Markow-
Kette (3.5) gegeben ist, werden auch als homogene Markow-Prozesse bezeichnet [11, S. 379]. Im
Allgemeinen sind solchen stochastischen Prozessen zu einer Zeit k stets mehrere Zustände mit un-
terschiedlicher Wahrscheinlichkeit möglich, weshalb man auch von einem nicht-deterministischen
Prozess spricht [11, S. 378]. Das Interesse bei der Beschreibung solcher Prozesse gilt demzufolge
der Wahrscheinlichkeit jedes Zustandes z ∈ Z, den die Zufallsvariable Z(k) zur Zeit k annehmen
kann [86, S. 331]:

Pr(Z(k) = z), z ∈ Z . (3.8)

Die Betrachtung der Zustandswahrscheinlichkeiten (3.8) für alle Zustände z ∈ Z bildet eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung [87, S. 370], deren Berechnung im folgenden Abschnitt erläutert wird. Für
das einfache Beispiel 3.1 des Würfels ist diese Wahrscheinlichkeit direkt ersichtlich, was Beispiel 3.2
erläutert.

Beispiel 3.2 (Zustandswahrscheinlichkeit): Das in Beispiel 3.1 beschriebene Werfen eines Würfels,
stellt einen homogenen Markow-Prozess dar, da die Wahrscheinlichkeit eines Wurfes nicht vom ver-
gangenen Wurf abhängt. Es ist offensichtlich, dass die Übergangswahrscheinlichkeiten (3.5) stets 1/6

betragen, da es beispielsweise ebenso Wahrscheinlich ist, eine Fünf zu würfeln, wie eine Eins. Für
die Wahrscheinlichkeit (3.8) gilt damit für beliebige Zustände z ∈ Z = {1, 2, 3, 4, 5, 6} und alle Zei-
ten k = 0, 1, 2, . . .

Pr(Z(k) = z) = 1/6 .
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Zustandswahrscheinlichkeiten

Die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten (3.8) erfolgt üblicherweise für zur Zeit k = 0 ge-
gebene initiale Zustandswahrscheinlichkeiten

(p0)z := Pr(Z(0) = z), z ∈ Z , (3.9)

die für alle z ∈ Z definiert werden und damit die initiale Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung bil-
den [87, S. 371–372]. Mit den Startwahrscheinlichkeiten (3.9) und den Übergangswahrscheinlichkeiten
(3.5) kann die zeitliche Entwicklung der Zustandswahrscheinlichkeiten für alle Zeiten k ∈ N berechnet
werden [87, S. 373]:

k ≥ 0 : Pr(Z(k + 1) = z̄) =
N∑

z=1
Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) · Pr(Z(k) = z) (3.10)

k = 0 : Pr(Z(0) = z) = (p0)z

Gleichung (3.10) muss in jedem Zeitschritt k für alle z̄ ∈ Z berechnet werden und führt mit den zur
Zeit k = 0 gegebenen Startwahrscheinlichkeiten, zur Wahrscheinlichkeitsverteilung der Folgezustän-
de Pr(Z(1) = z̄), z̄ ∈ Z. Diese Wahrscheinlichkeiten repräsentieren die Zustandswahrscheinlichkeiten
zur Zeit k = 1 und werden wieder in die Gleichung eingesetzt, um die Zustandswahrscheinlichkeits-
verteilung zur Zeit k = 2 zu berechnen. Durch diese rekursive Anwendung von Gleichung (3.10)
können damit die Zustandswahrscheinlichkeiten für beliebige Zeiten k ∈ N berechnet werden.

3.2 Autonomer stochastischer Automat

3.2.1 Definition

Die autonomen stochastischen Automaten stellen den einfachsten Sonderfall der erst in Abschnitt 3.4
vollständig eingeführten stochastischen Automaten dar und dienen hier als Einführung in die Auto-
matentheorie. Autonome stochastische Automaten sind selbst stochastische Prozesse [113, S. 16] und
besitzen in der hier verwendeten Definition die gleichen Eigenschaften wie homogene Markow-Ketten.
Solche Automaten können damit als das ingenieurstechnische äquivalent der in der Mathematik als
homogene Markow-Ketten bezeichneten Prozesse interpretiert werden [87, S. 372]. In dieser Arbeit
werden die stochastischen Automaten dabei allgemein als ein stochastisches Modell verstanden, mit
dem das Verhalten technischer dynamischer Prozesse, qualitativ abgebildet werden soll.

Definition 3.2 (Autonomer stochastischer Automat [86, S. 333]): Das 3-Tupel

Aa = (Z,F, (p0)z) , (3.11)

in dem Z die Zustandsmenge (3.1) ist und

F : Z × Z −→ [0, 1] (3.12)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche die bedingte Wahrscheinlichkeit

F(z̄, z) = Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) (3.13)

für alle möglichen Kombinationen von Folgezuständen z̄ ∈ Z und Zuständen z ∈ Z beschreibt, heißt
autonomer stochastischer Automat.
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Die Funktion F in (3.12) wird allgemein auch als Zustandsübergangsrelation2 bezeichnet [11, S. 381],
[113, S. 16]. Da die Zustandsübergangsrelation (3.13) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür angibt,
dass der Automat vom Zustand z in den Folgezustand z̄ wechselt, schreibt man in der Regel F(z̄ | z)
anstatt F(z̄, z), um diese Bedingung hervorzuheben [87, S. 372]. Da die Startwahrscheinlichkei-
ten (3.9) als fester Bestandteil der Definition des Automaten Aa berücksichtigt sind, wird dieser
auch als initialer autonomer stochastischer Automat bezeichnet (s. a. Anmerkung 3.3).

Es ist offensichtlich, dass der autonome stochastische Automat (3.11) einer homogenen Markow-Kette
mit gegebener Startverteilung entspricht. Die Zeitinvarianz der Übergangswahrscheinlichkeiten (3.13)
ist wie auch bei den Markow-Ketten nicht zwingend, wird in dieser Arbeit jedoch vorausgesetzt.
Damit besteht eine Eins-zu-Eins Entsprechung zwischen den Übergangswahrscheinlichkeiten des au-
tonomen stochastischen Automaten (3.13) und denen der homogenen Markow-Kette (3.5). Es gelten
also ebenso die Bedingungen (3.6) und (3.7) und die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeits-
verteilungen erfolgt analog zu Gleichung (3.10):

k ≥ 0 : Pr(Z(k + 1) = z̄) =
N∑

z=1
F(z̄ | z) · Pr(Z(k) = z) (3.14)

k = 0 : Pr(Z(0) = z) = (p0)z .

Allgemein lassen sich die Berechnungen der Zustandswahrscheinlichkeiten des Automaten (3.14) über-
sichtlicher in Form des Matrix-Vektor3 Produkts notieren, welches wie folgt definiert ist.

Definition 3.3 (Matrix-Vektor Produkt): Das Produkt einer Matrix X ∈ RI×J mit Elementen xij

und eines Spaltenvektors y ∈ RJ mit Komponenten yj ergibt einen Spaltenvektor z ∈ RI , der die
Länge I besitzt:

z = X · y =

⎛⎜⎜⎜⎝
x11y1 + x12y2 + . . . + x1JyJ

x21y1 + x22y2 + . . . + x2JyJ
...

... . . . ...
xI1y1 + xI2y2 + . . . + xIJyJ

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...

zI

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ RI . (3.15)

Die elementweise Berechnung der Komponenten zi des Ergebnisvektors z ∈ RI erhält man mit

zi =
J∑

j=1

xij yj . (3.16)

Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen (3.10) mit-
hilfe des Matrix-Vektor-Produkts berechnen lassen.

3.2.2 Matrixrepräsentation

Um Gleichung (3.14) in Form des Matrix-Vektor Produkts (3.15) zu generalisieren, werden zunächst
die Zustandswahrscheinlichkeiten in einem diskreten Wahrscheinlichkeitsvektor pz(k) ∈ [0, 1]N ange-
ordnet, für dessen Komponenten pz(k, z) folgendes gilt:

∀ z ∈ Z : pz(k, z) = Pr(Z(k) = z) . (3.17)

2Die Bezeichnung der Funktion F als Relation hat ihren Ursprung in einer mengentheoretischen Beschreibung des
Zustandsübergangsverhaltens des Automaten. Allgemeine Informationen hierzu finden sich in [11], [86], [87], [113]

3Eine formale Definition des Matrizen- und Vektorbegriffs findet sich in Abschnitt 6.1.
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3 Stochastische Automaten und Prozesse

Mit (3.17) und den Zustandswahrscheinlichkeiten (3.8) erhält man somit einen Wahrscheinlichkeits-
vektor

pz(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
pz(k, 1)
pz(k, 2)

...
pz(k, N)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k) = 1)
Pr(Z(k) = 2)

...
Pr(Z(k) = N)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N , (3.18)

der die Wahrscheinlichkeiten Pr(Z(k) = z) für alle z = 1, 2, . . . , N enthält und damit die diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustände zur Zeit k repräsentiert.

Außerdem können die bedingten Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten (3.13) in einer quadrati-
schen Übergangsmatrix

F =

⎛⎜⎜⎜⎝
F(1|1) F(1|2) . . . F(1|N)
F(2|1) F(2|2) . . . F(2|N)

...
... . . . ...

F(N |1) F(N |2) . . . F(N |N)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N×N (3.19)

angeordnet werden, deren Elementen F(z̄|z) durch die bedingten Wahrscheinlichkeiten

F(z̄ | z) = Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) (3.20)

gegeben sind. Mit (3.20) und den Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten (3.13) erhält man die
Übergangsmatrix des autonomen stochastischen Automaten. Ein Element F(z̄ | z) der Übergangs-
matrix F repräsentiert demzufolge die bedingte Übergangswahrscheinlichkeit eines Zustandstransits
von z nach z̄, wobei der Zeilenindex dem Folgezustand z̄ und der Spaltenindex dem Zustand z ent-
spricht.4 Damit beschreibt das Element F(1 | 2) = Pr(Z(k + 1) = 1 | Z(k) = 2) beispielsweise die
bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass der stochastische Prozess zur Zeit k + 1 in den Zustand 1
übergeht, wenn er sich zur Zeit k im Zustand 2 befand.

Für die Übergangsmatrix F gilt analog zu (3.6) und (3.7) der Zusammenhang

∀ z̄, z ∈ Z : 0 ≤ F(z̄ | z) ≤ 1 sowie ∀ z ∈ Z :
N∑

z̄=1
F(z̄ | z) = 1 ,

was bedeutet, dass die Übergangsmatrix spaltenstochastisch ist und ausschließlich Elemente mit
Werten zwischen Eins und Null enthält. Neben dem diskreten Wahrscheinlichkeitsvektor der Zu-
stände (3.18), werden nun auch die initialen Zustandswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (3.9) für
alle z ∈ Z in einem Vektor

p0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(p0)1
(p0)2

...
(p0)N

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(0) = 1)
Pr(Z(0) = 2)

...
Pr(Z(0) = N)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (3.21)

angeordnet, der die initiale Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung zur Zeit k = 0 repräsentiert.

Sind nun die Übergangswahrscheinlichkeiten wie in der Übergangsmatrix F ∈ [0, 1]N×N angeordnet
und die initialen Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k = 0 durch den Vektor der Startverteilung p0

4In mathematischen Publikationen ist diese Anordnung in der Regel umgekehrt, das heißt der Folgezustand entspricht
dem Spaltenindex und der Zustand dem Zeilenindex.
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gegeben, dann können die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen mithilfe des Matrix-Vektor Pro-
dukts für beliebige Zeiten k = 0, 1, 2, . . . berechnet werden:

k ≥ 0 : pz(k + 1) = F · pz(k) ∈ [0, 1]N

k = 0 : pz(0) = p0 .
(3.22)

Zur Zeit k = 0 wird Gleichung (3.22) mit dem Vektor der Startverteilung (3.21) initialisiert und man
erhält den Vektor pz(1) mit der Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung zur Zeit k = 1. Durch rekur-
sive Anwendung der Gleichung ergeben sich dann die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zustände
für beliebige Zeiten k ∈ N. Das Zustandsübergangsverhalten stochastischer Automaten kann wie bei
homogenen Markow-Ketten durch einen Übergangsgraphen, den man im Kontext der Automaten
auch als Automatengraphen bezeichnet, visualisiert werden. Abschließend zu diesem einführenden
Abschnitt zeigt ein einfaches Beispiel, wie die Verteilungen der Zustandswahrscheinlichkeiten mit
homogenen Markow-Ketten, beziehungsweise durch autonome stochastische Automaten, berechnet
werden können.

Beispiel 3.3 (Autonomer stochastischer Automat / Homogene Markow-Kette): Gegeben sei ein
Experiment, beschrieben durch fünf Räume (Abbildung 3.2, oben links) und eine Person, die sich zur
Zeit k = 0 im Raum Eins befindet.
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Abbildung 3.2: Oben links: Experiment, oben rechts: drei Realisierungen des Experiments, unten
links: Automatengraph, unten rechts: Übergangsmatrix

Die Person entscheidet nun völlig zufällig in jedem weiteren Zeitschritt k = 1, 2, . . . in welchen Raum
sie als nächstes wechselt, wobei sie nicht im gleichen Raum verbleiben darf. Da die Zufallsentschei-
dung, in welchen Raum als nächstes gewechselt wird, in jedem Zeitschritt neu getroffen wird und
nicht von der Vergangenheit abhängt, handelt es sich bei dem Experiment offensichtlich um einen ho-
mogenen Markow-Prozess. Der stochastische Prozess ist somit durch eine Folge von Zufallsvariablen

Z(0...T ) = (z(0), z(1), z(2), . . . , z(T ))

definiert, deren Elemente z(k) die Werte z ∈ Z = {1, 2, 3, 4, 5} annehmen können. Die Abbildung
oben rechts zeigt drei mögliche Realisierungen des stochastischen Prozesses.
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Möchte man nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit der sich die Person zu beliebiger Zeit in
irgendeinem Raum befindet, kann ein autonomer stochastischer Automat nach Definition 3.2 ver-
wendet werden. Die Übergangswahrscheinlichkeiten (3.13) sind für den hier beschriebenen Prozess
offensichtlich, denn unabhängig davon in welchem Raum man startet, betragen diese stets 1/3 für
den Übergang aus einem Eckraum in irgendeinen angrenzenden anderen Raum und 1/4 für den Über-
gang aus dem mittleren Raum in einen der Eckräume. Dieses Übergangsverhalten ist unten links
in Abbildung 3.2 in einem Automatengraphen veranschaulicht, während unten rechts die Übergangs-
matrix F ∈ [0, 1]5×5 mit den Elementen F(z̄ | z) = Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) gegeben ist. Bei-
spielsweise repräsentiert das Element in der fünften Zeile und ersten Spalte die Wahrscheinlich-
keit F(5 | 1) = Pr(Z(k + 1) = 5 | Z(k) = 1) = 0, was bedeutet, dass ein Zustandsübergang von Raum
Eins nach Fünf innerhalb eines Zeitschrittes nicht möglich ist.
Die Berechnung der Zustandsverteilungen zu einer bestimmten Zeit k erfolgt nun mit Gleichung (3.22),
wobei angenommen werden soll, dass sich die Person zur Zeit k = 0 im Raum Eins befindet. Damit
ist die initiale Verteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten mit Pr(Z(0) = 1) = 1 gegeben, wodurch
man in der vektoriellen Notation (3.21) einen Spaltenvektor p0 = (1 0 0 0 0)T erhält. Mit der Ver-
teilung der Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k = 0 und der Gleichung (3.22) berechnet man die
Zustandsverteilung zur Zeit k = 1:

pz(1) = F · pz(0) = (0 0.333 0.333 0.333 0)T .

Analog ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustände zur Zeit k = 2 aus der Verteilung
zur Zeit k = 1:

pz(2) = F · pz(1) = (0.306 0.083 0.222 0.083 0.306)T .

Die folgende Tabelle veranschaulicht die weitere zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen.

Tabelle 3.1: Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen zur Zeit k
k =0 k =1 k =2 k =3 k =4 k =5 k =10 k =50 k =100

Pr(Z(k)=1) 1 0 0.306 0.111 0.238 0.154 0.192 0.188 0.187
Pr(Z(k)=2) 0 0.333 0.083 0.259 0.139 0.220 0.183 0.187 0.187
Pr(Z(k)=3) 0 0.333 0.222 0.259 0.247 0.251 0.250 0.250 0.250
Pr(Z(k)=4) 0 0.333 0.083 0.259 0.139 0.220 0.183 0.187 0.187
Pr(Z(k)=5) 0 0 0.306 0.111 0.238 0.154 0.192 0.188 0.187

Wie die Tabelle zeigt, sind zur Zeit k = 1 die Zustände Zwei, Drei und Vier mit gleicher Wahrschein-
lichkeit möglich. Zur Zeit k = 2 sind bereits alle Zustände möglich, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass
sich die Person im Raum Eins oder Fünf befindet am größten ist. Dies lässt sich anhand des Raum-
schemas in Abbildung 3.2 einfach nachvollziehen, denn es bestehen insgesamt drei Möglichkeiten, um
innerhalb von zwei Zeitschritten in den Raum Eins oder Fünf zu gelangen, während jeweils nur eine
Möglichkeit existiert, den Raum Vier oder Zwei zu erreichen.

Anmerkung 3.3 (Automatennotation): Die Angabe der initialen Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zustände in der Automatennotation (3.11) kann auch vektoriell erfolgen:

Aa = (Z,F, p0) . (3.23)

Da in dieser Arbeit die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten weniger durch elementweise
Notationen wie (3.14) beschrieben wird, sondern vielmehr durch Produkte der linearen und multili-
nearen Algebra, wird im Folgenden die vektorielle Notation (3.23) bevorzugt verwendet.
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3.3 Diskrete Stochastische Prozesse mit Ein- und Ausgabe

3.3.1 Definition

Abbildung 3.3 zeigt einen stochastischen Prozess mit Ein- und Ausgabe (stochastischer E/A Pro-
zess), der eine Erweiterung des in Abschnitt 3.1.2 eingeführten einfachen stochastischen Prozesses
darstellt.

Stochastischer Prozess
Z(0...T )

V (0...T ) W (0...T )

Abbildung 3.3: Stochastischer Prozess mit Eingabe und Ausgabe, nach [86, S. 366]

Betrachtet man den stochastischen E/A Prozess in obiger Abbildung wieder für Zeiten k = 0, 1, 2, . . . ,
so ist dieser nicht nur durch die Folge der Zufallsvariablen der Zustände (Z(k))k∈N definiert, sondern
auch durch die Folge der Zufallsvariablen der Ausgaben (W (k))k∈N und der Eingaben (V (k))k∈N [113,
S. 18]. Die Zufallsvariablen der Eingaben können dabei die Eingabewerte v ∈ V annehmen und die
Zufallsvariablen der Ausgaben die Ausgabewerte w ∈ W . Dabei ist

V := {1, 2, . . . , M} (3.24)

die diskrete Eingabemenge und

W := {1, 2, . . . , Q} (3.25)

die diskrete Ausgabemenge des Prozesses. Der stochastische E/A Prozess generiert damit für ei-
ne zufällige Folge von Eingabewerten (v(0), v(1), v(2), . . .), eine vom Zufall bestimmte Ausgabefol-
ge (w(0), w(1), w(2), . . .) und durchläuft eine zufällige Zustandsfolge (z(0), z(1), z(2), . . .). Dies be-
zeichnet man als Realisierung des stochastischen E/A Prozesses, wobei Wiederholungen eines solchen
Experiments, selbst für gleiche Eingabefolgen, zu unterschiedlichen Zustands- und Ausgabefolgen füh-
ren [11, S. 378]. Betrachtet man den Prozess wieder bis zu einem definierten Zeithorizont T , dann
erzeugt dieser für eine Eingabefolge

V (0...T ) = (v(0), v(1), v(2), . . . , v(T )) ∈ VT +1 , (3.26)

eine Ausgabefolge

W (0...T ) = (w(0), w(1), w(2), . . . , w(T )) ∈ WT +1 (3.27)

und durchläuft dabei die Zustandsfolge Z(0...T ) aus Gleichung (3.2). Für die Ein- und Ausgabefolgen
in (3.26) und (3.27) gelten anlog zur Zustandsfolge die Anmerkungen 3.1 sowie 3.2.

Um das Verhalten eines solchen stochastischen E/A Prozesses zu beschreiben, wird wiederum vor-
ausgesetzt, dass dieser die Markow-Eigenschaft besitzt, die im nächsten Abschnitt erläutert wird.

3.3.2 Homogene Markow-Ketten mit Ein- und Ausgabe

Ein stochastischer E/A Prozess besitzt die Markow-Eigenschaft, wenn für alle Zeiten k ∈ N und für
alle Zustände z(k+1), . . . , z(0) ∈ Z, Ausgaben w(k), . . . , w(0) ∈ W und Eingaben v(k), . . . , v(0) ∈ V,
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folgendes gilt [83, S. 322]:

Pr
(

Z(k + 1) = z(k + 1), Z(k) = z(k), Z(k − 1) = z(k − 1), . . . , Z(0) = z(0),
W (k) = w(k) V (k) = v(k), V (k − 1) = v(k − 1), . . . , V (0) = v(0)

)
= Pr

(
Z(k + 1) = z(k + 1), Z(k) = z(k),

W (k) = w(k) V (k) = v(k)

)
(3.28)

Die Markow-Eigenschaft des stochastischen E/A Prozesses besagt demnach, dass die bedingte Wahr-
scheinlichkeit für das gemeinsame Auftreten eines Folgezustands z(k + 1) und einer Ausgabe w(k),
ausschließlich von der vorangegangenen Eingabe v(k) und vom vorherigen Zustand z(k) abhängt.
Setzt man nun wieder voraus, dass die bedingten Übergangswahrscheinlichkeiten (3.28) des stochas-
tischen Prozesses zeitinvariant sind, kann das Verhalten des stochastischen E/A Prozesses durch eine
homogene Markow-Kette mit Ein- und Ausgabe beschrieben werden.

Definition 3.4 (Homogene Markow-Kette mit Ein- und Ausgabe [113, S. 18]): Ein diskreter stocha-
stischer Prozess, bei dem für alle z̄, z ∈ Z, w ∈ W, v ∈ V und k ∈ N

Pr
(

Z(k + 1) = z̄ , Z(k) = z ,
W (k) = w V (k) = v

)
= Pr

(
Z(1) = z̄ , Z(0) = z ,

W (0) = w V (0) = v

)
(3.29)

gilt, wird als homogene Markow-Kette mit Ein- und Ausgabe bezeichnet.

Für detaillierte Informationen zur Herleitung und den zugrundeliegenden Annahmen der Bezie-
hung (3.29), siehe beispielsweise [11, S. 379], [12, S. 537–538], [83, S. 321–322]. Ein stochastischer
Prozess, der die Bedingung (3.29) erfüllt, wird als homogener Markow Prozess mit Ein- und Ausgabe
bezeichnet [11, S. 379]. Im Folgenden wird ein solcher Prozess kürzer als stochastischer E/A Prozess
bezeichnet.
Wie in Abschnitt (3.2) beschrieben wurde, kann ein autonomer stochastischer Automat als Modell
eines einfachen stochastischen Prozesses verwendet und zur Berechnung der Zustandswahrscheinlich-
keiten eingesetzt werden. Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, wie ein stochastischer E/A Prozess
durch einen stochastischen Automaten beschrieben werden kann und welche Fragestellungen der Au-
tomat als Modell beantworten soll. Dabei wird neben der Voraussetzung, dass der zu beschreibende
Prozess die Markow-Eigenschaft (3.29) besitzt, außerdem angenommen, dass die Eingabe zur Zeit k,
unabhängig von den vorangegangenen Zuständen und Eingaben auftritt [11, S. 379–380].

3.4 Allgemeiner stochastischer Automat

Die stochastischen Automaten bilden die modelltheoretische Grundlage für alle in dieser Arbeit be-
trachteten Systeme. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie stochastische Automaten als Modell sto-
chastischer E/A Prozesse verwendet werden können. Diese Einführung bildet die Basis für die in
Kapitel 4 beschriebene Modellierung realer technischer Systeme durch stochastische Automaten. All-
gemeine theoretische Grundlagen zu stochastischen Automaten sind in [13] gegeben. Die Modellierung
stochastischer E/A Prozesse durch stochastische Automaten findet sich beispielsweise in [11], [86],
[87], [113].

3.4.1 Definiton

Im Gegensatz zum autonomen stochastischen Automaten (3.11) besitzt der allgemeine stochastische
Automat nicht nur Zustände, sondern auch Eingaben und Ausgaben. Der stochastische Automat wird
dabei wieder unter Berücksichtigung initialer Zustandswahrscheinlichkeiten definiert und dementspre-
chend als initialer stochastischer Automat bezeichnet.
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Definition 3.5 (Initialer stochastischer Automat [11, S. 380]): Das 5-Tupel

A = (Z, V, W,L, p0) , (3.30)

mit der Eingabemenge V, der Ausgabemenge W, der Zustandsmenge Z sowie der Verhaltensrelation L

und dem initialen Wahrscheinlichkeitsvektor der Zustände p0, heißt initialer stochastischer Automat.

Die Eingabemenge V des stochastischen Automaten wird auch als Eingabealphabet und die Ausgabe-
menge W als Ausgabealphabet bezeichnet [69, S. 42]. Der stochastische Automat kann damit wie der
stochastische E/A Prozess die Eingaben

v ∈ V := {1, 2, . . . , M} , (3.31)

die Ausgaben

w ∈ W := {1, 2, . . . , Q} (3.32)

und die Zustände

z ∈ Z := {1, 2, . . . , N} (3.33)

annehmen. Die Eingabe-, Ausgabe- und Zustandsmenge des stochastischen Automaten entsprechen
somit den bereits in (3.1), (3.24) und (3.25) definierten Mengen. Die Variable N gibt dabei die
Anzahl der Automatenzustände an, während Q und M die Anzahl der Automatenausgaben und -
eingaben definieren. Der Vektor p0 ∈ [0, 1]N beschreibt die initialen Zustandswahrscheinlichkeiten
und entspricht der bereits in (3.21) definierten Verteilung. Die in (3.30) auftretende Funktion

L : Z × W × Z × V −→ [0, 1] (3.34)

beschreibt eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung und wird als Verhaltensrelation des stochas-
tischen Automaten bezeichnet [86, S. 367], [113, S. 13] (s. a. Definition 3.2).

Definition 3.6 (Verhaltensrelation des stochastischen Automaten [69, S. 42]): Die Verhaltensrelation
des stochastischen Automaten

L(z̄, w, z, v) = Pr
(

Z(k + 1) = z̄ , Z(k) = z ,
W (k) = w V (k) = v

)
(3.35)

beschreibt für alle z̄, z ∈ Z, w ∈ W, v ∈ V und k ∈ N die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass
wenn sich der Automat im Zustand z befindet und die Eingabe v erhält, er in den Folgezustand z̄
übergeht und die Ausgabe w erzeugt.

Da die Verhaltensrelation L(z̄, w, z, v) eine bedingte Wahrscheinlichkeit repräsentiert, wird in der
Regel die Notation L(z̄, w | z, v) verwendet [87, S. 378]. Die Verhaltensrelation (3.35) mit den beding-
ten Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) enthält ausschließlich Werte zwischen Null und Eins, womit
folgende Beziehung gilt [11, S. 380]:

∀ z̄, z ∈ Z, w ∈ W, v ∈ V : 0 ≤ L(z̄, w | z, v) ≤ 1 , (3.36)

∀ z ∈ Z, v ∈ V :
N∑

z̄=1

Q∑
w=1

L(z̄, w | z, v) = 1 . (3.37)

Der initiale stochastische Automat A mit der Verhaltensrelation L(z̄, w | z, v) sowie den endlichen
Eingabe-, Ausgabe- und Zustandsmengen V, W und Z entspricht damit einer diskreten homogenen
Markow-Kette mit Ein- und Ausgabe nach Definition 3.4 [113, S. 18], [11, S. 380]. Im Folgenden wird
der stochastische Automat A als homogenes Markow-Modell eines zugrundeliegenden stochastischen
E/A Prozesses verstanden.
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3.4.2 Stochastische Automaten mit besonderen Eigenschaften

Die folgende Übersicht stellt vier besondere Fälle des stochastischen Automaten vor und ist den
Arbeiten [69, S. 43] und [113, S. 16] entnommen:

• Automat ohne Eingabe: Ein initialer stochastischer Automat ohne Eingabe ist definiert durch
das 4-Tupel

(Z, W,L(z̄, w | z), p0) . (3.38)

• Automat ohne Ausgabe: Ein initialer stochastischer Automat ohne Ausgabe ist definiert durch
das 4-Tupel

(Z, V,F(z̄ | z, v), p0) . (3.39)

• Automat ohne Ein- und Ausgabe: Ein initialer stochastischer Automat ohne Ein- und Ausgabe
ist definiert durch das 3-Tupel

(Z,F(z̄ | z), p0) . (3.40)

Die oben aufgeführten Sonderfälle des stochastischen Automaten sind insofern interessant, als dass
sie unter bestimmten Voraussetzungen aus dem stochastischen Automaten A in Gleichung (3.30) her-
vorgehen. Ein stochastischer Automat (3.30) dessen Eingabemenge nur ein einziges Element besitzt
oder dessen Eingabe für alle Zeiten k konstant ist, entspricht einem Automaten ohne Eingabe [113,
S. 16]. Dies gilt entsprechend auch für den Automaten ohne Ausgabe. Im Falle des Automaten ohne
Ein- und Ausgabe (3.40) beschreibt die Übergangsrelation F(z̄ | z) nur die bedingte Wahrscheinlich-
keit eines Zustandsübergangs von z nach z̄, was der Definition 3.2 des autonomen stochastischen
Automaten entspricht.
Ebenso wie der in Abschnitt 3.2 beschriebene autonome stochastische Automat, besitzt auch der all-
gemeine stochastische Automat (3.30) eine Matrixrepräsentation, die im Folgenden erläutert wird.

3.4.3 Matrixrepräsentation

Wie bereits für den autonomen stochastischen Automaten in Abschnitt 3.2 beschrieben wurde, ist
es sinnvoll, dessen Übergangswahrscheinlichkeiten (3.35) in einer Matrix zusammenzufassen, da sich
dadurch die Berechnung der gesuchten Zustandswahrscheinlichkeiten durch das Matrix-Vektor Pro-
dukt realisieren lässt. Für den allgemeinen stochastischen Automaten (3.30), der hier als Modell
eines stochastischen E/A Prozesses dient, gilt dies ebenso. Die bedingten Übergangswahrschein-
lichkeiten L(z̄, w | z, v) der Verhaltensrelation (3.35) können dabei in einer Blockmatrix oder einem
Tensor (s. Abschnitt 7.1) angeordnet werden, die dann als Basis für die weiteren Betrachtungen und
Berechnungen dienen. An dieser Stelle soll zunächst die einfach verständliche Matrixrepräsentation
des stochastischen Automaten eingeführt werden, die aus [69, S. 44] übernommen wird.

Verhaltensmatrix

Die Verhaltensmatrix des stochastischen Automaten ist eine Blockmatrix, die für jede Kombination
einer Automateneingabe v und Automatenausgabe w, eine quadratische Matrix enthält. Für jedes
Paar (w, v) von Ausgaben und Eingaben (E/A Paar) wird dabei eine Matrix der Form

L(w, v) =

⎛⎜⎜⎜⎝
L(1, w | 1, v) L(1, w | 2, v) · · · L(1, w | N, v)
L(2, w | 1, v) L(2, w | 2, v) · · · L(2, w | N, v)

...
... . . . ...

L(N, w | 1, v) L(N, w | 2, v) · · · L(N, w | N, v)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N×N (3.41)
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erstellt, welche die bedingten Wahrscheinlichkeit L(z̄, w | z, v) der Verhaltensrelation (3.35), für das
gegebene E/A Paar enthält. Da der Automat eine Anzahl von R Ausgaben und M Eingaben besitzt,
erhält man eine Anzahl von R · M quadratischer Matrizen der Größe N × N . Diese können dann
für jede Kombination von Eingaben v und Ausgaben w zu einer großen Matrix, der sogenannten
Verhaltensmatrix des stochastischen Automaten

L =

⎛⎜⎜⎜⎝
L(1, 1) L(1, 2) · · · L(1, M)
L(2, 1) L(2, 2) · · · L(2, M)

...
... . . . ...

L(R, 1) L(R, 2) · · · L(R, M)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N ·R×N ·M , (3.42)

zusammengefasst werden.
Wie aus Gleichung (3.41) und (3.42) hervorgeht, werden als Indizes der Matrixelemente die Automat-
enzustände und Folgezustände z̄, z ∈ Z, die Eingaben v ∈ V sowie die Ausgaben w ∈ W verwendet.
Damit ist zu jeder Zeit klar, dass ein Matrixelement die bedingte Wahrscheinlichkeit L(z̄, w | z, v), für
ebendiese Kombination von Ein-, Ausgaben und Zuständen repräsentiert. Im Folgenden wird dabei
insbesondere im Kontext der Verhaltensmatrix, entweder konkret von den Eingaben v, Ausgaben w,
Zuständen z und Folgezuständen z̄ gesprochen, oder kürzer – aber gleichbedeutend – einfach von
den Indizes z̄, w, z und v. Da diese Indizes grundsätzlich nur Werte aus den entsprechenden Men-
gen V, W, Z annehmen können, wird, solange dies nicht notwendig ist, auf die explizite Angabe dieser
Zugehörigkeit verzichtet und beispielsweise für die Eingabe einfach v anstatt v ∈ V geschrieben.
Für die Verhaltensmatrix gelten die Beziehungen (3.36) und (3.37). Das bedeutet zum einen, dass
die Werte aller Matrixelemente innerhalb des Einheitsintervalls [0, 1] liegen und dass wenn man alle
Elemente entlang der Indizes w und z̄ aufsummiert, die Summe für alle Kombination von Indizes v
und z, eins ergeben muss.

3.4.4 Modellierungsziel
Der stochastische Automat A in Gleichung (3.30) bildet die modelltheoretische Grundlage zur Be-
schreibung aller realen Gebäudesysteme, die in dieser Arbeit betrachtet werden. Wie bereits erwähnt,
wird der stochastische Automat als ein homogenes Markow-Modell verstanden, mit dem das Verhal-
ten des zugrundeliegenden stochastischen E/A Prozesses repräsentiert werden soll. Im Allgemeinen
werden dabei an den stochastischen Automaten zwei unterschiedliche Fragestellungen adressiert, die
als Simulation und Beobachtung bezeichnet werden. Da der stochastische Automat selbst ein stocha-
stischer Prozess ist, werden die Begriffe des stochastischen Automaten und des stochastischen E/A
Prozesses in der Literatur oft gleichbedeutend verwendet [s. 83, S. 322]. Es wird daher sowohl explizit
von der Beobachtung und Simulation des stochastischen Prozesses durch einen stochastischen Auto-
maten, oder einfach von der Simulation und Beobachtung stochastischer Automaten gesprochen. Im
den Folgenden Absätzen wird deutlich, wie die Begriffe der Simulation und Beobachtung interpretiert
werden und was darunter im Detail verstanden wird.

Simulation

Die Simulation stochastischer Automaten beschreibt die Berechnung der Zustands- und Ausgabe-
wahrscheinlichkeiten für gegebene Eingabewahrscheinlichkeiten

Pr(V (k) = v), v ∈ V . (3.43)

In der Praxis erfolgt diese Berechnung häufig unter der Randbedingung, dass die Eingaben v ∈ V
zu jeder Zeit k exakt bekannt und durch eine Folge V (0...T ) wie in (3.26) gegeben sind [86, S. 366].
Wahrscheinlichkeitstheoretisch bedeutet die exakte Kenntnis der Eingabe nichts anderes, als dass die
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Zufallsvariable V (k) fast sicher5 den Wert v(k) annimmt, womit für die Wahrscheinlichkeit dieser
Eingabe folgendes gilt:

Pr(V (k) = v(k)) = 1 . (3.44)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eingaben (3.43) hat damit nur für die durch die Eingabefol-
ge V (0...T ) zur Zeit k gegebene Eingabe v(k) ∈ V den Wert Eins und für alle anderen möglichen
Eingabewerte den Wert Null [87, S. 370–371]. Als Simulation bezeichnet man dann die Berechnung
der bedingten Zustandswahrscheinlichkeiten

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k)) , z̄ ∈ Z
und der bedingten Ausgabewahrscheinlichkeiten

Pr(W (k) = w | V (0...k)) , w ∈ W
für Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T [113, S. 21–22]. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zustände zur
Zeit k + 1 hängen dabei von der bis zur Zeit k durchlaufenen Eingabefolge V (0...k) ab. Gleiches gilt
für die Ausgabewahrscheinlichkeiten, die ebenfalls unter der Bedingung einer gegeben Eingabefol-
ge bestimmt werden. Für die Simulation des stochastischen Automaten oder Prozesses muss dabei
ausschließlich die Eingabefolge und die im stochastischen Automatenmodell (3.30) implizierte initia-
le Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung bekannt sein. Die folgende Abbildung veranschaulicht, wie
der stochastische Automat A als Modell zur Simulation des Eingabe- und Ausgabeverhalten eines
zugrundeliegenden stochastischen Prozesses interpretiert werden kann.

Stochastischer Prozess
Z(0...k)

V (0...k) W (0...k)

Stochastischer
Automat A

Simulator

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k)) , z̄ ∈ Z, k = 0, 1, . . . , T

Pr(W (k) = w | V (0...k)) , w ∈ W, k = 0, 1, . . . , T

Abbildung 3.4: Simulation eines stochastischen E/A Prozesses durch einen stochastischen Automa-
ten A

Die Simulation stochastischer Automaten wird in dieser Arbeit nicht beschrieben. Die obige Be-
schreibung dient daher vor allem der Differenzierung zur im Folgenden erläuterten Beobachtung
stochastischer Automaten, die die Grundlage zur Fehlerdetektion bildet.

Beobachtung

Unter der Beobachtung stochastischer Automaten versteht man die Bestimmung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten, unter der Bedingung gegebener Eingabewahrscheinlichkeiten (3.43) und Ausgabe-
wahrscheinlichkeiten

Pr(W (k) = w), w ∈ W . (3.45)

Die Berechnung der gesuchten Zustandswahrscheinlichkeiten erfolgt in der Regel nicht nur unter der
Randbedingung exakt bekannter Eingaben (3.44), sondern man setzt auch für die Ausgaben voraus,

5In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Ereignisse, die mit einer Wahrscheinlichkeit von Eins eintreten, als fast
sicher und Ereignisse, die eine Wahrscheinlichkeit von Null aufweisen, als fast unmöglich bezeichnet [115, S. 94].
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dass diese durch eine eindeutige Folge W (0...T ) wie in (3.27) gegeben sind. Aus der exakten Kenntnis
der Ausgabe zur Zeit k folgt dann wiederum, dass die Zufallsvariable W (k) fast sicher den Wert w(k)
annimmt, womit

Pr(W (k) = w(k)) = 1 (3.46)

gilt. Auch für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ausgaben (3.45) gilt damit, dass diese nur für die
aus der Folge W (0...T ) zur Zeit k gegebene Ausgabe w(k) den Wert Eins besitzt und für alle anderen
möglichen Ausgaben den Wert Null. Ziel der Beobachtung ist dabei die Berechnung der bedingten
Zustandswahrscheinlichkeiten

Pr(Z(k) = z | V (0...k), W (0...k)) , z ∈ Z (3.47)

und

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) , z̄ ∈ Z (3.48)

für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T [83, S. 333]. Im Gegensatz zur Simulation setzt die Beobachtung
stochastischer Automaten oder Prozesse nicht nur die Kenntnis der Eingabefolge und der initialen
Zustandswahrscheinlichkeiten voraus, sondern auch eine gegebene Ausgabefolge. Die Zustandswahr-
scheinlichkeiten zur Zeit k sind somit von der bis zu dieser Zeit durchlaufenen Ein- und Ausgabefolge
abhängig. Die folgende Abbildung veranschaulicht das Prinzip der Beobachtung eines stochastischen
Prozesses durch einen stochastischen Automaten A. Beim Vergleich von Abbildung 3.5 und der qua-
litativen Modellvorstellung in Abbildung 1.7 wird bereits deutlich, wie der stochastische Automat
zur Beobachtung realer Gebäudesysteme eingesetzt werden soll. An die Stelle des stochastischen Pro-
zesses in Abbildung 3.5 tritt später ein reales System, dessen Verhalten mithilfe des stochastischen
Automaten A bewertet werden soll.

Stochastischer Prozess
Z(0...k)

V (0...k) W (0...k)

Stochastischer
Automat A

Beobachter

Pr(Z(k) = z | V (0...k), W (0...k)) , z ∈ Z, k = 0, 1, . . . , T

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) , z̄ ∈ Z, k = 0, 1, . . . , T

Abbildung 3.5: Beobachtung eines stochastischen E/A Prozesses durch einen stochastischen Auto-
maten A

Die Beobachtung stochastischer Automaten stellt eine klassische Methode der Prozessüberwachung
dar, bei der der Zustand eines Prozesses anhand seines Ein- und Ausgabeverhaltens rekonstruiert wer-
den soll. Die Zustandsbeobachtung bildet dabei auch die Grundlage für die in dieser Arbeit adressier-
te technische Fehlererkennung, die im nächsten Kapitel eingeführt wird. Die in diesem und auch im
nächsten Kapitel vorausgesetzte Äquivalenz zwischen stochastischem Automaten und stochastischem
Prozess ist hierbei insbesondere für die formale und wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung der
Zustandsbeobachtung und Fehlerdetektion notwendig. Der Grund dafür ist, dass der stochastische
Automat A ein Markow-Modell ist und damit die Zustandswahrscheinlichkeiten (3.47) und (3.48) ei-
nes zugrundeliegenden Prozesses nur dann exakt bestimmen kann, wenn der zu beschreibende Prozess
ebenfalls die Markow-Eigenschaft besitzt. Das reale quantisierte System besitzt jedoch die Markow-
Eigenschaft im Allgemeinen nicht und der stochastische Automat als Modell wird nur eine Näherung

47



3 Stochastische Automaten und Prozesse

der Zustandswahrscheinlichkeiten liefern und darüber hinaus sogar unzutreffende Lösungen (engl.:
spurious solutions) generieren [11, S. 463, 468], [81, S. 279], [84, S. 33].

Wie die bei der Zustandsbeobachtung gesuchten Zustandswahrscheinlichkeiten allgemein und mithilfe
der Matrixrepräsentation des stochastischen Automaten berechnet werden können, wird im nächsten
Abschnitt erläutert. Das der Automat als Modell realer technischer Systeme, die in der Regel die
Markow-Eigenschaft nicht besitzen, verwendet werden kann und welche Einschränkungen in diesem
Fall gelten, wird in Kapitel 4 erläutert.

3.5 Beobachtung und Fehlererkennung
Die Zustandsbeobachtung stochastischer Automaten beschreibt die Berechnung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten eines stochastischen Prozesses, unter der Bedingung einer gegebenen Ein- und Aus-
gabefolge (E/A Folge). Allgemein spricht man dabei auch vom sogenannten aktuellen Zustandsbeob-
achtungsproblem, welches folgendermaßen formuliert ist [113, S. 124]:

Gegeben: Initialer stochastischer Automat A = (Z, V, W,L, p0)
Eingabefolge V (0...T )
Ausgabefolge W (0...T )

Gesucht: Zustandswahrscheinlichkeiten Pr(Z(k) = z|V (0...k), W (0...k)), z ∈ Z
für k = 0, 1, 2, . . . , T

Die Lösung des Zustandsbeobachtungsproblems erfolgt im Allgemeinen in zwei Schritten, die nach-
stehend erläutert werden.

3.5.1 Projektion und Prädiktion
Die gesuchten bedingten Zustandswahrscheinlichkeiten Pr(Z(k) = z|V (0...k), W (0...k)), z ∈ Z reprä-
sentieren die Wahrscheinlichkeit dafür, dass sich der Automat zur Zeit k im Zustand z befindet, unter
der Bedingung, dass er bis zum Zeitpunkt k die Eingabefolge V (0...k) und Ausgabefolge W (0...k)
durchlaufen hat. Der Gleichungen zur Lösung des Zustandsbeobachtungsproblems sind dabei wie
folgt definiert [12, S. 581], [87, S. 513]:

k ≥ 0 :

Pr(Z(k) = z|V (0...k), W (0...k)) (3.49)

=
∑N

z̄=1 L(z̄, w(k)|z, v(k)) · Pr(Z(k) = z|V (0...k − 1), W (0...k − 1))∑N
z=1

∑N
z̄=1 L(z̄, w(k)|z, v(k)) · Pr(Z(k) = z|V (0...k − 1), W (0...k − 1))

, z ∈ Z

k ≥ 0 :

Pr(Z(k + 1) = z̄|V (0...k), W (0...k)) (3.50)

=
∑N

z=1 L(z̄, w(k)|z, v(k)) · Pr(Z(k) = z|V (0...k − 1), W (0...k − 1))∑N
z=1

∑N
z̄=1 L(z̄, w(k)|z, v(k)) · Pr(Z(k) = z|V (0...k − 1), W (0...k − 1))

, z̄ ∈ Z

k = 0 :

Pr(Z(0) = z|v(−1), w(−1)) := (p0)z . (3.51)

Eine ausführliche Herleitung obiger Gleichungen und deren Beweis findet sich in [83, S. 328–334] als
auch in [113, S. 323–324].
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In den Gleichungen (3.49) und (3.50) ist L die Verhaltensrelation (3.35) und (p0)z sind die initialen
Zustandswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (3.9). Für gegebene Ein- und Ausgabefolgen V (0...T )
und W (0...T ) ermöglichen die Beobachtergleichungen (3.49) und (3.50) die Berechnung der gesuch-
ten Zustandswahrscheinlichkeiten für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T . Setzt man beispielsweise einen
Zeithorizont von T = 1 voraus, lässt sich diese Berechnung folgendermaßen beschreiben:
Zur Zeit k = 0 ist das E/A Paar (v(0), w(0)) gegeben und Gleichung (3.49) wird für diese E/A Kom-
bination mit den Wahrscheinlichkeiten (3.51) initialisiert, wodurch man die aktuellen Zustandswahr-
scheinlichkeiten Pr(Z(0) = z | v(0), w(0)), z ∈ Z erhält. Ebenso wird für k = 0 die Gleichung (3.51)
in (3.50) eingesetzt und mit dem E/A Paar (v(0), w(0)) ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten der
Folgezustände Pr(Z(1) = z̄ | v(0), w(0)), z̄ ∈ Z. Dieser Berechnungsschritt wird auch als Prädiktion
bezeichnet, da er für eine zur Zeit k gegebene E/A Kombination, eine Prognose der Zustandswahr-
scheinlichkeiten für die Zeit k+1 generiert [113, S. 130]. Für k = 1 und das E/A Paar (v(1), w(1)) setzt
man die zum Zeitpunkt k = 0 mit Gleichung (3.50) berechneten Wahrscheinlichkeiten der Zustände
wieder in Gleichung (3.49) ein und erhält mit Pr(Z(1) = z | V (0...1), W (0...1), z ∈ Z die aktuellen Zu-
standswahrscheinlichkeiten. Diese Berechnung bezeichnet man als Projektion, die als eine Korrektur
der zuvor prognostizierten Zustandswahrscheinlichkeiten interpretiert werden kann [11, S. 397]. Mit
Gleichung (3.50) erhält man für k = 1 und die E/A Kombination (v(1), w(1)) wiederum eine Prognose
der Zustandswahrscheinlichkeiten für die Zeit k = 2: Pr(Z(2) = z̄|V (0...1), W (0...1), z̄ ∈ Z.
Es sei darauf hingewiesen, dass es sich bei der Notation der in (3.49) und (3.50) auftretenden beding-
ten Wahrscheinlichkeiten Pr(Z(k) = z | V (0...k −1), W (0...k −1)) um eine verkürzte Schreibweise des
Bedingungsteils handelt. Die vollständige Notation ist formal gegeben durch:

Pr(Z(k) = z | V (0...k − 1), W (0...k − 1))

:= Pr
(

V (0)=v(0), V (1)=v(1), . . . , V (k − 1)=v(k − 1) ,
Z(k) = z

W (0)=w(0), W (1)=w(1), . . . , W (k − 1)=w(k − 1)

)
.

(3.52)

Gleiches gilt entsprechend für die Notation der anderen bedingten Wahrscheinlichkeiten in den Glei-
chungen (3.49) und (3.50). Weiterführende und ausführlichere Informationen zur Beobachtung stocha-
stischer Automaten können der folgenden Literatur entnommen werden: [11], [12], [83], [87], [113].

Inkonsistente Ein- und Ausgabefolgen

Eine E/A Folge (V (0...T ), W (0...T )) heißt inkonsistent mit dem Modell des stochastischen Automa-
ten, wenn der in den Beobachtergleichungen (3.49) und (3.50) auftretende Nenner für irgendein E/A
Paar (v(k), (w(k)) dieser Folge Null wird [87, S. 513–514]. Führen in den Beobachtergleichungen hin-
gegen alle E/A Paare (v(k), (w(k)) einer gegeben E/A Folge (V (0...T ), W (0...T )) auf einen Nenner
ungleich null, dann ist die E/A Folge konsistent mit dem Modell des stochastischen Automaten [87,
S. 513–514]. Die Zustandswahrscheinlichkeiten (3.49) und (3.50) können somit nur für konsistente
E/A Paare bestimmt werden, während für inkonsistente E/A Paare keine Zustände existieren, die
der Automat annehmen kann.
Die Konsistenzbewertung der E/A Folgen bildet die Grundlage für die in dieser Arbeit adressierte
Fehlerdetektion und wird in den folgenden Abschnitten weiter erläutert.6 Da die Beobachterglei-
chungen für die Projektion (3.49) und Prädiktion (3.50) den gleichen Nenner besitzen, ist es für die
konsistenzbasierte Fehlerkennung ausreichend, lediglich den Prädiktionsschritt zu betrachten. Das
Interesse gilt im Folgenden also weniger der Lösung des aktuellen Zustandsbeobachtungsproblems
durch die Projektion, sondern vielmehr der Bereitstellung eines effizienten Algorithmus für die Fehl-
erdetektion. Im nächsten Abschnitt wird dabei zunächst gezeigt, wie sich die Beobachtergleichung für

6Eine Behandlung der in diesem Zusammenhang adressierten Begriffe der Beobachtbarkeit und Diagnostizierbarkeit
stochastischer Automaten findet hier nicht statt. Siehe hierzu beispielsweise [11], [83], [84], [113].
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die Prädiktion (3.50) in einer kompakten Form, basierend auf der Matrixrepräsentation stochastischer
Automaten (s. Abschnitt 3.4.3), effizient realisieren lässt. Anschließend wird in Abschnitt 3.5.3 die
konsistenzbasierte Fehlerdetektion eingeführt.

3.5.2 Beobachtergleichung

Auf Basis der Verhaltensmatrix L ∈ RN ·Q×N ·M aus Gleichung (3.42) lässt sich nun die Beobach-
tergleichung für stochastische Automaten in Matrixrepräsentation formulieren. Sind die bedingten
Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) der Verhaltensrelation (3.35) nach Gleichung (3.41) in der Verhal-
tensmatrix (3.42) angeordnet, dann kann der Zähler der Beobachtergleichung für die Prädiktion (3.50)
in Form des Matrix-Vektor Produkts

L(w(k), v(k)) · pz(k) ∈ [0, 1]N (3.53)

angegeben werden. Darin repräsentiert

pz(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
pz(k, 1)
pz(k, 2)

...
pz(k, N)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k) = 1 | V (0...k − 1), W (0...k − 1))
Pr(Z(k) = 2 | V (0...k − 1), W (0...k − 1))

...
Pr(Z(k) = N | V (0...k − 1), W (0...k − 1))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (3.54)

den Vektor der diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustände zur Zeit k und

L(w(k), v(k)) (3.55)

=

⎛⎜⎜⎜⎝
l(1, w(k), 1, v(k)) l(1, w(k), 2, v(k)) . . . l(1, w(k), N, v(k))
l(2, w(k), 1, v(k)) l(2, w(k), 2, v(k)) . . . l(2, w(k), N, v(k))

...
... . . . ...

l(N, w(k), 1, v(k)) l(N, w(k), 2, v(k)) . . . l(N, w(k), N, v(k))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N×N ,

ist die Matrix (3.41), die für das zur Zeit k gegebene E/A Paar (w(k), v(k)) ausgewählt wurde. Es kann
somit in jedem Zeitschritt k und für alle möglichen Kombinationen von Automateneingaben v(k) und
-ausgaben w(k) eine Matrix L(w(k), v(k)) aus der Block-Verhaltensmatrix (3.42) selektiert werden,
deren Elemente die bedingten Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) für ebendiese E/A Kombination
repräsentieren. Da für die Verhaltensmatrix die Beziehungen (3.36) und (3.37) gelten, sind die einzel-
nen Blöcke L(w(k), v(k)) in der Regel sub-stochastisch, was bedeutet, dass ihre Spaltensumme kleiner
oder gleich Eins ist:

∀ z ∈ Z :
N∑

z̄=1
0 ≤ L(z̄, w(k), z, v(k)) ≤ 1 . (3.56)

Wie man anhand des Nenners der Gleichung (3.50) erkennen kann, weist dieser die gleiche Struktur
wie der Zähler auf, mit dem Unterschied, dass zusätzlich über alle Folgezustände z̄ ∈ Z summiert
wird. Der Nenner stellt somit eine Normierung der mit dem Zähler berechneten Zustandswahrschein-
lichkeiten dar. Diese Normierung muss dementsprechend auch für die Matrix-Vektor Darstellung der
Beobachtergleichung berücksichtigt werden. Anhand von Gleichung (3.56) wird die Notwendigkeit
dieses Schrittes deutlich, denn die Multiplikation einer substochastischen Matrix mit einem Wahr-
scheinlichkeitsvektor führt generell zu einem ebenfalls substochastischen Vektor. Das bedeutet, dass
die Komponenten des mit (3.53) berechneten Produktvektors für k → ∞ gegen null tendieren und
letztlich numerisch nicht mehr berechenbar sind. Für die Matrix-Vektor Notation des Nenners von
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Gleichung (3.50) bedeutet dies, dass alle Komponenten des aus dem Matrix-Vektor Produkt resul-
tierenden Ergebnisvektors aufsummiert werden müssen. Da hier mit den bedingten Wahrscheinlich-
keiten über ausschließlich nichtnegative Werte summiert wird, kann der Nenner der Beobachterglei-
chung (3.50) in Form der Summennorm7 notiert werden:

||L(w(k), v(k)) · pz(k)||1 ∈ [0, 1] . (3.57)

Mit den Gleichungen (3.53) und (3.57) lassen sich damit sowohl Zähler als auch Nenner der Beob-
achtergleichung (3.50) in eine kompakte Matrix-Vektor Notation überführen:

Definition 3.7 (Matrix-Beobachtergleichung): Sind die E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) eines sto-
chastischen Prozesses konsistent mit dem stochastischen Automaten A, dann können die diskreten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zustände mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
L(w(k), v(k)) · pz(k)

‖L(w(k), v(k)) · pz(k)‖1
∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0

(3.58)

für alle diskreten Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden.

Es ist also offensichtlich, dass wenn man den Zähler und Nenner der Beobachtergleichung (3.58) in
die elementweise Notation des Matrix-Vektor Produkts überführt, diese Gleichung exakt der Beob-
achtergleichung für die Prädiktion (3.50) entspricht. Die Beobachtergleichung (3.58) liefert mit dem
Vektor pz(k + 1) eine Prognose der Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung

pz(k + 1)=

⎛⎜⎜⎜⎝
pz(k+1, 1)
pz(k+1, 2)

...
pz(k+1, N)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k+1)=1 | V (0...k), W (0...k))
Pr(Z(k+1)=2 | V (0...k), W (0...k))

...
Pr(Z(k+1)=N | V (0...k), W (0...k))

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]N , (3.59)

für den Zeitpunkt k + 1. Der Vektor (3.59) stellt eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung dar,
denn er repräsentiert die Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k + 1, unter der Bedingung, dass
bis zum Zeitpunkt k die Eingabefolge V (0...k) und die Ausgabefolge W (0...k) durchlaufen wurde.
Initialisiert mit der Startverteilung p0 aus Gleichung (3.21), erhält man durch rekursive Anwendung
der Beobachtergleichung (3.58) die Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren für k = 0, 1, 2, . . . , T . Diese
lassen sich dann in einer Vektorfolge zusammenfassen:

Pz(0...T + 1|V (0...T ), W (0...T )) = (pz(0), pz(1), pz(2), . . . , pz(T + 1)) . (3.60)

3.5.3 Fehlererkennung

Die Fehlererkennung mit stochastischen Automaten wurde bereits in früheren Arbeiten wie beispiels-
weise in [11], [69], [74], [83], [113] beschrieben, wobei in dieser Literatur neben der Fehlererkennung
auch die Fehleridentifikation adressiert ist. Die Fehleridentifikation erfordert neben einem Nomi-
nalmodell des zu untersuchenden Prozesses auch Fehlermodelle, die das zu identifizierende anormale
Verhalten des Prozesses beschreiben. Auch wenn in dieser Arbeit die Fehlererkennung im Mittelpunkt
steht, soll darauf hingewiesen werden, dass die hier vorgestellten Algorithmen ebenso zur Fehleriden-
tifikation verwendet werden können – vorausgesetzt es existieren entsprechende Fehlermodelle des
zugrundeliegenden Prozesses. Die genaue Vorgehensweise zur Identifikation von Fehlern kann der
oben aufgeführten Literatur entnommen werden.

7Die Summennorm oder 1-Norm eines Vektors y ∈ RJ ist definiert als ‖y‖1 :=
∑J

j=1 |yj |.
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Konsistenzbewertung der Ein- und Ausgabefolgen

Wie bereits in Abschnitt 3.5.1 erwähnt wurde, basiert die Fehlererkennung auf der Bewertung der
E/A Folgen hinsichtlich ihrer Konsistenz mit dem stochastischen Automaten. Eine wichtige Rolle
hierbei spielen die Wahrscheinlichkeiten, mit denen der Automat eine E/A Folge durchlaufen kann.
Wie diese berechnet werden, wird anhand der Beobachtergleichung (3.58) beschrieben.
Wahrscheinlichkeit der Ein- und Ausgabefolgen: Neben den Verteilungen der Zustandswahr-
scheinlichkeiten (3.60), liefert die Beobachtergleichung (3.58) auch die Wahrscheinlichkeit einer ge-
gebenen E/A Folge, die mit

Pr(W (0...T ) | V (0...T ) . (3.61)

bezeichnet wird [11, S. 386]. Dabei handelt es sich um die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der
Automat die Ausgabefolge W (0...T ) erzeugt, wenn er die Eingabefolge V (0...T ) erhält. Die Berech-
nung dieser Wahrscheinlichkeit erfolgt anhand des Nenners der Beobachtergleichung (3.58), der für
die weitere Betrachtung wie folgt abgekürzt wird:

b(k) := ||L(w(k), v(k)) · pz(k)||1 ∈ [0, 1] . (3.62)

Die Beobachtergleichung (3.58) generiert damit für eine konsistente E/A Folge die Werte b(k) für
Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T , was zu einer Folge von Skalaren führt:

B(0...T | V (0...T ), W (0...T )) = (b(0), b(1), b(2), . . . , b(T )) . (3.63)

Diese Folge wird im Folgenden als Verhaltensfolge oder Verhaltenssignal bezeichnet. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit einer E/A Folge (3.61) ist dann gegeben durch

Pr(W (0...T ) | V (0...T ) =
T∏

k=0

b(k) . (3.64)

Die oben beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit Pr(W (0...T )|V (0...T )
ist eine direkte Schlussfolgerung aus den in [113, S. 20–22] beschriebenen Berechnungen. Siehe hierzu
auch [92, S. 418]. Die Wahrscheinlichkeit (3.64) bildet die Basis zur Beschreibung des sogenann-
ten Verhaltens des stochastischen Automaten.
Verhalten stochastischer Automaten: Auch wenn das Verhalten stochastischer Automaten prin-
zipiell zu den Grundlagen der Automatentheorie zählt, macht eine Einführung an dieser Stelle Sinn,
da sich dieser Begriff am einfachsten anhand der Wahrscheinlichkeit Pr(W (0...T )|V (0...T ) definieren
lässt.

Definition 3.8 (Verhalten stochastischer Automaten [86, S. 373–374]): Die Menge aller E/A Fol-
gen (V (0...T ), W (0...T )), die der stochastische Automat mit von Null verschiedener Wahrscheinlich-
keit durchlaufen kann, wird als Verhalten

BT = {(V (0...T ), W (0...T )) : Pr(W (0...T ) | V (0...T )) > 0} ⊆ VT +1 × WT +1 (3.65)

des stochastischen Automaten bezeichnet.

Ob eine E/A Folge konsistent mit dem stochastischen Automaten A ist und damit zum Verhalten BT

gehört, hängt damit allgemein von der Wahrscheinlichkeit (3.64) ab, die jedoch ihrerseits wieder-
um von der initialen Verteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten (3.21) des Automaten abhängt.
So kann es beispielsweise sein, dass der stochastische Automat für eine bestimmte Eingabefolge
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und initiale Zustandswahrscheinlichkeiten eine bestimmte Ausgabefolge mit einer Wahrscheinlich-
keit Pr(W (0...T )|V (0...T )) > 0 erzeugt, jedoch die gleiche E/A Folge mit einer anderen Startver-
teilung zu einer Wahrscheinlichkeit Pr(W (0...T )|V (0...T )) = 0 führt. Das Verhalten BT kann somit
entweder für eine bestimmte initiale Zustandsverteilung des stochastischen Automaten berechnet
werden oder aber für alle möglichen Startwahrscheinlichkeiten [86, S. 373–374]. Im folgenden gilt das
Interesse vor allem der Bewertung der E/A Folgen hinsichtlich ihrer Zugehörigkeit zur Menge BT .
Da sich diese Zugehörigkeit aus der Wahrscheinlichkeit Pr(W (0...T )|V (0...T )), beziehungsweise so-
gar direkt aus der Variablen b(k) in (3.62) ergibt, ist es nicht notwendig und komplexitätstechnisch
auch nicht wünschenswert, die Menge BT explizit zu berechnen. Vielmehr soll im folgenden geprüft
werden, ob der initiale stochastische Automat A, gegebene E/A Folgen mit von null verschiedener
Wahrscheinlichkeit durchlaufen kann. Diese Konsistenzprüfung der E/A Folgen wird im folgenden
Abschnitt erläutert. Weitere ausführliche Erläuterungen zum Verhalten stochastischer Automaten
finden sich insbesondere in [11], [69].
Konsistenzprüfung der Ein- und Ausgabefolgen: Davon ausgehend, dass der stochastische
Automat A das nominale Verhalten des stochastischen Prozesses vollständig beschreibt, kann die
Beobachtergleichung (3.58) für eine konsistenzbasierte Fehlererkennung verwendet werden. Diese Art
der Fehlererkennung basiert auf der Analyse der gegebenen E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) des
stochastischen E/A Prozesses hinsichtlich ihrer Konsistenz mit dem Modell des stochastischen Auto-
maten A [11, S. 387]. Entscheidend für diese Bewertung ist die Analyse des Nenners der Beobachter-
gleichung (3.58), der durch die Variable b(k) aus (3.62) beschrieben wird (vgl. Abschnitt 3.5.1). Die
Variable b(k), beziehungsweise die Folge B(0...T |V (0...T ), W (0...T )), bildet somit die Grundlage der
Konsistenzbewertung der E/A Folgen und damit auch die Basis für die Fehlererkennung.
Eine E/A Folge (V (0...T ), W (0...T )) mit den E/A Paaren (v(k), w(k)) ist konsistent mit dem sto-
chastischen Automaten A, wenn für die Elemente b(k) der Verhaltensfolge B folgendes gilt:

∀ k : b(k) > 0 . (3.66)

Aus der Beobachtergleichung (3.58) erhält man dann die Folge der Zustandswahrscheinlichkeitsver-
teilungen (3.60) sowie die Verhaltensfolge (3.63) und es gilt für die Wahrscheinlichkeit der E/A
Folge Pr(W (0...T ) | V (0...T ) > 0. Die E/A Folge gehört damit zum Verhalten BT des stochastischen
Automaten [11, S. 387]:

(V (0...T ), W (0...T )) ∈ BT . (3.67)

Eine E/A Folge (V (0...T ), W (0...T )) mit E/A Paaren (v(k), w(k)) ist inkonsistent mit dem stochas-
tischen Automaten A, wenn für die Elemente b(k) der Verhaltensfolge B folgendes gilt:

∃ k : b(k) = 0 . (3.68)

In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit der E/A Folge Null (Pr(W (0...T ) | V (0...T ) = 0) und diese
gehört nicht zum Verhalten BT des stochastischen Automaten:

(V (0...T ), W (0...T )) /∈ BT . (3.69)

Ein inkonsistentes E/A Paar, für das b(k) = 0 gilt, führt im Nenner der Beobachtergleichung (3.58)
zu einer Division durch null, weshalb die Berechnung an diesem Punkt abgebrochen werden muss.
In der Praxis können unterschiedliche Gründe dazu führen, dass eine gemessene E/A Folge inkonsi-
stent mit dem Modell des stochastischen Automaten ist. Die Ursachen reichen dabei von fehlerhaften
Messungen der Ein- und Ausgaben, über äußere Störgrößen die auf den Prozess einwirken, hin zu Feh-
lern innerhalb des Prozesses selbst. Im folgenden Kapitel wird gezeigt, wie stochastische Automaten
als qualitatives Modell realer Systeme verwendet werden können und wie sich die Fehlererkennung
mit deren Hilfe realisieren lässt.
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In diesem Kapitel werden die qualitativen Modelle eingeführt. Zunächst erfolgt in Ab-
schnitt 4.1 eine kurze Einleitung bezüglich der historischen Hintergründe der qualitati-
ven Modelle. Abschnitt 4.2 beschreibt die Grundlagen quantisierter Systeme, deren Ver-
halten anhand qualitativer Größen beschrieben wird. Außerdem wird erläutert, wie die
aus den Gebäudeautomationssystemen verfügbaren Zeitreihen durch Partitionierung ih-
rer Signalräume auf ihre qualitativen Werte abgebildet werden. Die formale Einführung
der qualitativen Modelle und mit welchen Methoden diese gebildet werden können, wird
in Abschnitt 4.3 gezeigt. Abschließend erfolgt im Abschnitt 4.4 die Einführung in die
qualitative Beobachtung und die Definition von Algorithmen zur qualitativen Fehlerer-
kennung.

4.1 Einleitung

Qualitative Modelle sind nichtdeterministische Modelle, die das Verhalten dynamischer Systeme an-
hand quantisierter Systemgrößen beschreiben und eine näherungsweise Repräsentation des System-
verhaltens bieten. Ziel der qualitativen Modellierung technischer Prozesse ist dabei eine zwar grobe,
aber möglichst vollständige Beschreibung der Systemdynamik. Die Grundlage eines qualitativen Mo-
dells bildet ein stochastischer Automat, mit dem das nichtdeterministische qualitative Verhalten des
zugrundeliegenden quantisierten Systems beschrieben wird. Die Entwicklung dieser Art von qualita-
tiven Modellen geht zurück in die 1990er Jahre und wurde maßgeblich geprägt durch die Arbeiten
von Lunze [76], [77], [78], [79], [80], [81]. Qualitative Modelle können dabei zur Lösung verschiedener
Problemstellungen, die von der Simulation und Beobachtung über die Fehlererkennung und Diagnose
bis hin zur Steuerung und Reglung technischer Systeme reichen, eingesetzt werden. In dieser Arbeit
steht die qualitative Beobachtung im Mittelpunkt, die die Grundlage zur technischen Fehlererkennung
bildet. Fundamentale Erkenntnisse auf diesem Gebiet wurden dabei insbesondere durch Lichtenberg
et al. [68], Lichtenberg [69], Lichtenberg und Lunze [71], Lichtenberg und Steele [74], Lunze und
Schröder [83], Lunze [84], Neidig [95] und Schröder [113] erzielt.

4.2 Quantisierung der Messgrößen

4.2.1 Quantisiertes System

Ein quantisiertes System ist ein dynamisches System in diskreter Zeit, dessen Eingänge, Ausgänge
und Zustände nicht durch quantitative Größen beschrieben werden, sondern durch die quantisierten
Werte der Systemgrößen. Die Abbildung 4.1 greift dabei die Vorstellung des schon in der Einleitung
eingeführten Begriffs des quantisierten System auf.
Betrachtet man den in der Mitte von Abbildung 4.1 dargestellten zeitdiskreten Prozess über einen
beliebigen Zeithorizont T , dann durchläuft dieser für eine gegebene quantitative Eingangsfolge

U(0...T ) = (u(0), u(1), u(2), . . . , u(T )) , (4.1)
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Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[y(k)][u(k)]
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x(k)

Quantisiertes System

Quantisierter
Eingangsvektor

Quantisierter
Ausgangsvektor

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Abbildung 4.1: Quantisiertes System aus Sicht eines Beobachters, nach [113, S. 170]

eine quantitative Zustandsfolge

X(0...T ) = (x(0), x(1), x(2), . . . , x(T )) (4.2)

und generiert eine quantitative Ausgangsfolge

Y (0...T ) = (y(0), y(1), y(2), . . . , y(T )) . (4.3)

Diese Folgen stellen klassische Zeitreihen dar, die wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, zu Vektoren
zusammengefasst sind. Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass diese quantitativen Folgen durch Mes-
sungen aus den Gebäudeautomationssystemen verfügbar sind und entsprechend zur qualitativen Mo-
dellbildung genutzt werden können. Da das qualitative Modell, beziehungsweise der diesem zugrun-
deliegende stochastische Automat, nur diskrete Größen verarbeiten kann, müssen die Folgen (4.1),
(4.2) und (4.3) zunächst quantisiert werden. Das Interesse gilt im Folgenden somit den quantisierten
Eingangsfolgen

[U(0...T )] = ([u(0)], [u(1)], [u(2)], . . . , [u(T )]) , (4.4)

Zustandsfolgen

[X(0...T )] = ([x(0)], [x(1)], [x(2)], . . . , [x(T )]) (4.5)

und Ausgangsfolgen

[Y (0...T )] = ([y(0)], [y(1)], [y(2)], . . . , [y(T )]) . (4.6)

Ein quantisiertes System wird somit ausschließlich durch die wert- und zeitdiskreten quantisierten
Größen beschrieben und repräsentiert damit das qualitative Verhalten des zugrundeliegenden Pro-
zesses [69, S. 4], welches durch ein qualitatives Modell beschrieben werden kann. Während die quan-
titativen Zustands- und Ausgangsfolgen X(0...T ) und Y (0...T ) des zeit- und wertkontinuierlichen
Prozesses in Abbildung 4.1 für einen bestimmten initialen Zustand und eine gegebene Eingangs-
folge U(0...T ) eindeutig bestimmt sind, kann das quantisierte System für eine Folge quantisierter
Eingangswerte [U(0...T )] und einen quantisierten Startzustand im Allgemeinen verschiedene quanti-
sierte Zustandsfolgen [X(0...T )] und Ausgangsfolgen [Y (0...T )] durchlaufen [69, S. 11]. Das qualita-
tive Verhalten des quantisierten Systems ist damit nichtdeterministisch [11, S. 458], [69, S. 11], [113,
S. 40–41]. Zum Verhaltensbegriff des quantisierten Systems siehe auch Abschnitt 4.3.2. Bevor nun
ein qualitatives Modell definiert werden kann, muss zuvor jedoch noch eine grundlegende Festlegung
bezüglich der Quantisierung getroffen werden.
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Das Prinzip der Quantisierung eines zeitdiskreten und wertkontinuierlichen Signals basiert auf der
Partitionierung seines Wertebereichs und wurde bereits rechts in Abbildung 1.1 für ein einzelnes
Signal dargestellt. Da die meisten realen Prozesse jedoch Mehrgrößensysteme sind und beispiels-
weise der Ausgangsvektor y(k) ∈ Rq eine Anzahl von q Ausgangssignalen repräsentiert, muss eine
Vorschrift definiert werden, die es erlaubt, alle reellen Signalwerte des Vektors auf einen einzelnen
quantisierten Wert [y(k)] abzubilden. Die Quantisierung der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsvek-
toren erfolgt dabei durch eine Partitionierung des Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsraumes und
wird im nächsten Abschnitt erläutert.

Anmerkung 4.1 (Quantisierte Zustandsfolge): Zur qualitativen Zustandsfolge sei angemerkt, dass
diese wieder eine Kurznotation der expliziten Schreibweise

[X(0...T )] = ([x(0)] = z(0), [x(1)] = z(1), [x(2)] = z(2), . . . , [x(T )] = z(T ))

darstellt, wobei gleiches für die qualitativen Eingangs- und Ausgangsfolgen gilt.

4.2.2 Allgemeine Quantisierung

Die Beschreibung der Signalquantisierung erfolgt beispielhaft anhand des quantitativen Zustands-
vektors x ∈ Rn und gilt ebenso für die reellwertigen Eingänge u ∈ Rm und Ausgänge y ∈ Rq.

Als allgemeine Signalquantisierung wird in dieser Arbeit eine Methode bezeichnet, die einen reell-
wertigen Zustandsvektor x ∈ Rn durch Partitionierung des mehrdimensionalen Zustandsraumes Rn

auf einen ganzzahligen quantisierten Wert [x] abbildet. Die Zustandsquantisierung kann dabei als
eine Funktion

Ex : Rn → X (4.7)

interpretiert werden, die den quantitativen n-dimensionalen Zustandsraum Rn auf den sogenannten
qualitativen Zustandsraum X := {1, 2, . . . , N} abbildet [72, S. 189], [70, S. 150]. Dies kann vereinfacht
wie folgt interpretiert werden:

x =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1
x2
...

xn

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Rn Allgemeine−−−−−−−−−→
Quantisierung

[x] ∈ X . (4.8)

Die Funktion (4.7) lässt dabei offen, nach welchem Schema der quantitative Zustandsvektor x ∈ Rn

auf den quantisierten Wert [x] ∈ X abgebildet wird. Diese Festlegung erfolgt durch die Vorgabe einer
Partitionierung, die den mehrdimensionalen Zustandsraum Rn in eine endliche Anzahl beschränkter
und disjunkter Mengen Ex(z), z ∈ X unterteilt, für die folgendes gilt [82, S. 397]:⋃

z ∈ X
Ex(z) = Rn , (4.9)

∀ i, j ∈ X : Ex(i) ∩ Ex(j) = ∅ für i �= j . (4.10)

Gleichung (4.9) sagt dabei, dass die Vereinigung aller Mengen Ex(z), z ∈ X , der Menge des quantita-
tiven Zustandsraums Rn entspricht. Gleichung (4.10) drückt die Forderung nach der Disjunktheit der
Mengen untereinander aus. Das bedeutet, dass beispielsweise die Schnittmenge Ex(1) ∩ Ex(2) durch
die leere Menge ∅ gegeben ist, da die beiden Mengen keine gemeinsamen Elemente haben dürfen.
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Die Mengen Ex(z), z ∈ X werden auch als Partitionierungen des Zustandsraums bezeichnet. Mit der
Festlegung dieser Partitionierungen ist die Quantisierung des Zustands durch die Beziehung

[x] = z ⇐⇒ x ∈ Ex(z) (4.11)

gegeben [82, S. 397]. Das bedeutet: Liegt der quantitative Zustandsvektor x ∈ Rn in der Partiti-
on Ex(z), dann besitzt der quantisierte Zustand [x] den qualitativen Wert z ∈ X [80, S. 1439]. Der
Wert z wird dabei als qualitativer Zustand bezeichnet [69], [79], [80].

Am einfachsten lässt sich die Quantisierung anhand von Abbildung 4.2 nachvollziehen, was im fol-
genden Beispiel 4.1 erläutert ist.
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Abbildung 4.2: Allgemeine Quantisierung eines Zustandssignals x(k) ∈ R2, nach [113, S. 39]

Beispiel 4.1 (Allgemeine Quantisierung): Gegeben ist ein Prozess mit dem quantitativem Zustands-
raum R2 und den beiden reellwertigen Zuständen x1, x2, die durch den Zustandsvektor x ∈ R2

repräsentiert werden. Der quantitative Zustandsraum R2 soll nun auf den qualitativen Zustands-
raum X = {1, 2, . . . , 12} mit N = 12 qualitativen Zuständen z ∈ X abgebildet werden. Im oberen
Teil der Abbildung 4.2 sind die wertkontinuierlichen Signalwerte x1(k) und x2(k) des Zustandsvek-
tors x(k) ∈ R2 für acht Zeitschritte dargestellt. Der untere linke Teil der Abbildung zeigt eine mögliche
rechtwinklige Partitionierung des Zustandsraums in 12 Bereiche, die entsprechend für z = 1, 2, . . . , 12
durch die Mengen Ex(z) definiert sind. Betrachtet man nun beispielsweise den zur Zeit k = 7 gegebe-
nen Zustandsvektor x ∈ R2 mit den Signalwerten x1(7) = 65 ◦C und x2(7) = 20 ◦C, dann kann an-
hand der Partitionierung einfach nachvollzogen werden, dass für diesen Zustandsvektor x(7) ∈ Ex(10)
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gilt. Der Zustandsvektor x(7) besitzt damit den qualitativen Wert [x(7)] = 10 (s. Gleichung (4.11)).
Die Interpretation von Gleichung (4.8) ist dann durch

x(7) =
(

x1(7)
x2(7)

)
=

(
65
20

)
∈ R2 Allgemeine−−−−−−−−−→

Quantisierung
[x(7)] = 10 ∈ X

gegeben. Aus der Betrachtung aller in der Abbildung dargestellten Zeitschritte erhält man die quan-
tisierte Zustandsfolge

[X(0...7)] = (6, 3, 12, 6, 5, 8, 6, 10) .

Analog zur oben beschriebenen Quantisierung des Zustands x ∈ Rn, werden die quantitativen Ein-
gänge u ∈ Rm und Ausgänge u ∈ Rq durch die Partitionierung des quantitativen Eingangs- und
Ausgangsraumes quantisiert. Dazu definiert man einen qualitativen Eingangsraum U :={1, 2, . . . , M}
und einen qualitativen Ausgangsraum Y :={1, 2, . . . , Q}, sodass für den quantisierten Eingangsvek-
tor [u] ∈ U und für den Ausgangsvektors [y] ∈ Y gilt. Die Partitionierungsmengen der Ein- und
Ausgänge werden dann durch Eu(v), v ∈ U und Ey(w), w ∈ Y definiert, wodurch analog zu (4.11) die
folgenden Beziehungen gelten [69, S. 9]:

[u] = v ⇐⇒ u ∈ Eu(v) , (4.12)
[y] = w ⇐⇒ y ∈ Ey(w) . (4.13)

Die Werte v und w bezeichnet man entsprechend als qualitativen Eingang und qualitativen Aus-
gang [69, S. 9]. Ein sehr anschauliches und intuitives Beispiel zur Quantisierung findet sich in den
Anwendungsbeispielen in Abschnitt 5.2.2.

Erfolgt die Partitionierung in ausschließlich rechtwinklige Partitionierungen wie in Abbildung 4.2,
dann kann die allgemeine Quantisierung auch als das komponentenweise Quantisieren der einzelnen
Zustandsgrößen interpretiert werden [72, S. 189]. Dies ist bei der Partitionierung des Zustandsraumes
in Abbildung 4.2 durch die in der Farbe grau eingezeichneten einzelnen qualitativen Werte [x1]
und [x2] angedeutet. Ein solcher zweidimensionaler Zustandsraum kann demnach einfach durch das
getrennte Festlegen der Partitionierungen der Zustände x1 und x2 aufgespannt werden. Generell
ist diese einfache Interpretation der Partitionierung eines mehrdimensionalen Zustandsraums jedoch
nur möglich, solange dieser ausschließlich rechtwinklig partitioniert werden soll. Prinzipiell kann der
Zustandsraum jedoch in beliebig komplex geformte Gebilde partitioniert werden, was beispielsweise
für sogenannte kanonische Partitionierungen in [69, S. 87–94] beschrieben ist. In dieser Arbeit werden
jedoch ausschließlich rechtwinklige Partitionierungen verwendet.

Ein wichtiger Aspekt bei der Quantisierung auf Basis der komponentenweisen Diskretisierung der
Wertebereiche der einzelnen Zustandssignale, ist die Festlegung der Nummerierung der Mengen Ex(z).
Dass beispielsweise in Abbildung 4.2 den qualitativen Zustandswerten [x1] = 3 und [x2] = 2 der qua-
litative Wert [x] = 10 zugeordnet ist, liegt an der Wahl eines Enumerationsschemas, mit dem die
Partitionierungen Ex(z) des zweidimensionalen Zustandsraumes R2 nummeriert wurden. Vor dem
Hintergrund, dass der Zustandsvektor x ∈ Rn im Allgemeinen mehr als nur zwei Signale repräsen-
tiert und damit der Zustandsraum Rn nicht mehr virtualisierbar ist, muss für größere Systeme eine
Regel aufgestellt werden, die den komponentenweise quantisierten Signalen [xi], i ∈ {1, 2, . . . , n},
einen einzelnen qualitativen Zustandswert [x] im Zustandsraum Rn zuordnet. Ein solches Enumera-
tionsschema ist in Abschnitt 10.2.1 beschrieben. Wie die Grenzen der Partitionierungen in der Praxis
festgelegt werden können, wird in Abschnitt 5.2.2, S. 77 erläutert.
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4.3 Qualitatives Modell des quantisierten Systems

4.3.1 Modellbeschreibung

Die Grundlage des qualitativen Modells bildet der initiale stochastische Automat (3.30), dessen Ein-
gabemenge V, Ausgabemenge W und Zustandsmenge Z durch die Mengen qualitativer Eingänge,
Ausgänge und Zustände definiert werden:

V = U , W = Y, Z = X . (4.14)

Damit ist das qualitative Modell wie folgt definiert:

Definition 4.1 (Qualitatives Modell [69, S. 47]): Der initiale stochastische Automat

Ã =
(X , U , Y, L̃, p̃0

)
(4.15)

mit der Verhaltensrelation

L̃(z̄, w | z, v) = Pr
(

[x(k + 1)] = z̄ [x(k)] = z
[y(k)] = w [u(k)] = v

)
, (4.16)

wird als qualitatives Modell des quantisierten Systems bezeichnet.

Die Verhaltensrelation L̃ des qualitativen Modells Ã beschreibt demnach die bedingte Wahrschein-
lichkeit dafür, dass wenn sich das quantisierte System im qualitativen Zustand z befindet und den
qualitativen Eingang v erhält, es den qualitativen Ausgang w erzeugt und in den qualitativen Fol-
gezustand z̄ übergeht. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃ sollen dabei auch beim qualitativen
Modell durch eine entsprechende Verhaltensmatrix repräsentiert werden, die wie folgt definiert ist.

Definition 4.2 (Verhaltensmatrix des qualitativen Modells): Die Matrix

L̃ =

⎛⎜⎜⎜⎝
L̃(1, 1) L̃(1, 2) · · · L̃(1, M)
L(2, 1) L̃(2, 2) · · · L̃(2, M)

...
... . . . ...

L̃(R, 1) L̃(R, 2) · · · L̃(R, M)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N ·R×N ·M (4.17)

mit den Blöcken

L̃(w, v) =

⎛⎜⎜⎜⎝
L̃(1, w | 1, v) L̃(1, w | 2, v) · · · L̃(1, w | N, v)
L̃(2, w | 1, v) L̃(2, w | 2, v) · · · L̃(2, w | N, v)

...
... . . . ...

L̃(N, w | 1, v) L̃(N, w | 2, v) · · · L̃(N, w | N, v)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N×N (4.18)

heißt Verhaltensmatrix des qualitativen Modells.

Der außerdem in (4.15) auftretende initiale Vektor der Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung zur
Zeit k = 0 ist nun durch die Gleichverteilung

p̃0 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([x(0)] = 1)
Pr([x(0)] = 2)

...
Pr([x(0)] = N)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1/N

1/N

...
1/N

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (4.19)
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gegeben und repräsentiert damit eine Schätzung der initialen qualitativen Zustandswahrscheinlich-
keiten Pr([x(0)] = z) für alle z ∈ X . Gleichung (4.19) liegt somit die Annahme zugrunde, dass alle
qualitativen Zustände zum Zeitpunk k = 0 gleich wahrscheinlich sind. Ist der qualitative Startzustand
jedoch bekannt, kann dieser auch entsprechend berücksichtigt werden (vgl. Beispiel 3.3).

Während der stochastische Automat A in (3.30) ein exaktes Modell eines stochastischen Prozes-
ses repräsentiert, stellt der stochastische Automat Ã in (4.15) nur ein approximiertes Modell des
quantisierten Systems dar. Der Grund hierfür ist, dass das quantisierte System im Allgemeinen die
Markow-Eigenschaft nicht besitzt [11, S. 463], [80]. Da bei quantisierten Systemen die Wahrschein-
lichkeiten eines qualitativen Zustandsübergangs nicht nur vom aktuellen qualitativen Eingang und
vom aktuellen qualitativen Zustand abhängen (vgl. Gleichung (3.28)), können die auf der Markow-
Eigenschaft basierenden Übergangswahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation L̃ das Verhalten eines
realen Systems nur näherungsweise repräsentieren. Das qualitative Modell kann jedoch entsprechend
erweitert werden, indem man anstelle eines Markow-Modells erster Ordnung, ein Modell höherer Ord-
nung verwendet. Das bedeutet, das qualitative Modell kann durch die Berücksichtigung vergangener
Zustände und Eingänge entsprechend optimiert werden [69, S. 84–86]. In dieser Arbeit führt aller-
dings noch ein weiterer Aspekt dazu, dass das qualitative Modell Ã nur ein approximiertes Modell
des zugrundeliegenden Prozesses ist. Die Ursache dafür liegt in der Art und Weise wie die Verhaltens-
relation L̃ ermittelt wird und hängt entsprechend mit der Modellbildung zusammen, die nachfolgend
beschrieben wird.

4.3.2 Modellbildung

Qualitative Modelle können durch unterschiedliche Vorgehensweisen generiert werden. Bevor diese im
Folgenden beschrieben werden, muss jedoch auf ein wichtiges Kriterium eingegangen werden, welches
als Vollständigkeit des qualitativen Modells bezeichnet wird.

Vollständigkeit des qualitativen Models

Das qualitative Modell soll idealerweise das qualitative Verhalten des quantisierten Systems vollstän-
dig beschreiben. Zum qualitativen Verhalten des quantisierten Systems gehören alle quantisierten
E/A Folgen ([U(0...T )], [Y (0...T )], die das quantisierte System mit dem zugrundeliegenden zeitdis-
kreten und wertkontinuierlichen Prozess für einen beliebigen Zeithorizont T durchlaufen kann [95,
S. 145]:

BT
q = {[U(0...T )], [Y (0...T )]} ⊆ UT +1 × YT +1 . (4.20)

Ein qualitatives Modell mit dem Verhalten BT
m wird nun als vollständig bezeichnet, wenn es für alle

Zeiten T , das qualitative Verhalten des quantisieren Systems BT
q einschließt [69, S. 18]:

BT
m ⊇ BT

q . (4.21)

Anders formuliert bedeutet dies, dass das qualitative Modell vollständig ist, wenn dessen Verhal-
ten BT

m alle E/A Folgen umfasst, die dem quantisierten System möglich sind. Dabei stellt das Ver-
halten des Modells BT

m im Allgemeinen eine echte Obermenge des qualitativen Verhaltens BT
q des

quantisierten Systems dar, was dazu führt, dass E/A Folgen existieren die zwar zum Modellverhal-
ten gehören, aber nicht zum Verhalten des quantisierten Systems [11, S. 468]. Solche E/A Folgen
werden als unzutreffende Lösungen (engl. spurious solutions) bezeichnet, die ein charakteristisches
Merkmal qualitativer Modelle darstellen und deren Ursprung auf die Tatsache zurückzuführen ist,
dass das qualitative Modell ein Markow-Modell ist, mit dem jedoch das nicht markowsche Verhalten
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eines zugrundeliegenden quantisierten Systems beschrieben wird [11, S. 463, 468], [81, S. 279], [84,
S. 33]. Sehr anschauliche Beispiele bezüglich der unzutreffenden Lösungen finden sich in [69, S. 38–39]
sowie in [11, S. 465–477], wobei letztere Quelle auch gut illustrierte Darstellungen und ausführliche
Beschreibungen zur Vollständigkeit qualitativer Modelle bietet.

Methoden der Modellbildung

Abstraktion: Qualitative Modelle können aus quantitativen Modellen, wie dem Zustandsraummo-
dell (2.3)–(2.5), durch Abstraktion generiert werden [71, S. 895]. Die Abstraktion des qualitativen
Modells erfolgt dabei durch Verfahren, die in der Literatur als Zellabbildungsmethode [69, S. 50–
53] oder Point-Mapping [113, S. 97–98] bekannt sind. Diese Methode kann im Allgemeinen nicht
garantieren, dass das qualitative Modell ein vollständiges Modell des quantisierten Systems ist. Ei-
ne Methode, die dies sicherstellt, ist unter dem Namen Hyperbox-Mapping bekannt und ebenfalls
in [113, S. 98–102] beschrieben. Beide Methoden haben gemeinsam, dass zur Berechnung des qua-
litativen Modells quantitative White-Box oder zumindest Grey-Box Simulationsmodelle vorhanden
sein müssen. Die Abstraktion qualitativer Modelle spielt in dieser Arbeit keine Rolle, weshalb auf
eine eingehende Beschreibung verzichtet wird. Detaillierte Ausführungen hierzu finden sich in den
angegeben Quellen.
Qualitative Identifikation linearer Systeme: Diese Methode zur Erzeugung qualitativer Modelle
ist, wie der Name bereits sagt, nur für lineare Systeme geeignet. Außerdem liefert die Methode als
Modell keinen stochastischen Automaten, sondern lediglich einen nichtdeterministischen Automaten,
der allerdings ein vollständiges qualitatives Modell repräsentiert. Im Unterschied zur Abstraktion
basiert diese Methode auf der Verwendung realer Messdaten des quantisierten Systems und benötigt
demnach kein quantitatives Simulationsmodell. Da in dieser Arbeit ausschließlich reale Systeme un-
tersucht werden, die im Allgemeinen kein lineares Verhalten zeigen, ist diese Methode eher weniger
geeignet, um ein qualitatives Modell zu erzeugen. Eine Beschreibung des Verfahren findet sich in [67],
[68] und [69, S. 55–60].
Stochastische qualitative Identifikation: Die stochastische qualitative Identifikation ermöglicht
die qualitative Modellbildung auf Basis realer Messdaten und ist sowohl für lineare als auch nichtli-
neare Systeme geeignet. Das Verfahren bildet in dieser Arbeit die Grundlage der qualitativen Modell-
generierung. Die folgende Beschreibung der Methode der stochastischen qualitativen Identifikation
ist der Arbeit [69, S. 53–55] entnommen:
Als Erstes können die Elemente der quantisierten Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsfolgen (4.4)–
(4.6) für k = 0, 1, 2, . . . , T − 1 zu 4-Tupeln

[Θ(k)] = ([x(k + 1)], [y(k)], [x(k)], [u(k)]) (4.22)

zusammen gefasst werden. Anschließend kann aus der jeweiligen Anzahl gleicher Tupel, die absolute
Häufigkeit

H(z̄, w, z, v) = Anzahl aller Tupel mit [Θ(k)] = (z̄, w, z, v) , (4.23)

für alle Kombinationen von z̄, w, z, v berechnet werden. Aus dieser absoluten Häufigkeit H(z̄, w, z, v)
und der Anzahl aller Experimente oder Messungen T , lässt sich die relative Häufigkeit

ĥ(z̄, w, z, v) =
H(z̄, w, z, v)

T
(4.24)

bestimmen, die eine Schätzung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit

ĥ(z̄, w, z, v) ≈ Pr
(

[x(k + 1)] = z̄ , [x(k)] = z ,
[y(k)] = w , [u(k)] = v

)
(4.25)
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darstellt. Aus der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit ĥ(z̄, w, z, v) kann eine Näherung der Randvertei-
lung

ĥ(z, v) =
N∑

z̄=1

Q∑
w=1

ĥ(z̄, w, z, v) (4.26)

bestimmt werden, woraus dann eine Approximation der bedingten Wahrscheinlichkeit

L̃(z̄, w | z, v) =

{
ĥ(z̄,w,z,v)

ĥ(z,v)
wenn ĥ(z, v) �= 0

0 sonst
(4.27)

berechnet werden kann (s. a. Beispiel 4.2).
Die Bestimmung der approximierten Verhaltensrelation L̃ basiert letztlich auf dem Gesetz der großen
Zahl [60, S. 69], nach dem sich mit steigender Anzahl von Experimenten T , die relativen Häufigkei-
ten ĥ(z̄, w, z, v) der tatsächlichen Wahrscheinlichkeit Pr([x(k + 1)]= z̄, [y(k)]=w|[x(k)]=z, [u(k)]=v)
des Ereignisses annähern. Die Erstellung eines qualitativen Modells mithilfe der Gleichungen (4.22)–
(4.27) wird auch als Trainieren des qualitativen Modells bezeichnet. Dabei ist offensichtlich, dass
das erzeugte qualitative Modell stets nur die Verhaltensformen wiedergeben kann, die auch anhand
der zugrundeliegenden Messdaten (4.4)–(4.6) identifiziert wurden. Da in der Praxis nicht davon aus-
gegangen werden kann, dass die Messdaten tatsächlich alle dem quantisierten System möglichen
Verhaltensformen umfassen, wird das qualitative Modell Ã mit der Verhaltensrelation L̃ in der Regel
unvollständig sein, womit

BT
m � BT

q (4.28)

gilt. Dabei ist zu Unterscheiden, ob das qualitative Modell nicht alle dem quantisierten System
möglichen Verhaltensformen wiedergeben kann oder ob es auch strukturell unvollständig ist. Die
strukturelle Unvollständigkeit bedeutet, dass die Bedingungen (3.36) und (3.37) für die Verhaltens-
relation L̃ nicht erfüllt sind. Das unvollständige qualitative Modelle zur Fehlererkennung eingesetzt
werden können, wurde bereits in [91], [92], [93] gezeigt und wird auch anhand der Anwendungsbei-
spiele in Kapitel 5 deutlich.

Beispiel 4.2 (Stochastische qualitative Identifikation): Für ein System mit n = 2 physikalischen
Zuständen und N = 12 qualitativen Zuständen, ist die quantisierte Zustandsfolge

[X(0...9)] = (6, 3, 12, 6, 5, 8, 4, 10, 6, 5) (4.29)

aus Abbildung 4.2 gegeben. Die Folge wurde hier noch um zwei zusätzliche Werte erweitert, sodass
diese für den Zeithorizont T = 9 gegeben ist. Außerdem besitzt das System m = 1 Eingangssigna-
le und q = 1 Ausgangssignale, wobei die Anzahl qualitativer Eingänge M = 2 und die der Ausgän-
ge Q = 2 beträgt. Die quantisierten Ein- und Ausgangsfolgen seien dabei durch

[U(0...9)] = (1, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1) , (4.30)
[Y (0...9)] = (1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1) (4.31)

gegeben. Die Folgen qualitativer Ein-, Ausgänge und Zustände können nun in einer Tabelle angeord-
net werden, wobei jede Zeile ein Tupel [Θ(k)] nach Gleichung (4.22) repräsentiert. Wie die Tabelle 4.1
zeigt, erhält man den qualitativen Wert des Folgezustandes [x(k + 1)] = z̄ entsprechend durch das
Verschieben des Zustandes um einen Zeitschritt, weshalb die Länge der Tabelle T − 1 beträgt. Die
absoluten Häufigkeiten der Tupel [Θ(k)] sind nun leicht abzählbar. Wie die Tabelle zeigt, besitzen
alle Tupel eine absolute Häufigkeit von Eins, bis auf das Tupel [Θ] = (5, 1, 6, 1), welches zu den
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Tabelle 4.1: Qualitative Tupel [Θ(k)]
k [x(k + 1)] = z̄ [y(k)] = w [x(k)] = z [u(k)] = v

0 3 1 6 1
1 12 1 3 2
2 6 1 12 2
3 5 1 6 1
4 8 1 5 1
5 4 2 8 1
6 10 2 4 2
7 6 2 10 1
8 5 1 6 1

Zeiten k = 3 und k = 8 auftritt und dessen absolute Häufigkeit durch H(5, 1, 6, 1) = 2 gegeben ist
(vgl. Gleichung (4.23)). Für dieses Tupel wird nun exemplarisch die gesuchte bedingte Wahrschein-
lichkeit L̃(5, 1, 6, 1) bestimmt: Für die relative Häufigkeit erhält man zunächst nach Gleichung (4.24)
den Wert ĥ(5, 1, 6, 1) = 2/9, während alle anderen Tupel eine relative Häufigkeit von 1/9 besitzen.
Damit kann aus (4.26) die Randverteilung ĥ(6, 1) = ĥ(3, 1, 6, 1) + ĥ(5, 1, 6, 1) = 1/9 + 2/9 = 1/3

bestimmt werden. Zuletzt erhält man dann aus (4.27) eine Approximation der bedingten Wahrschein-
lichkeit L̃(5, 1, 6, 1) = ĥ((5,1,6,1))/ĥ(6,1) = (2/9)/(1/3) = 2/3. Analog verfährt man für alle anderen Tupel
in der Tabelle.

Eine bei dieser Vorgehensweise für die qualitative Modellierung hilfreiche Eigenschaft ist, dass die
Werte der Folgezustände in der Tabelle 4.1 auch um mehr als nur einen Wert verschoben werden
können. Diese Verschiebung wird in dieser Arbeit als Beobachterzeitschrittdauer Tb des qualitati-
ven Modells bezeichnet. Eine Verschiebung des Folgezustandes um zwei Zeitschritte in Tabelle 4.1,
führt dann beispielsweise dazu, dass in der ersten Zeile das Tupel [Θ] = (12, 1, 6, 1) und in der zwei-
ten Zeile das Tupel [Θ] = (6, 1, 3, 2) steht. Die dann berechneten Wahrscheinlichkeiten unterscheiden
sich entsprechend und führen zu einer »qualitativeren« Repräsentation der Verhaltensrelation L̃. An-
schauliche Beispiele hierzu und zum Begriff der Beobachterzeitschrittdauer finden sich in Kapitel 5.

4.4 Qualitative Beobachtung und Fehlererkennung

In diesem Abschnitt wird erläutert, wie die Fehlererkennung in quantisierten Systemen anhand der
qualitativen Beobachtung realisiert werden kann. Dazu wird zunächst eine einfache qualitative Be-
obachtergleichung, basierend auf Definition 3.7 eingeführt Außerdem werden für die Anwendung
wichtige Eigenschaften des Verhaltenssignals erläutert sowie ein Algorithmus zur qualitativen Feh-
lererkennung definiert.

4.4.1 Modellierungsziel

Ziel der qualitativen Modellierung des quantisierten Systems durch den stochastischen Automaten Ã,
ist die sogenannte qualitative Beobachtung, die entsprechend auf der Beobachtung stochastischer Au-
tomaten beruht. Allgemein formuliert versteht man unter der qualitativen Beobachtung die Bestim-
mung der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten des quantisierten Systems, unter der Bedingung,
dass die Wahrscheinlichkeiten des qualitativen Eingangs

Pr([u(k)] = v), v ∈ U (4.32)
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und des qualitativen Ausgangs

Pr([y(k)] = w), w ∈ Y (4.33)

gegeben sind. Die Berechnung der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten erfolgt jedoch im All-
gemeinen unter der Annahme, dass die qualitativen Ein- und Ausgangswerte zu jeder Zeit k ex-
akt bekannt sind, was bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit mit der die quantisierte Eingangsgrö-
ße [u(k)] den qualitativen Wert v(k) ∈ U und die quantisierte Ausgangsgröße [y(k)] den qualitativen
Wert w(k) ∈ Y annimmt, durch

Pr([u(k)] = v(k)) = 1 (4.34)

und

Pr([y(k)] = w(k)) = 1 (4.35)

gegeben ist (vgl. Abschnitt 3.4.4). Die Zustandswahrscheinlichkeiten werden somit in der Regel für
sicher bekannte quantisierte Eingangsfolgen [U(0...T )] und Ausgangsfolgen [Y (0...T )] bestimmt. Ge-
sucht ist damit die bedingte Wahrscheinlichkeit

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]) , z̄ ∈ X . (4.36)

Abbildung 4.3 visualisiert das Konzept der qualitativen Zustandsbeobachtung. Dabei wird davon
ausgegangen, dass der qualitative Wert [u(k)] = v des Eingangsvektors u(k) und der qualitative
Wert [y(k)] = w des Ausgangsvektors y(k) als Eingangsgrößen für das qualitative Modell Ã ver-
fügbar sind. Der qualitative Beobachter generiert dann, solange es für die qualitativen Ein- und
Ausgangswerte einen qualitativen Folgezustand [x(k + 1)] = z̄ durchlaufen kann, die Zustandswahr-
scheinlichkeiten (4.36) für k = 0, 1, 2, . . . , T . Im folgenden Abschnitt wird erläutert wie die gesuchten

Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[y(k)][u(k)]

[x(k)]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Quantisierter
Eingangsvektor

Quantisierter
Ausgangsvektor

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]) , z̄ ∈ X , k = 0, 1, . . . , T

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Qualitatives Modell Ã
Qualitativer Beobachter

Abbildung 4.3: Qualitative Beobachtung, nach [113, S. 170]

Zustandswahrscheinlichkeiten durch eine einfache Beobachtergleichung berechnet werden können.

4.4.2 Qualitative Beobachtergleichung

Die Definition der Beobachtergleichung für die Matrixrepräsentation qualitativer Modelle, erfolgt
analog zu Definition 3.7.
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Definition 4.3 (Qualitative Matrix-Beobachtergleichung): Sind die quantisierten Eingangs- und
Ausgangsfolgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) des quantisierten Systems konsistent mit dem qualitativen
Modell Ã, dann kann eine Approximation der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der qualitativen Zu-
stände mit

k ≥ 0 : p̃z(k + 1) =
L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)∣∣∣∣L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : p̃z(0) = p̃0

(4.37)

für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden. Der qualitative Eingang v(k) und Ausgang w(k)
sind dabei in jedem Zeitschritt k durch die quantisierte Eingangsgröße [u(k)] = v(k) und Ausgangs-
größe [y(k)] = w(k) gegeben.

Der Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Zustände zur Zeit k + 1 ist durch

p̃z(k + 1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([x(k + 1)] = 1 | [U(0...k)], [Y (0...k)])
Pr([x(k + 1)] = 2 | [U(0...k)], [Y (0...k)])

...
Pr([x(k + 1)] = N | [U(0...k)], [Y (0...k)])

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (4.38)

gegeben und repräsentiert eine Schätzung der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]) , z̄ ∈ X , (4.39)

die wiederum eine Kurznotation der expliziten Schreibweise

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)])

= Pr
(

[u(0)]=v(0), [u(1)]=v(1), . . . , [u(k)]=v(k) ,[x(k + 1)] = z̄ [y(0)]=w(0), [y(1)]=w(1), . . . , [y(k)]=w(k)

) (4.40)

darstellen (vgl. Gleichung (3.59)). Gleichung (4.40) repräsentiert dabei die bedingte Wahrscheinlich-
keit dafür, dass sich das quantisierte System zum Zeitpunkt k + 1 im qualitativen Zustand z̄ ∈ X
befindet, wenn es bis zur Zeit k die quantisierten E/A Folgen ([U(0...k)], [Y (0...k)]) durchlaufen
hat. Aufgrund der bereits beschriebenen approximativen Eigenschaften des qualitativen Modells, be-
schreibt der Vektor p̃z(k + 1) jedoch lediglich eine Näherung dieser Wahrscheinlichkeit [11, S. 482].
Der Vektor p̃z(k) in (4.37) repräsentiert analog zu Gleichung (3.54) die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der qualitativen Zustände Pr([x(k)] = z | [U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)]), z ∈ X zum Zeitpunkt k.
Wendet man die qualitative Beobachtergleichung (4.37) auf bis zu einem Zeithorizont T gegebene
quantisierte E/A Folgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) an, erhält man eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
vektoren

P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) = (p̃z(0), p̃z(1), p̃z(2), . . . , p̃z(T + 1)) , (4.41)

welche die approximierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der qualitativen Zustände bis zum Zeit-
horizont T + 1 beschreibt. Außerdem wird der Nenner der qualitativen Beobachtergleichung (4.37)
erneut mit

b̃(k) :=
∣∣∣∣L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1 ∈ [0, 1] (4.42)

abgekürzt, womit man wie in Gleichung (3.63), das für die Fehlererkennung wichtige Verhaltenssi-
gnal

B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]) = (b̃(0), b̃(1), b̃(2), . . . , b̃(T )) (4.43)

des qualitativen Modells bilden kann.
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Konsistenzprüfung der quantisierten Ein- und Ausgangsfolgen

Die Bewertung, ob die quantisierten E/A Folgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) konsistent mit dem qualita-
tiven Modell Ã sind, erfolgt analog zur Beschreibung in Abschnitt 3.5.3.
Eine qualitative E/A Folge ([U(0...T )], [Y (0...T )]) mit den E/A Paaren ([u(k)], [y(k)]) ist konsistent
mit dem qualitativen Modell Ã, wenn für die Elemente b̃(k) der Verhaltensfolge B̃ folgendes gilt:

∀ k : b̃(k) > 0 . (4.44)

Die qualitative E/A Folge gehört damit zum Verhalten BT
m des qualitativen Modells Ã und es gilt ent-

sprechend (([U(0...T )], [Y (0...T )]) ∈ BT
m. Folglich ist eine qualitative E/A Folge ([U(0...T )], [Y (0...T )])

inkonsistent mit dem qualitativen Modell Ã, wenn

∃ k : b̃(k) = 0 (4.45)

und damit ([U(0...T )], [Y (0...T )]) /∈ BT
m gilt.

4.4.3 Qualitative Fehlererkennung
Unter der Voraussetzung, dass das qualitative Modell das Nominalverhalten des zugrundeliegenden
quantisierten Systems beschreibt, können Inkonsistenzen in den quantisierten Eingangs- und Aus-
gangsfolgen als Fehler oder Anomalie interpretiert werden. Das Signal B̃ bildet damit die Basis für
die Fehlerkennung in technischen Systemen, wobei jedoch im Gegensatz zu den theoretischen Be-
trachtungen in Abschnitt 3.5.3, weitere Anforderungen an den Algorithmus zur Fehlererkennung als
auch an die Interpretierbarkeit des Verhaltenssignals gestellt werden:

1. Erkennung transienter Fehler: Im Allgemeinen treten an technischen Anlagen nicht nur
Fehler auf, die zu einem vollständigen Ausfall der Anlage führen, sondern auch solche, die
beispielsweise wiederkehrend zu irgendwelchen Zeiten auftreten und deren Dauer womöglich
zeitlich begrenzt ist. Der Beobachteralgorithmus soll dementsprechend in der Lage sein, sol-
che transienten Fehler zu detektieren. Das bedeutet, dass die Beobachtergleichung (4.37) bei
einem inkonsistenten E/A Paar nicht gestoppt werden darf, sondern dieser Fall entsprechend
im Algorithmus berücksichtigt werden muss. Eine einfache Lösung hierfür ist, im Falle eines
inkonsistenten E/A Paares b̃(k) = 0 die Beobachtergleichungen solange mit der initialen Gleich-
verteilung der Zustände (4.19) neu zu starten, bis wieder b̃(k) > 0 gilt. Die wird im Algorithmus
zur Fehlererkennung im Abschnitt 4.4.4 entsprechend berücksichtigt.

2. Einstellbare Sensitivität: In der Regel sollte es vermieden werden, bereits einzelne oder ei-
nige wenige inkonsistente E/A Paare direkt als Fehler zu klassifizieren und diese dem Betreiber
oder Nutzer der entsprechenden technischen Anlage zu melden. Der Algorithmus zur Fehler-
erkennung soll dementsprechend in seiner Sensitivität justierbar sein, damit in Abhängigkeit
des zugrundeliegenden Prozess, den Abtastzeiten und den Nutzerbedürfnissen, eingestellt wer-
den kann, nach wie vielen inkonsistenten E/A Paaren tatsächlich eine Fehlermeldung generiert
oder visualisiert werden soll. Diese Anforderung lässt sich durch die Einführung eines einfachen
ungewichteten gleitenden Mittelwertes

b̃m(k) =
1
φ

min(k,φ−1)∑
j=0

b̃(k − j) ∈ [0, 1] (4.46)

realisieren. Darin ist φ die Fensterbreite, also die einstellbare Anzahl zurückliegender Zeit-
schritte aus denen der aktuelle Mittelwert b̃m(k) gebildet wird. Aus (4.46) kann dann für Zei-
ten k = 0, 1, 2 . . . , T die Folge

B̃m(0...T ) = (b̃m(0), b̃m(1), b̃m(2), . . . , b̃m(T )) (4.47)

gebildet werden.
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3. Gute Interpretierbarkeit des Verhaltenssignals: Da es sich bei dem Signal B̃m um ein
stochastisches Signal handelt, schwanken dessen Werte aufgrund von mehr oder weniger wahr-
scheinlichen E/A Paaren zwischen Null und Eins. Zur Verbesserung der Interpretierbarkeit wird
ein einfacher Schwellwert τ ∈ [0, 1) eingeführt, der die Signalwerte b̃m(k) für k = 0, 1, 2, . . . , T
mit

b̃b(k) =
{

1 wenn b̃m(k) > τ ,
0 sonst ,

(4.48)

auf die booleschen Werte b̃b(k) ∈ {0, 1} abbildet. Dabei bedeutet b̃b(k) = 0, dass ein Fehler oder
ein nicht nominaler Betriebszustand vorliegt und b̃b(k) = 1, dass sich das zugrundeliegende
System im Nominalbetrieb befindet. Im Folgenden gilt solange nicht anders erwähnt τ = 0,
da nur tatsächlich inkonsistente E/A Paare auch als Fehler klassifiziert werden sollen. Dem
Schwellwert τ kommt in dieser Arbeit noch eine weitere Bedeutung zu, die in Abschnitt 9.1.3
erläutert wird. Wendet man Gleichung (4.48) nun für k = 0, 1, 2, . . . , T auf die Signalwerte b̃m(k)
an, erhält man die boolesche Folge

B̃b(0...T ) = (b̃b(0), b̃b(1), b̃b(2), . . . , b̃b(T )) . (4.49)

Unter Einbeziehung dieser Erweiterungen kann abschließend ein qualitativer Beobachteralgorithmus
zur Fehlererkennung definiert werden.

4.4.4 Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung

Algorithmus 4.1: Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung (Matrixrepräsentation)
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (4.15) mit Verhaltensmatrix L̃, Gl. (4.17)

Quantisierte Eingangsfolge [U(0...T )] mit Elementen [u(k)] = v(k), Gl. (4.4)
Quantisierte Ausgangsfolge [Y (0...T )] mit Elementen [y(k)] = w(k), Gl. (4.6)

Initialisiere: k = 0 , p̃z(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k) Gl. (4.37)
3 berechne

∣∣∣∣L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)
∣∣∣∣

1 =: b̃(k) , Gl. (4.37)
4 berechne b̃m(k) , Gl. (4.46) und b̃b(k) , Gl. (4.48)
5 wenn b̃(k) = 0 dann
6 setze p̃z(k + 1) = p̃0

7 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
8 sonst
9 berechne p̃z(k + 1) , Gl. (4.37)
10 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: Folge P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) , Gl. (4.41)
Folge B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]) , Gl. (4.43)
Folge B̃m(0...T ) , Gl. (4.47)
Folge B̃b(0...T ) , Gl. (4.49)

Der Beobachteralgorithmus 4.1 läuft wie folgt ab: Die Initialisierung erfolgt zur Zeit k = 0 mit der
Startverteilung p̃z(0) := p̃0. Wenn nun die Eingangsbedingung in Schritt 1 erfüllt ist, wird in Schritt 2
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zunächst der Zähler der Beobachtergleichung (4.37) berechnet. In Schritt 3 erfolgt die Bestimmung
von b̃(k) auf Basis des Nenners der Beobachtergleichung. Im vierten Schritt wird der gleitende Mit-
telwert b̃m(k) sowie der boolesche Wert b̃b(k) bestimmt. Anschließend folgt in Schritt 5 die Prüfung,
ob das E/A Paar (v(k), w(k)) inkonsistent ist. Trifft dies zu, wird dem Zustandsvektor p̃z(k + 1) für
diesen Zeitschritt k die initiale Startverteilung p̃0 zugewiesen (s. a. Anmerkung 4.2). Anschließend
wird der Zeitindex mit k := k + 1 um einen Wert verschoben und die Prozedur startet wieder in
Schritt 1. Durch die Schritte 6 und 7 wird damit sichergestellt, dass ein inkonsistentes E/A Paar in
der Beobachtergleichung (4.37) nicht zu einer Division durch Null und damit zum Abbruch des Algo-
rithmus führt. Gilt in Schritt 5 hingegen b(k) > 0, dann ist das E/A Paar konsistent mit dem Modell
und die Berechnung des Vektors pz(k + 1) erfolgt in Schritt 9 mit der Beobachtergleichung (4.37).
Anschließend wird der Zeitindex mit k := k + 1 um einen Wert verschoben und die Prozedur startet
wieder in Schritt 1. Die Ausführung dieser Schleife erfolgt solange bis k = T gilt und alle E/A Paare
prozessiert wurden. Als Ergebnis des Beobachteralgorithmus erhält man die Folge der Zustandsvek-
toren P̃z sowie die Verhaltenssignale B̃, B̃m und B̃b.
Es sei auch hier angemerkt, dass der Beobachteralgorithmus nicht nur auf bereits gegebene E/A
Folgen angewandt werden kann, sondern auch auf Messdaten die für k = 0, 1, 2, . . . kontinuierlich
auflaufen. Dazu ersetzt man den Ausdruck in Schritt 1 einfach mit »messe [u(k)] und [y(k)]« wobei
wieder [u(k)] = v(k) und [y(k)] = w(k) gilt.

Anmerkung 4.2 (Speicherung der Vektorfolgen P̃z): Im Falle eines inkonsistenten E/A Paares
wird durch die notwendige Reinitialisierung des Algorithmus in Schritt 6 dem Vektor p̃z(k + 1) die
Gleichverteilung p̃0 zugewiesen. Entsprechend tritt diese Gleichverteilung auch an der betreffenden
Stelle in der Vektorfolge P̃z auf, was formal betrachtet nicht korrekt ist, da für ein inkonsisten-
tes E/A Paar auch keine Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten existieren. Dieser Umstand kann
für b̃(k) = 0 nach Schritt 5 berücksichtigt werden, indem man mit

p̃z(k + 1) = 0 ∈ RN ,

den Nullvektor 0 ∈ RN anstelle der Gleichverteilung p̃0 in der Vektorfolge P̃z speichert. Wohlge-
merkt ändert sich hierbei nichts an der Reinitialisierung des Algorithmus, die wie vorgesehen mit der
Gleichverteilung in Schritt 6 erfolgt. Allgemein kann dieser zusätzliche Schritt als optional angesehen
werden und macht nur Sinn, wenn man an den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Folge P̃z inter-
essiert ist und diese, wie auch in dieser Arbeit realisiert, visualisieren möchte. Soll hingegen lediglich
das Verhaltenssignal B hinsichtlich konsistenter E/A Paare analysiert werden, ist es nicht notwendig
diesen Zwischenschritt einzuführen.
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5
Anwendung qualitativer Modelle in der
Gebäudeautomation

Die Einleitung in Abschnitt 5.1 fasst grundlegende Überlegungen und beachtenswerte In-
formationen für die qualitative Modellbildung zusammen. Abschnitt 5.2 zeigt den Weg
zum qualitativen Modell, beginnend mit der Auswahl der Messdaten und deren Quanti-
sierung über die stochastische qualitative Identifikation hin zur Beobachtung und Fehler-
erkennung. In Abschnitt 5.3 wird die qualitative Fehlererkennung anhand eines Erhitzers
einer RLT-Anlage beschrieben. Ein qualitatives Modell zur Fehlererkennung in Heizkrei-
sen und thermischen Speichern ist in den Abschnitten 5.4 und 5.5 erläutert. Das Kapitel
schließt mit einem Zwischenfazit in Abschnitt 5.6.

5.1 Einleitung

Die Vorgehensweise bei der Erstellung qualitativer Modelle zur Fehlererkennung in gebäudetechni-
schen Anlagen lässt sich in vier Schritten beschreiben:

1. Auswahl des Systems und der Trainingsdaten, die als Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen
des qualitativen Modells dienen sollen.

2. Festlegung der Partitionierungen der Signalräume der Systemgrößen für die Quantisierung.
3. Modellbildung mithilfe der Methode der stochastischen qualitativen Identifikation und Erstel-

lung der Verhaltensmatrix des stochastischen Automaten.
4. Anwendung des Beobachteralgorithmus zur Fehlererkennung.

Insbesondere der erste Punkt stellt häufig eine Herausforderung dar, da nicht immer einfach entschie-
den werden kann, ob die verfügbaren Messdaten einer Anlage den Nominalbetrieb beschreiben. Die
Messdaten müssen also zuvor mithilfe von Expertenwissen gesichtet werden, damit sichergestellt ist,
dass diese nicht bereits fehlerhafte Betriebszustände enthalten. Wie bei allen Black-Box Modellen
führt das Trainieren von Fehlern dazu, dass diese später in der Anwendung vom Modell nicht mehr
als solche erkannt werden können. Wie die Erfahrung zeigt, sind Gebäudebetreiber und Facility-
Manager oftmals sehr gut über den Betriebszustand ihrer Anlagen informiert und wissen, ob diese
innerhalb ihrer Standardparameter arbeiten. Es empfiehlt sich daher, dieses Wissen bei der Auswahl
der Trainingsdaten entsprechend zu nutzen.
Bei Punkt zwei, der Festlegung der Partitionierungen, gilt es Folgendes zu beachten: In desto mehr
qualitative Werte man die Messwerte der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrößen quantisiert, de-
sto präziser wird das qualitative Modell und desto größer wird sein Speicherbedarf. Dabei ist es
grundsätzlich nicht zielführend, allzu exakte qualitative Modelle zu generieren, da dies dem quali-
tativen Modellierungsprinzip widerspricht. Temperaturen oder Volumenströme auf zehn oder mehr
qualitative Intervalle abzubilden, sollte daher die Ausnahme darstellen. Die praktische Erfahrung
zeigt, dass bei solchen gebäudetypischen Größen meist eine Anzahl von drei bis sechs qualitativen
Werten pro Systemgröße als solider Mittelweg zwischen Modellpräzision und Speicherbedarf ange-
sehen werden kann. Es gilt außerdem zu beachten, dass in natürlicher Form vorliegende diskrete
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Größen wie Schaltsignale (An/Aus), bereits durch zwei qualitative Werte {0, 1} gegeben sind. Diese
müssen also nicht quantisiert werden.
Punkt drei betrifft die Modellbildung. Diese läuft für alle beliebigen Anzahlen von Eingangs-, Zustands-
und Ausgangsgrößen identisch ab. Die Betrachtung unterschiedlich komplexer Systeme, mit mehr oder
weniger Systemgrößen, hat dabei ebenso wenig Einfluss auf die Prozedur der Modellbildung, wie die
Anzahl deren qualitativer Werte. Das gleiche gilt auch für den Beobachteralgorithmus und damit
den vierten Punkt in obiger Auszählung. Diese Eigenschaften stellen einen erheblichen Vorteil gegen-
über einer klassischen White-Box Modellbildung dar, bei der mit jeder zusätzlich zu beschreibenden
Systemgröße auch neue Gleichungssysteme aufgestellt werden müssen.
Im Folgenden wird anhand eines einführenden Beispiels die gesamte Prozedur der Modellbildung und
Anwendung beschrieben. Aufgrund der bereits in Tabelle 1.1 aufgezeigten Problematik des großen
Speicherbedarfs der Modelle, kann dies nur für ein sehr kleines Beispiel mit wenigen Systemgrößen
realisiert werden. Mit Messdaten einer gebäudetechnischen Anlage lässt sich ein derart einfaches Bei-
spiel, an dem alle Schritte der oben aufgeführten Punkte sinnvoll beschreibbar sind, kaum realisieren.
Messdaten weisen insbesondere in der Gebäudetechnik oftmals viele Datenlücken auf und sind äußeren
Einflüssen unterworfen, die zu Rauschen in den Daten führen. Dies stellt grundsätzlich kein Problem
dar, allerdings bewegen sich sinnvolle qualitative Modelle gebäudetechnischer Systeme bereits in einer
Größenordnung für die sich die grundlegenden Berechnungsschritte nicht mehr exemplarisch zeigen
lassen. Aus diesem Grund werden im Folgenden die Daten eines Modelica

R© Simulationsmodells
eines Erhitzers einer RLT-Anlage verwendet, um die notwendigen Schritte zur qualitativen Modell-
bildung zu erläutern. Es sei an dieser Stelle ausdrücklich erwähnt, dass sich durch die Verwendung
von Simulationsdaten anstelle von Messdaten nichts an der Vorgehensweise bei der Modellbildung än-
dert. Im Anschluss an dieses einführende Beispiel werden qualitative Modelle realer Gebäudesysteme
vorgestellt und die Ergebnisse erläutert.

5.2 Der Weg zum qualitativen Modell
Die für dieses Beispiel verwendeten Daten wurden mithilfe eines Modelica

R© Simulationsmodells
erzeugt, welches im Rahmen einer Masterarbeit [110] am Fraunhofer ISE entstand und deren Ziel
die Modellierung von RLT-Anlagen für das EU-Projekt CASCADE [21] war. Dabei wurden sowohl
die Anlagenkomponenten typischer RLT-Anlagen sowie mögliche Fehler simuliert, wozu die vom
Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR) entwickelte Modelica

R©
Fault Triggering

Library [121] verwendet wurde. Die Existenz einer Modellbibliothek, die eigens dafür entwickelt
wurde, das Verhalten technischer Prozesse unter Einwirkung von Fehlern zu beschreiben, zeigt den
Stellenwert der Fehlererkennung und Diagnose. Zwar ist die Relevanz von Fehlersimulationen in si-
cherheitsrelevanten Bereichen wie der Luft- und Raumfahrttechnik höher einzuschätzen als in der
Gebäudeautomation, jedoch führt auch hier die zunehmende Digitalisierung und Systemkomplexität
zu ähnlichen Problemstellungen. Umso komplexer die Gebäudesysteme werden, desto schwieriger wird
es auch, deren Verhalten unter Einwirkung von Fehlern zu verstehen. Dabei bieten Fehlersimulatio-
nen auch die Möglichkeit, ein einheitliches Testumfeld für den Vergleich unterschiedlicher Methoden
zur Fehlererkennung zu schaffen. Methodenvergleiche anhand simulierter Fehler sind Gegenstand
aktueller Forschung im Bereich der Fehlererkennung in der Gebäudeautomation und werden am
Fraunhofer ISE untersucht, wobei Ergebnisse diesbezüglich noch ausstehen. Während die Simulation
von Nominal- und Fehlerbetrieb im folgenden Beispiel trivial erscheint, kann dies bei komplexeren
Systemen eine durchaus sinnvolle Maßnahme sein.

5.2.1 Systembeschreibung und Trainingsdaten
Abbildung 5.1 zeigt eine Prinzipdarstellung des Modelica

R© Modells des Erhitzers einer RLT-Anlage.
Die Luft tritt mit der Temperatur TLE

und dem Volumenstrom V̇L in den Erhitzer ein und verlässt
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diesen mit der Temperatur TLA
und gleichem Volumenstrom. Erhitzt wird die Luft durch Heißwasser,

welches mit der Temperatur TWE
und dem Volumenstrom V̇W in den Erhitzer eintritt und diesen mit

der Temperatur TWA
verlässt. Außerdem verfügt der Erhitzer über ein Dreiwegeventil, welches den

Wasservolumenstrom regelt und dessen Stellsignal VS ∈ [0, 1] reelle Werte zwischen Null und Eins
annehmen kann sowie über eine Pumpe mit dem Signal SV ∈ {0, 1}, die entweder An oder Aus sein
kann. Zusätzlich wird vom Modelica

R© Modell die Außentemperatur TA berücksichtigt.

Erhitzer u = SV (%)

x2 = TLA
(◦C)

x1 = TWA
(◦C)

y = TLA
(◦C)

TLA
, V̇LTLE

, V̇L

TWA
, V̇WTWE

, V̇W

SVSP ,

TA

Abbildung 5.1: Erhitzer einer RLT-Anlage mit typischen Systemgrößen. Die zur qualitativen Modell-
bildung berücksichtigten Größen sind in Schwarz dargestellt.

Ziel ist es nun, ein qualitatives Modell des Erhitzers in Abbildung 5.1 zu erstellen. Als Eingangsgrößen
kommen die Wasser- und Lufteintrittstemperatur sowie deren Volumenströme, die Ventilstellung und
das Pumpensignal in Frage. Als Ausgangsgrößen bieten sich die Wasser- und Luftaustrittstemperatur
an. Bezüglich der Zustandsgröße(n) des Systems soll die übliche Annahme gelten, dass diese wie bei
realen Systemen nicht messbar sind. Wie bereits in der Einleitung erwähnt, werden die Zustandsgrö-
ßen jedoch zur qualitativen Modellbildung benötigt, da diese die Dynamik des Systems repräsentieren
und darüber entscheiden, wie die Ein- auf die Ausgangsgrößen abgebildet werden. Eine übliche Vorge-
hensweise in einem solchen Fall ist es, eine oder mehrere der messbaren Ausgangsgrößen des Systems,
auch als Zustandsgröße(n) zu betrachten [66, S. 4].

Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen des qualitativen Modells

Da es bezüglich der Komplexität des qualitativen Modells und dessen Erläuterung nicht möglich ist,
alle theoretisch möglichen Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen des Erhitzers zu berücksichti-
gen, werden nur die in Abbildung 5.1 in der Farbe Schwarz dargestellten Größen zur qualitativen
Modellbildung verwendet. Dies spiegelt insofern auch die Realität wieder, als dass in der Praxis nur
selten alle theoretisch wünschenswerten Systemgrößen auch als Messdaten verfügbar sind. Für das
qualitative Modell wird damit festgelegt, dass die Eingangsgröße durch die Ventilstellung gegeben
ist:

u = SV .

Alternativ könnte man auch eine der anderen möglichen Eingangsgrößen verwenden. Als Zustands-
größen des qualitativen Modells werden die in Frage kommenden Ausgangsgrößen, also die Luft- und
Wasseraustrittstemperatur gewählt:

x1 = TWA
,

x2 = TLA
.

Grundsätzlich könnte man nun diese beiden Größen auch als Ausgangsgrößen des qualitativen Modells
festlegen. Um die Komplexität des Modells niedrig zu halten, wird hier jedoch nur die Luftaustritt-
stemperatur als Ausgangsgröße berücksichtigt, sodass

y = TLA
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ist. Damit sind die Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen des qualitativen Modells vereinbart und
es kann ein entsprechender Zeitbereich als Trainingsdatensatz für das qualitative Modell festgelegt
werden.

Trainingsdaten des qualitativen Modells

In Abbildung 5.2 sind die Signale der ausgewählten Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen des
Erhitzers für einen Zeitraum von zwei Monaten dargestellt. Die Signale der Eingangsgröße VS , der
Zustandsgrößen TWA

und TLA
und der Ausgangsgröße TLA

wurden dabei mit einer für die Gebäude-
technik üblichen Abtastzeit von 900 s (15-Minutendaten) erzeugt. Es handelt sich also um klassische
Zeitreihendaten. Dieser Zeitbereich von zwei Monaten stellt den Nominalbetrieb des Erhitzers dar
und dient im Folgenden als Trainingsdatensatz für das qualitative Modell.
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Abbildung 5.2: Eingangs-, Zustands und Ausgangssignale des Erhitzers. Abtastzeit Ta = 900s (15-
Minutendaten).

Da hier nur eine Eingangsgröße u = VS berücksichtigt wird, sind deren Signalwerte u(k) für alle
Zeitschritte k = 0, 1, 2, . . . , T in einer skalaren Eingangsfolge

U(0...T ) = (u(0), u(1), u(2), . . . , u(T )) (5.1)

gegeben. Gleiches gilt für die Ausgangsgröße y = TLA
, deren Werte y(k) durch die skalare Ausgangs-

folge

Y (0...T ) = (y(0), y(1), y(2), . . . , y(T )) (5.2)

repräsentiert werden. Aufgrund der Tatsache, dass das qualitative Modell über zwei Zustandsgrö-
ßen x1 = TWA

und x2 = TLA
verfügt, bilden deren Signalwerte x1(k) und x2(k) eine vektorielle

Zustandsfolge

X(0...T ) = (x(0), x(1), x(2), . . . , x(T ))

=
(

x1(0)
x2(0)

)
,

(
x1(1)
x2(1)

)
,

(
x1(2)
x2(2)

)
, . . . ,

(
x1(T )
x2(T )

)
,

(5.3)

welche die beiden Zustandsgrößen zusammenfasst. Die reellwertigen Folgen der Eingangsgröße (5.1),
der Ausgangsgröße (5.2) und der Zustände (5.3) besitzen eine Länge von T = 4675 Werten (s. Abbil-
dung 5.2). Im nächsten Schritt erfolgt nun die Partitionierung und Quantisierung dieser Signale.
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5.2.2 Partitionierung der Signalräume und Quantisierung

Die Quantisierung des Eingangs u(k) ∈ [0, 1], der Zustände x(k) ∈ R2 und des Ausgangs y(k) ∈ R
erfolgt nun durch die Partitionierung der Signalräume, mit der die Wertebereiche der Signale dis-
kretisiert werden. Für die in Abbildung 5.2 dargestellten Signale der Eingangs-, Zustands- und Aus-
gangsgrößen wurden dabei die in Tabelle 5.1 dargestellten Partitionierungen gewählt. Diese sollen
zunächst als gegeben angenommen werden, um das Prinzip der Quantisierung anschaulich zu erläu-
tern. Welche unterschiedlichen Möglichkeiten es gibt, diese Partitionen anhand der Trainingsdaten
festzulegen, wird am Ende dieses Abschnitts auf Seite 77 erläutert.

Tabelle 5.1: Partitionen der Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen
[u], [x], [y] u, (SV ) x1, (TWA

) x2, (TLA
) y, (TLA

)
1 (−∞, 0.453] (−∞, 38.065] (−∞, 22.281] (−∞, 22.281]
2 (0.453, ∞) (38.065, ∞) (22.281, 23.335] (22.281, 23.335]
3 – – (23.335, ∞) (23.335, ∞)

Die zweite Spalte in Tabelle 5.1 zeigt beispielsweise, nach welchem Schema der reellwertigen Ein-
gangsgröße u, der qualitative Wert [u] = 1 oder [u] = 2 zugewiesen wird: Besitzt der reellwertige Ein-
gang u(k) einen Wert der kleiner oder gleich 0.453 ist, dann wird ihm der qualitative Wert [u(k)] = 1
zugewiesen. Ist der Wert der Ventilsignals u(k) hingegen größer als 0.453, dann ist der qualitative
Wert durch [u(k)] = 2 gegeben. Gleiches gilt analog für die Zustandsgrößen und die Ausgangsgröße,
deren Partitionierungen und die zugehörigen qualitativen Werte ebenfalls in der Tabelle dargestellt
sind.

Anhand der Abbildung 5.3, welche die Signalverläufe der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrößen
über die ersten zwölf Zeitschritte (k = 0, . . . , 11) zeigt, kann die Quantisierung anschaulich nachvoll-
zogen werden.
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Abbildung 5.3: Die ersten zwölf Zeitschritte der Eingangs-, Zustands- und Ausgangsgrößen des Er-
hitzers. Die Grenzen der Partitionen sind in Grün dargestellt und deren Nummerie-
rung in Rot. Die Nummer der Partitionierung entspricht den qualitativen Werten der
quantisierten Systemgrößen.

75



5 Anwendung qualitativer Modelle in der Gebäudeautomation

Wie Abbildung 5.3 zeigt, sind die jeweiligen Grenzen der Partitionen aus Tabelle 5.1 in Grün einge-
zeichnet. Die Nummer der jeweiligen Partition ist in Rot dargestellt und entspricht dem qualitativen
Wert der quantisierten Systemgröße. Mithilfe der Partitionierungen kann die in Abbildung 5.3 oben
links dargestellte reellwertige Eingangsfolge

U(0...11) = (u(0), u(1), u(2), . . . , u(11))
= (0.499, 0.492, 0.486, 0.479, 0.473, 0.467, 0.463, 0.458, 0.454, 0.451, 0.448, 0.445)

auf die quantisierte Eingangsfolge

[U(0...11)] = ([u(0)], [u(1)], [u(2)], . . . , [u(11)]) = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1) (5.4)

abgebildet werden. Zur Zeit k = 2 ist der reelle Signalwert des Ventilsignals etwa durch u(2) = 0.486
gegeben und liegt damit in der Partition mit der Nummer Zwei. Der quantisierte Signalwert [u(k)]
besitzt damit den qualitativen Wert Zwei und es ist [u(k)] = 2. Gleiches gilt für die im unteren Teil
von Abbildung 5.3 dargestellte Ausgangsfolge

Y (0...11) = (u(0), u(1), u(2), . . . , u(11))
= (23.354, 23.273, 23.189, 23.105, 23.025, 22.949,

22.879, 22.820, 22.768, 22.724, 22.687, 22.655) ,

für die man mit der eingezeichneten Partitionierung die quantisierte Ausgangsfolge

[Y (0...11)] = ([y(0)], [y(1)], [y(2)], . . . , [y(11)]) = (3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) (5.5)

erhält. Ebenso wie dies oben für die ersten zwölf Zeitschritte dargestellt ist, verfährt man mit den rest-
lichen Werten der Ein- und Ausgangsfolgen bis zum Zeithorizont T = 4675, womit die Quantisierung
der Ein- und Ausgangswerte des Erhitzers abgeschlossen ist.
Für die Zustandsgrößen des Erhitzers, die Wasseraustrittstemperatur x1 = TWA

und die Luftaustritt-
stemperatur x2 = TLA

, sind die Partitionierungen ebenfalls in Abbildung 5.3 eingezeichnet. Für die
ersten zwölf Zeitschritte k = 0, 1, . . . , 11 bilden diese somit die reellwertige vektorielle Zustandsfolge

X(0...11) = (x(0), x(1), x(2), . . . , x(11))

=
((

41.107
23.354

)
,

(
40.658
23.273

)
,

(
40.210
23.189

)
,

(
39.774
23.105

)
,

(
39.369
23.025

)
,

(
39.000
22.949

)
,(

38.675
22.879

)
,

(
38.390
22.820

)
,

(
38.145
22.768

)
,

(
37.929
22.724

)
,

(
37.740
22.687

)
,

(
37.572
22.655

))
.

(5.6)

Da der vektorielle Zustand x zwei Zustandsgrößen x1 und x2 repräsentiert, die aber beide auf einen
einzigen qualitativen Wert abgebildet werden sollen, benötigt man ein Enumerationsschema für die
Quantisierung. Dieses ist in Abbildung 5.4 dargestellt.
Betrachtet man beispielsweise den reellwertigen Zustandsvektor zur Zeit k = 2

x(2) =
(

x1(2)
x2(2)

)
=

(
40.210
23.189

)
und trägt diesen in den zweidimensionalen Zustandsraum in Abbildung 5.4 ein, dann ist klar, dass
dieser zur Partition mit der Nummer fünf gehört. Der quantisierte Zustandsvektor [x(2)] besitzt damit
zur Zeit k = 2 den qualitativen Wert [x(2)] = 5. Mithilfe der Partitionierung des Zustandsraumes
erhält man ebenso alle anderen qualitativen Werte der reellwertigen Zustandsfolge (5.6) und damit
die quantisierte Zustandsfolge

[X(0...11)] = ([x(0)], [x(1)], [x(2)], . . . , [x(11)]) = (6, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 2, 2, 2) . (5.7)
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Abbildung 5.4: Partitionierung des zweidimensionalen Zustandsraumes R2

Der Vorteil solcher rechtwinkligen Partitionierungen wie in Abbildung 5.4 besteht darin, dass ein
direkter Zusammenhang zwischen dem qualitativen Wert des Zustandsvektors und den qualitativen
Werten seiner Komponenten besteht. Betrachtet man den Zustandsvektors x(2), dann kann man
aus dessen qualitativem Wert [x(2)] = 5 unmittelbar schließen, dass die einzelnen quantisierten
Zustandsgrößen jeweils den qualitativen Wert zwei besitzen: [x1(k)] = 2 und [x2(k)] = 2 (s. Abbil-
dung 5.4). Gleiches gilt auch im Umkehrschluss. An dieser Stelle wird deutlich, dass die Quantisierung
von vektoriellen Eingangs, Zustands oder Ausgangsgrößen, die mehr als zwei Größen repräsentieren,
deutlich komplexer wird. Repräsentiert beispielsweise der Zustandsvektor nicht nur zwei sondern
fünf Zustandsgrößen (x ∈ R5), dann besitzt dieser somit den fünfdimensionalen Zustandsraum R5,
der entsprechend partitioniert werden muss. Dies ist grafisch nicht mehr darstellbar und man be-
nötigt eine Gleichung, die den reellwertigen Zustandsvektoren einen eindeutigen und ganzzahligen
qualitativen Wert zuweist. Eine solche Gleichung ist in Abschnitt 10.2.1 beschrieben.

Ein Punkt auf den bisher nicht eingegangen wurde, ist, wie die Partitionsgrenzen in Tabelle 5.1
und Abbildung 5.4 anhand der Trainingsdaten festgelegt werden. Dies wird im nächsten Absatz
erläutert.

Festlegung der Partitionsgrenzen

Zur Festlegung der Partitionsgrenzen anhand der Trainingsdaten der Eingangs, Ausgangs- und Zu-
standsgrößen existieren unterschiedliche Möglichkeiten. Um dies zu erläutern wird ein beliebiges
zeitdiskretes Signal S(0...T ) = (s(0), s(1), . . . , s(T )) mit Signalwerten s(k), k = 0, 1, . . . , T betrach-
tet. Es stellt sich nun die Frage, wie man die Grenzen der Partitionen sinnvoll festlegt, denn von
diesen hängt letztlich ab, welche qualitativen Werte den quantisierten Signalwerten [s(k)] zugewiesen
werden. Grundsätzlich können die Grenzen der Partitionen völlig frei gewählt, äquidistant eingeteilt
oder anhand von Quantilen ermittelt werden. Für eine ganzzahlige Anzahl von J ≥ 2 Partitionen
werden äquidistante Partitionsgrenzen s(i)

a für i = 1, 2, . . . , J − 1 mit

s(i)
a := smin +

i

J
(smax − smin) (5.8)

und smin := min
k∈{0,...,T }

s(k) , smax := max
k∈{0,...,T }

s(k) (5.9)

berechnet. Für J = 2 Partitionen erhält man mit den Gleichungen (5.8) und (5.9) eine einzige Parti-
tionsgrenze s(1)

a , die exakt zwischen dem maximalen smax und minimalen Signalwert smin liegt und
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somit den arithmetischen Mittelwert dieser beiden Größen repräsentiert. Für J ≥ 3 Partitionen besit-
zen die Grenzen s(i)

a der Intervalle stets den gleichen Abstand zueinander – sie sind also äquidistant.
Bei einer auf Quantilen basierenden Partitionierung wird aus den Elementen s(0), s(1), . . . , s(T ) des
Signals S(0...T ) zunächst die geordnete Stichprobe

(s1, s2, . . . , sK) mit s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sK (5.10)

gebildet, wobei s1 = smin und sK = smax nach Gleichung (5.9) gilt. Für eine ganzzahlige Anzahl
von J ≥ 2 Partitionen werden die Partitionsgrenzen s(p)

q für p = 1
J , 2

J , . . . , J−1
J auf Basis empirischer

p-Quantile

s(p)
q :=

{
0.5 (sr + sr+1) wenn r = pK ∈ N ,

s�r+1� wenn r = pK /∈ N ,
(5.11)

berechnet, welche die Stichprobe derart aufteilen, dass mindestens (1 − p) · 100 % der Stichproben-
werte (5.10) größer oder gleich s(p)

q und mindestens p · 100 % der Werte kleiner oder gleich s(p)
q sind [40,

S. 32]. Dabei bezeichnet der Ausdruck �l� := max{h ∈ Z : h ≤ l} eine Abrundungsfunktion, die einen
reellen Wert l ∈ R auf die größte ganze Zahl h ∈ Z abrundet, die kleiner oder gleich l ist – wie bei-
spielsweise �3.17� = 3 oder �2.79� = 2 [40, S. 32]. Mit Gleichung (5.11) können die Quantile s(p)

q der
Stichprobe (5.10) grundsätzlich auch für beliebige Werte 0 < p < 1 bestimmt werden. Die Grenzen
der Partitionen in Tabelle 5.1 wurden auf Basis von Quantilen erstellt.
Betrachtet man nun beispielsweise das Signal in Abbildung 5.5, dessen Wertebereich in zwei Intervalle
oder Partitionen aufgeteilt wird, so wird der Unterschied zwischen einer äquidistanten und einer auf
Quantilen basierenden Bestimmung der Partitionsgrenze deutlich.

k0 1 2 3 4 5 6 7

6

Äquidistant

0.5-Quantil
3

1

2

1

2

s [s] [s]

s(1)
a

s(0.5)
q

Abbildung 5.5: Äquidistante und auf Quantilen basierende Partitionierung

Versteht man die in Abbildung 5.5 in Blau dargestellten Signalwerte s(k) als Trainingsdaten, dann
führt eine äquidistante Partitionierung zu der in grün eingezeichneten Partitionsgrenze s(1)

a . Diese
berechnet man mit den Gleichungen (5.8) und (5.9), wobei die Anzahl der Partitionen J = 2 beträgt
und der minimale und maximale Signalwert durch smin = 0 und smax = 6 gegeben ist. Damit erhält
man die Partitionsgrenze mit s(1)

a = 0 + 1/2 (6 − 0) = 3. Signalwerten s(k), die exakt auf der Partiti-
onsgrenze liegen, wird in dieser Arbeit stets der kleinere qualitative Wert zugeordnet. Es wird somit
allen Werten s(k), die kleiner oder gleich drei sind und im Intervall (−∞, 3] liegen, der qualitative
Wert [s(k)] = 1 zugewiesen und Werten die zum Intervall (3, ∞) gehören und damit größer drei
sind, der qualitative Wert [s(k)] = 2. Auch wenn die physikalischen Signalwerte s(k) in der Regel
nur Werte aus einem begrenzten Wertebereich annehmen können, werden die anhand der Partitions-
grenze gebildeten Intervalle somit als links-, bzw. rechtsseitig unbeschränkte Intervalle definiert. Jede
weitere Beschränkung würde im Sinne der qualitativen Modellierung formal eine weitere Partition
bedeuten, der ein entsprechender qualitativer Wert zugewiesen werden müsste.
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Bei einer auf Quantilen basierenden Partitionierung des Signalwertebereichs in J = 2 Intervalle, ist
die Partitionsgrenze durch p = 1/J = 0.5 definiert. Dies entspricht dem 0.5-Quantil, beziehungsweise
dem Median. Um die Lage der Partitionsgrenze zu bestimmen, bildet man aus den Werten s(k) in
Abbildung 5.5 die geordnete Stichprobe (5.10), also

(s1 = 0, s2 = 0, s3 = 1, s4 = 1, s5 = 2, s6 = 4, s7 = 5, s8 = 6) .

Dann erhält man mit Gleichung (5.11) für p = 0.5 und K = 8 Messwerte den Wert r = 0.5 · 8 = 4 ∈ N
und damit die Partitionsgrenze s(0.5)

q = 0.5(s4 + s5) = 0.5(1 + 2) = 1.5, die in Abbildung 5.5 in Rot
eingezeichnet ist. Demzufolge wird allen Signalwerten s(k), die kleiner oder gleich 1.5 und damit im
Intervall (−∞, 1.5] liegen, der qualitative Wert [s(k)] = 1 zugewiesen und denen die größer 1.5 sind
und sich im Intervall (1.5, ∞) befinden, der qualitative Wert [s(k)] = 2.
Wird ein Signal in mehr als nur J = 2 zwei Bereiche partitioniert, verfährt man analog zur obi-
gen Beschreibung. Bei einer Einteilung des Signalwertebereichs in beispielsweise J = 4 Intervalle,
erhält man mit den Gleichungen (5.8) und (5.9) die Partitionsgrenzen s(1)

a = 1.5, s(2)
a = 3, s(3)

a = 4.5
und die Intervalle (−∞, 1.5], (1.5, 3], (3, 4.5] und (4.5, ∞). Bei der Verwendung von Quantilen wer-
den diese für p = 1/4, p = 2/4 und p = 3/4 bestimmt. Es handelt sich somit um das 0.25, das 0.5
und das 0.75-Quantil. Mit Gleichung (5.11) erhält man deren Lage und damit die Partitionsgrenzen
bei s(0.25)

q = 0.5, s(0.5)
q = 1.5 und s(0.75)

q = 4.5. An dieser Stelle soll abschließend noch darauf hingewiesen
werden, dass bei der Verwendung von Quantilen zur Bestimmung der Partitionsgrenzen, bei speziellen
Verteilungen der Stichprobe, Probleme auftreten können. Für J = 4 Partitionen und die geordnete
Stichprobe (s1 = 0, s2 = 1, s3 = 1, s4 = 2, s5 = 4) fallen beispielsweise das 0.25 und 0.5-Quantil zu-
sammen, sodass s(0.25)

q = s(0.5)
q = 1 und s(0.75)

q = 2 ist. Es ist also nicht möglich vier Partitionen zu
bilden. Abhilfe kann dann die Wahl einer äquidistanten Partitionierung s(1)

a = 1, s(2)
a = 2, s(3)

a = 3 oder
die Reduktion auf J = 3 Partitionen schaffen, mit der man s(0.33̄)

q = 1 und s(0.66̄)
q = 2 erhält.

Hat man die Partitionsgrenzen festgelegt und alle reellwertigen Signalwerte des Erhitzers quantisiert,
sodass diese in Form der quantisierten Eingangsfolgen (5.4), Ausgangsfolgen (5.5) und Zustandsfol-
gen (5.7) für den gesamten Trainingsdatensatz vorliegen, dann können diese zur qualitativen Modell-
bildung verwendet werden.

5.2.3 Qualitative Modellbildung

Die qualitative Modellbildung erfolgt anhand der quantisierten Eingangs-, Ausgangs- und Zustands-
folgen. Da es nicht möglich ist, diesen Prozess für alle Werte des gesamten Trainingsdatensatzes zu
zeigen, erfolgt diese Erläuterung anhand der ersten zwölf Werte der quantisierten Eingangs- (5.4),
Ausgangs- (5.5) und Zustandsfolge (5.7).
Im Folgenden ist es zielführend, anstelle von quantisierten Eingängen [u(k)], Zuständen [x(k)] und
Ausgängen [y(k)], auch von den qualitativen Eingängen v, den qualitativen Zuständen z und den
qualitativen Ausgängen w zu sprechen. Denn dies sind diejenigen Größen, mit denen das qualitative
Modell, beziehungsweise der diesem zuzugliedernde stochastische Automat »arbeitet«. Dabei gilt der
Zusammenhang

[u(k)] = v ∈ U mit U := {1, 2, . . . , M} ,

[x(k)] = z ∈ X mit X := {1, 2, . . . , N} ,

[y(k)] = w ∈ Y mit Y := {1, 2, . . . , Q} .

Der qualitative Eingang v kann wie in Abbildung 5.3 dargestellt, lediglich zwei verschiedene Wer-
te annehmen: den Wert Eins oder Zwei. Der qualitative Eingangsraum ist damit durch die Men-
ge U := {1, 2} gegeben und die Anzahl der qualitativen Eingänge ist M = 2. Ebenso kann man Ab-
bildung 5.3 entnehmen, dass der qualitative Ausgang w drei unterschiedliche Werte besitzen kann,
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womit der qualitative Ausgangsraum durch die Menge Y := {1, 2, 3} definiert ist. Die Anzahl qualita-
tiver Ausgänge ist Q = 3. Der qualitative Zustand z kann, wie aus der Zustandsraumpartitionierung
in Abbildung 5.4 hervorgeht, sechs verschiedene Werte annehmen. Der qualitative Zustandsraum
ist entsprechend durch die Menge X := {1, . . . , 6} gegeben und die Anzahl qualitativer Zustände
ist N = 6.

Die Modellbildung erfolgt nun anhand der in Abschnitt 4.3.2 beschriebenen Methode der stochas-
tischen qualitativen Identifikation.

Stochastische qualitative Identifikation

In einem ersten Schritt werden die qualitativen Werte der Eingänge, Ausgänge und Zustände, die
durch die quantisierten Eingangsfolgen (5.4), Ausgangsfolgen (5.5) und Zustandsfolgen (5.7) gegeben
sind, in die Tabelle 5.2 eingetragen.

Tabelle 5.2: Qualitative Tupel
k [x(k + 1)] = z̄ [y(k)] = w [x(k)] = z [u(k)] = v

0 5 3 6 2
1 5 2 5 2
2 5 2 5 2
3 5 2 5 2
4 5 2 5 2
5 5 2 5 2
6 5 2 5 2
7 5 2 5 2
8 2 2 5 2
9 2 2 2 1
10 2 2 2 1

Den Folgezustand [x(k + 1)] = z̄ in der ersten Spalte erhält man dadurch, dass man den Zu-
stand [x(k)] = z um eine Zeile nach oben verschiebt. Die Beobachterzeitschrittdauer beträgt da-
mit Tb = 1. Die Tabelle besitzt aufgrund dieser Verschiebung einen Zeitschritt weniger als die Folgen
der quantisierten Eingänge, Ausgänge und Zustände. Jede Zeile der Tabelle bildet nun ein Tupel,
bestehend aus qualitativem Folgezustand z̄, Ausgang w, Zustand z und Eingang v. Als nächstes kann
man die absoluten Häufigkeiten H(z̄, w, z, v) dieser Tupel auszählen. Das Tupel (5, 2, 5, 2) tritt zum
Beispiel sieben mal in Tabelle 5.2 auf, womit für dessen absolute Häufigkeit

H(5, 2, 5, 2) = 7

gilt. Teilt man diesen Wert basierend auf Gleichung (4.24) durch die Gesamtzahl aller Tupel, die
hier T = 11 beträgt, erhält man die relative Häufigkeit

ĥ(5, 2, 5, 2) =
H(5, 2, 5, 2)

T
= 7/11 .

Ebenso verfährt man für alle anderen Tupel in Tabelle 5.2, deren absolute und relative Häufigkeiten
in der Tabelle 5.3 zusammengefasst sind.

Auf Basis der relativen Häufigkeiten ĥ(z̄, w, z, v) in Tabelle 5.3 kann nun die Randverteilung ĥ(z, v)
nach Gleichung (4.26) berechnet werden. Diese erhält man, indem man die relativen Häufigkeiten aller
Tupel mit identischem qualitativen Zustand z und gleichem qualitativen Eingang v aufsummiert.
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Tabelle 5.3: Absolute Häufigkeiten H(z̄, w, z, v) und relative Häufigkeiten ĥ(z̄, w, z, v)
z̄ w z v H(z̄, w, z, v) ĥ(z̄, w, z, v)
5 3 6 2 1 1/11

5 2 5 2 7 7/11

2 2 5 2 1 1/11

2 2 2 1 2 2/11

Für den qualitativen Zustand z = 6 und den qualitativen Eingang v = 2 erhält man somit die
Randverteilung

ĥ(6, 2) =
6∑

z̄=1

3∑
w=1

ĥ(z̄, w, 6, 2) = ĥ(5, 3, 6, 2) = 1/11 .

Der qualitative Zustand z = 2 und der qualitative Eingang v = 2 führen zur Randverteilung

ĥ(5, 2) =
6∑

z̄=1

3∑
w=1

ĥ(z̄, w, 5, 2)

= ĥ(5, 2, 5, 2) + ĥ(2, 2, 5, 2) = 7/11 + 1/11 = 8/11 .

Für z = 2 und v = 1 ergibt sich

ĥ(2, 1) = 2/11 .

Damit kann Tabelle 5.3 um die berechneten Randverteilungen erweitert werden, was in Tabelle 5.4
dargestellt ist.

Tabelle 5.4: Absolute Häufigkeiten H(z̄, w, z, v), relative Häufigkeiten ĥ(z̄, w, z, v), Randvertei-
lung ĥ(z, v) und bedingte Wahrscheinlichkeit L̃(z̄, w | z, v)

z̄ w z v H(z̄, w, z, v) ĥ(z̄, w, z, v) ĥ(z, v) L̃(z̄, w | z, v)
5 3 6 2 1 1/11 1/11 1
5 2 5 2 7 7/11 8/11 7/8

2 2 5 2 1 1/11 8/11 1/8

2 2 2 1 2 2/11 2/11 1

Für Randverteilungen ĥ(z, v) �= 0 erhält man nach Gleichung (4.27) die gesuchte Approximation
der bedingten Übergangswahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v), die ebenfalls in Tabelle 5.4 eingetragen
sind. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v) ergeben sich dadurch, dass man die relativen
Häufigkeiten ĥ(z̄, w, z, v) durch die entsprechende Randverteilung ĥ(z, v) dividiert. Für die dritte
Zeile in Tabelle 5.4 ergibt sich beispielsweise die bedingte Wahrscheinlichkeit

L̃(2, 2 | 5, 2) =
ĥ(2, 2, 5, 2)

ĥ(5, 2)
=

1/11
8/11

= 1/8 . (5.12)

Dies ist somit die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das System in den qualitativen Folgezustand z̄ = 2
wechselt und den qualitativen Ausgang w = 2 ausgibt, unter der Bedingung, dass es sich im qualita-
tiven Zustand z = 5 befindet und den qualitativen Eingang v = 2 erhält. Analog zu Gleichung (5.12)
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berechnet man alle weiteren bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v) die in der Tabelle 5.4 ab-
gebildet sind. Damit ist das qualitative Modell des Erhitzers durch den stochastischen Automaten

Ã = (X , U , Y, L̃, p̃0) (5.13)

definiert. Dabei dient die Menge der qualitativen Eingänge U als Eingabealphabet des Automaten
und die qualitative Ausgangsmenge Y als Ausgabealphabet. Die qualitative Zustandsmenge X re-
präsentiert ebenso die Zustandsmenge des Automaten. Die Approximation der Verhaltensrelation L̃

des stochastischen Automaten ist entsprechend durch die letzte Spalte der Tabelle 5.4 gegeben. Der
initiale Zustandsvektor p0 ∈ [0, 1]6 des Automaten hat die Länge N = 6, da das qualitative Modell
des Erhitzers sechs Zustände besitzt.

Verhaltensmatrix

Um nun das qualitative Modell (5.13) zur Beobachtung und Fehlererkennung nutzten zu können,
bildet man zunächst die Verhaltensmatrix aus den Gleichungen (4.17) und (4.18). Da das qualita-
tive Erhitzermodells M =2 Eingänge, N =6 Zustände und Q=3 Ausgänge besitzt, ergibt sich eine
Verhaltensmatrix L̃ ∈ [0, 1]NR×NM der Dimension

L̃ =

⎛⎝L̃(1, 1) L̃(1, 2)
L̃(2, 1) L̃(2, 2)
L̃(3, 1) L̃(3, 2)

⎞⎠ ∈ [0, 1]6·3×6·2 , (5.14)

die sich aus den Blöcken L̃(w, v) ∈ [0, 1]6×6 zusammensetzt. Jede Matrix L̃(w, v) besitzt dabei die
Form

L(w, v) =

⎛⎜⎜⎜⎝
L̃(1, w | 1, v) L̃(1, w | 2, v) · · · L̃(1, w | 6, v)
L̃(2, w | 1, v) L̃(2, w | 2, v) · · · L̃(2, w | 6, v)

...
... . . . ...

L̃(6, w | 1, v) L̃(6, w | 2, v) · · · L̃(6, w | 6, v)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]6×6

und die Elemente repräsentieren die bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w |z, v) aus Tabelle 5.4. Dies
lässt sich nun einfach veranschaulichen. In der ersten Zeile der Tabelle 5.4 gilt für den qualitativen
Folgezustand z̄ = 5, der qualitative Ausgang besitzt den Wert w = 3, der Zustand ist z = 6 und der
Eingang ist v = 1. Die bedingte Wahrscheinlichkeit dieser Kombination ist hiernach

L̃(5, 3 |6, 1) = 1 .

Da die Werte der qualitativen Folgezustände z̄, Ausgänge w, Zustände z und Eingänge v den Indizes
der Verhaltensmatrix entsprechen, steht diese Wahrscheinlichkeit in der Matrix L̃(3, 1). Die Position
innerhalb dieser Matrix ist durch den Folgezustand z̄ = 5, der die Zeilennummer angibt und den Zu-
stand z = 6, der die Spaltennummer angibt, bestimmt. Die Wahrscheinlichkeit L̃(5, 3 |6, 1) = 1 steht
somit in der fünften Zeile und der sechsten Spalte der Matrix L̃(3, 1), was in der Verhaltensmatrix
in Gleichung (5.15) in der Farbe Rot hervorgehoben ist. Für die zweite Zeile der Tabelle 5.4 erhält
man

L̃(5, 2 |5, 2) = 7/8

Diese Wahrscheinlichkeit steht in der Matrix L̃(2, 2) in der fünften Zeile und der fünften Spalte. Die
weiteren bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v) aus Tabelle 5.4 sind ebenfalls in Rot in die
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entsprechenden Blöcke der Verhaltensmatrix eingetragen.

L̃(1, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(1, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(2, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(2, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1/8 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 7/8 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(3, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(3, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(5.15)

Die in der Matrix (5.15) dargestellten Blöcke der Verhaltensmatrix (5.14) enthalten dabei nur die-
jenigen Wahrscheinlichkeiten, die anhand der ersten elf Zeitschritte des Trainingsdatensatzes des
Erhitzers ermittelt wurden. Die gesamte Verhaltensmatrix, für den kompletten Trainingsdatensatz
von T = 4675 Werten, ist in Gleichung (5.16) dargestellt.

L̃(1, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.987 0 0 0 0 0
0.013 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(1, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(2, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0.027 0 0 0 0
0 0.954 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0.019 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(2, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.021 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0.960 0
0 0 0 0 0.019 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(3, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(3, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.01
0 0 0 0 0 0.99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(5.16)

An dieser Verhaltensmatrix (5.16) lassen sich einige grundlegende Eigenschaften ablesen:

1. Wie man erkennen kann, sind die Matrizen nur äußerst spärlich besetzt. Bei einem Speicher-
bedarf von

γ = N · M · N · Q = 6 · 2 · 6 · 3 = 216 (5.17)

Werten, sind nur zwölf von diesen ungleich null.
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2. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das System innerhalb eines Zeitschrittes im gleichen Zustand
verbleibt ist sehr hoch. In der Matrix L̃(3, 2) steht beispielsweise unten rechts die bedingte
Wahrscheinlichkeit L̃(6, 3 | 6, 2) = 0.99. Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass wenn das
System den qualitativen Eingang v = 2 erhält und sich im Zustand z = 6 befindet, es den
Ausgang w = 3 erzeugt und den Folgezustand z̄ = 1 annimmt. Es verbleibt in diesem Fall
mit 99 %-iger Wahrscheinlichkeit im gleichen Zustand. Diese Eigenschaft des Systems lässt sich
einfach daran erkennen, indem man die Wahrscheinlichkeiten auf der Diagonalen der Matrizen
betrachtet. Da die Matrizen quadratisch sind, gilt für die Indizes hier stets z̄ = z. Große
Werte auf der Diagonalen bedeuten somit immer eine hohe Wahrscheinlichkeit dafür, dass das
System während eines Zeitschrittes im gleichen Zustand verbleibt. Damit geht einher, dass
oftmals nur wenige andere Zustandsübergänge überhaupt möglich sind und dass diese mit nur
sehr niedrigen Wahrscheinlichkeiten bewertet sind. Dies ist an der Verhaltensmatrix (5.16)
gut zu erkennen. Grundsätzlich ist eine Verhaltensmatrix mit einer solchen Struktur nicht
wünschenswert, da diese das Verhalten des Systems nur wenig »qualitativ« und fast schon
deterministisch beschreibt. Diese Eigenschaft der Verhaltensmatrix hängt mit der gewählten
Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 1 zusammen und soll hier nächst hingenommen werden.
In Abschnitt 5.2.6 wird gezeigt, wie die Wahl einer größeren Beobachterzeitschrittdauer dieses
Problem verringern kann.

3. An der Struktur der Verhaltensmatrix (5.16) ist unmittelbar ersichtlich, dass das qualitative
Modell strukturell unvollständig ist, denn die Bedingungen (3.36) und (3.37) sind offensicht-
lich nicht erfüllt. Bei einem strukturell vollständigen Modell müssten die Spaltensummen über
jeweils alle drei untereinander stehenden Matrizen Eins ergeben. Dies ist beispielsweise für die
Matrizen L̃(1, 1), L̃(2, 1) und L̃(3, 1) nur für die Spalten Eins, Zwei und Fünf gegeben. Dies be-
deutet, dass das quantisierte System, unabhängig vom Wert der qualitativen Ein- und Ausgän-
ge, über den gesamten Zeitbereich des Trainingsdatensatzes nie im qualitativen Zustand z = 3
und z = 4 war. Der reellwertige Zustandsvektor x(k) lag somit nie in den in Abbildung 5.4
dargestellten Partitionen drei und vier. Diese Tatsche lässt sich häufig nicht verhindern. Man
kann jedoch versuchen, durch Variation der Partitionsgrenzen oder deren Anzahl, dem ent-
gegenzuwirken. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass selbst strukturell vollständige
qualitative Modelle nicht notwendigerweise vollständig im Sinne von Gleichung (4.21) sind.
Vollständige qualitative Modelle wird man in der Regel jedoch nur durch Abstraktion erhal-
ten (vgl. Abschnitt 4.3.2). Alternativ könnte man auch das hier verwendete Modelica

R© Modell
nutzen und mit diesem eine große Anzahl von Simulation mit Variationen der Eingangsgrößen
durchführen, um möglichst alle dem System möglichen Verhaltensformen abzubilden. Dies ist
jedoch in der Realität und den Gebäudemessdaten nicht möglich und man wird in der Regel
nur unvollständige Modelle erhalten, die stets nur das Eingangs-Ausgangs-Verhalten repräsen-
tieren können, welches durch die verfügbaren Trainingsdaten beschrieben ist. Von Seiten der
Theorie aus betrachtet, ist die Unvollständigkeit des Modells zwar unangenehm, jedoch wird
man auch mit keinem anderen Black-Box Modell das vollständige Eingangs-Ausgangs-Verhalten
eines System beschreiben können, solange nicht die entsprechenden Trainingsdaten zur Verfü-
gung stehen. Das unvollständige qualitative Modelle in der Praxis dennoch zur Fehlererkennung
eingesetzt werden können, wird im nächsten Absatz beschrieben.

Abschließend zur Modellbildung sind in Tabelle 5.5 die grundlegenden Modelleigenschaften zusammen
gefasst.

5.2.4 Qualitative Beobachtung

Dieser Abschnitt zeigt anhand einfach nachvollziehbarer Berechnungen die Realisierung der qualitati-
ven Beobachtung, basierend auf der Beobachtergleichung (4.37). Ziel der qualitativen Beobachtung ist
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Tabelle 5.5: Modellparameter
System Erhitzer einer RLT-Anlage
Abtastzeit der Daten Ta = 900 s (15-Minutendaten)
Eingangsgrößen
Anzahl

u = SV

m = 1
Zustandsgrößen
Anzahl

x1 = TWA
, x2 = TLA

n = 2
Ausgangsgrößen
Anzahl

y = TLA

q = 1
Anzahl qual. Eingänge M = 2
Anzahl qual. Zustände N = 6 (N1 = 2, N2 = 3)
Anzahl qual. Ausgänge Q = 3
Speicherbedarf γ = 6 · 3 · 6 · 2 = 216 Werte
Trainingsdaten 2 Monate
Beobachterzeitschrittdauer Tb = 1, (Tb = 3, 6 in Abschnitt 5.2.6)

es, anhand der quantisierten Eingangsfolgen [U(0...T )] und Ausgangsfolgen [Y (0...T )] des Erhitzers,
die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]) (5.18)

für alle sechs Folgezustände z̄ ∈ X := {1, 2 . . . , 6} und alle Zeiten k = 0, 1, . . . , T zu bestimmen. Das
Konzept der qualitativen Beobachtung des Erhitzers ist in Abbildung 5.6 visualisiert.

Quantisierer

Erhitzer

Quantisierer Quantisierer

[y(k)][u(k)]

[x(k)]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Quantisierter
Eingang

Quantisierter
AusgangQualitatives Modell Ã, Gl. (5.13)

Qualitativer Beobachter

Eingang AusgangZustandsvektor

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]) für k = 0, 1, 2, . . . , T

Abbildung 5.6: Qualitative Beobachtung des Erhitzers

Um die Berechnung der gesuchten Zustandswahrscheinlichkeiten zu beschreiben, werden die quan-
tisierten Eingangsfolgen (5.4) und Ausgangsfolgen (5.5) des Erhitzers für zehn Zeitschritte, also für
einen Zeithorizont von T = 9 betrachtet:

[U(0...9)] = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1) ,

[Y (0...9)] = (3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) .
(5.19)

Mit den quantisierten Ein- und Ausgangsfolgen (5.19) sind die qualitativen Eingänge v(k) und Aus-
gänge w(k) des qualitativen Erhitzermodells für k = 0, 1, . . . , 9 durch die Beziehung [u(k)] = v(k)
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und [y(k)] = w(k) gegeben. Bevor nun die Beobachtung realisiert werden kann, muss noch der in-
itiale Startvektor p̃0 ∈ [0, 1]N definiert werden. Dabei soll eine Gleichverteilung über die N = 6
qualitativen Zustände angenommen werden:

p̃0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]6 .

Mit der Startbedingung p̃z(0) = p̃0, der Verhaltensmatrix (5.15) und den quantisierten Folgen der
Ein- und Ausgänge (5.19) kann die Beobachtergleichung

p̃z(k + 1) =
L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)∣∣∣∣L̃(w(k), v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1

∈ [0, 1]N

aus Definition 4.3 initialisiert werden.

Beobachtung zum Zeitpunkt k = 0

Zur Zeit k = 0 berechnet man mit dem qualitativen Eingang v(0) = 3 und dem qualitativen Aus-
gang w(0) = 2 den Zähler der Beobachtergleichung mit dem Matrix-Vektor Produkt

L̃(3, 2) · p̃z(0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.01
0 0 0 0 0 0.99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0

0.0016̄
0.165

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (5.20)

Für den gegebenen Eingang v(0) = 3 und Ausgang w(0) = 2 wird somit die Matrix L̃(3, 2) der Ver-
haltensmatrix (5.16) selektiert und mit dem Startvektor multipliziert. Der Nenner der Beobachter-
gleichung ist durch die Summennorm

||L̃(3, 2) · p̃z(0)||1 = 0.166̄ (5.21)

gegeben. Diesen erhält man durch einfaches Aufsummieren aller Werte des Ergebnisvektors in (5.20).
Anschließend ergibt sich der Vektor der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k = 1

p̃z(1) =
L̃(3, 2) · p̃z(0)

||L̃(3, 2) · p̃z(0)||1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0

0.0016̄
0.165

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
0.166̄

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0

0.01
0.99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (5.22)

Den für die spätere Fehlererkennung und zur Bildung des Verhaltenssignals B̃ aus Gleichung (4.43)
wichtigen Wert b(k) hat man damit bereits in Gleichung (5.21) bestimmt, denn es ist

b̃(0) = ||L̃(3, 2) · p̃z(0)||1 = 0.166̄ .
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Beobachtung zum Zeitpunkt k = 1

Zur Zeit k = 1 erhält man mit dem qualitativen Eingang v(1) = 2 und Ausgang w(1) = 2 sowie
dem zuvor bestimmten Zustandswahrscheinlichkeitsvektor (5.22), für den Zähler der Beobachterglei-
chung

L̃(2, 2) · p̃z(1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.021 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0.960 0
0 0 0 0 0.019 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
0

0.01
0.99

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0.00021

0
0

0.0096
0.00019

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
und für den Nenner

||L̃(2, 2) · p̃z(1)||1 = 0.01 . (5.23)

Damit ergibt sich der Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k = 2 mit

p̃z(2) =
L̃(2, 2) · p̃z(0)

||L̃(2, 2) · p̃z(0)||1
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0.00021

0
0

0.0096
0.00019

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
0.01

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0.021

0
0

0.96
0.019

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Aus dem bereits berechneten Wert des Nenners (5.23) folgt wieder

b̃(1) = ||L̃22 · p̃z(1)||1 = 0.01 .

So wie für diese ersten zwei Zeitschritte der Folgen (5.19) beschrieben, verfährt man auch für alle
weiteren Zeitschritte. Die Ergebnisse der qualitativen Beobachtung sind dabei in der Tabelle 5.6
dargestellt.

Tabelle 5.6: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten Pr([x(k)] = z | [U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)])1

z k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
1 0.166̄ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.001
2 0.166̄ 0 0.021 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.999
3 0.166̄ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0.166̄ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0.166̄ 0.01 0.96 0.961 0.961 0.961 0.961 0.961 0.961 0.961 0
6 0.166̄ 0.99 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0

b̃(k) 0.166̄ 0.01 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 -

Die Tabelle 5.6 enthält damit die gesuchten qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten aus Glei-
chung (5.18) für die Zeiten k = 0, . . . , 10. Es sei hier nochmals erwähnt, dass es sich dabei um

1Zum Zeitpunkt k = 0 sind die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten durch die initiale Startverteilung p̃0 defi-
niert, sodass Pr([x(0)] = z | [u(−1)], [y(−1)]) = Pr([x(0)] = z), ∀z gilt. Siehe hierzu Gleichung (4.19) und Seite 66.
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bedingte Wahrscheinlichkeiten handelt. Den beispielsweise zur Zeit k = 2 gegebenen Wahrscheinlich-
keiten liegt die Verteilung

pz(2) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([x(2)] = 1 | [U(0...1)] = (2, 2), [Y (0...1)] = (3, 2))
Pr([x(2)] = 2 | [U(0...1)] = (2, 2), [Y (0...1)] = (3, 2))

...
Pr([x(2)] = 6 | [U(0...1)] = (2, 2), [Y (0...1)] = (3, 2))

⎞⎟⎟⎟⎠
zugrunde. Es handelt sich somit um die Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k = 2, jedoch unter
der Bedingung, dass bis zur Zeit k = 1 die quantisierte Eingangsfolge [U(0...1)] = (2, 2) und Aus-
gangsfolge [Y (0...1)] = (3, 2) durchlaufen wurde. Dies gilt entsprechend für alle Zeitschritte.
Deutlich anschaulicher als in Form einer Tabelle ist die Visualisierung der Zustandswahrscheinlichkei-
ten. Abbildung 5.7 zeigt die Zustandswahrscheinlichkeiten umgerechnet auf die beiden Zustandsgrö-
ßen des Erhitzers x1 = TWA

und x2 = TLA
. Die blauen Punkte entsprechen den reellen Signalwerten

der beiden Zustandsgrößen aus Abbildung 5.3. In Grün sind wieder die Grenzen der Partitionen aus
Tabelle 5.1 eingezeichnet, während die roten Ziffern den qualitativen Zuständen entsprechen. Die im
Hintergrund dargestellten Graustufen repräsentieren die Wahrscheinlichkeiten der qualitativen Zu-
stände der Wasser- und Luftaustrittstemperatur des Erhitzers. Die jeweils rechts der Abbildungen
dargestellte Skala gibt an, durch welche Farbe die Wahrscheinlichkeiten der qualitativen Zustände
repräsentiert werden. Schwarz bedeutet eine Wahrscheinlichkeit von Eins und Weiß eine Wahrschein-
lichkeit von Null.
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A
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Abbildung 5.7: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
und der

Wasseraustrittstemperatur TWA

Um die Zustandswahrscheinlichkeiten des Erhitzers aus Tabelle 5.6 wie in Abbildung 5.7 für beide
Zustände darstellen zu können, müssen die Wahrscheinlichkeiten

Pr([x1(k)] = z1|[U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)])

und

Pr([x2(k)] = z2|[U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)])

für k = 0, 1, . . . , 10 bestimmt werden. Dies sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafür, das die
quantisierten Zustandsgrößen [x1(k)] und [x2(k)] die qualitativen Zustände z1 und z2 annehmen.
Diese Wahrscheinlichkeiten erhält man, indem man die gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten
aus Tabelle 5.6 entlang der Achsen des Enumerationsschemas der Zustandsraumpartitionierung in
Abbildung (5.4) aufsummiert. So erhält man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die
Luftaustrittstemperatur zur Zeit k = 2 den qualitativen Wert [x2(2)] = 2 annimmt, indem man in der
Spalte k = 2 in Tabelle 5.6 die Wahrscheinlichkeiten in der zweiten und fünften Zeile aufsummiert. Die
Ergebnisse dieser Berechnungen sind in den Tabellen 5.7 und 5.8 dargestellt. Diese enthalten somit die
qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten, die in Abbildung 5.7 im Hintergrund abgebildet sind.
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Tabelle 5.7: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten Pr([x1(k)] = z1|[U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)])
z1 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
1 0.5 0 0.021 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 1
2 0.5 1 0.979 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0

Tabelle 5.8: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten Pr([x2(k)] = z2|[U(0...k − 1)], [Y (0...k − 1)])
z2 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 10
1 0.333̄ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0.333̄ 0.01 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 0.981 1
3 0.333̄ 0.99 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0

5.2.5 Qualitative Fehlererkennung

Um die Fehlererkennung mit qualitativen Modellen am Beispiel des Erhitzers zeigen zu können,
wurde mit der Modelica

R©
Fault Triggering Library [121] ein typischer Fehler simuliert, der

in Abbildung 5.8 dargestellt ist.

12.01 26.01 09.02 23.02 09.03 23.03

diskrete Zeit k

0

10

20

30

40

50

60

70

T
em

p
er
a
tu
r
in

◦ C

Luftaustrittstemperatur TLA

Wasseraustrittstemperatur TWA

Ventilsignal SV

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

V
en
ti
ls
te
ll
u
n
g
in

%
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Abbildung 5.8: Signale des Erhitzers. Abtastzeit Ta = 900s (15-Minutendaten).

Simuliert wurde ein Ausfall der Erhitzerpumpe. In diesem Fall wird der Erhitzer nicht mehr mit Heiß-
wasser versorgt und das Dreiwegeventil öffnet vollständig, um dem Problem der zu geringen Luft-
austrittstemperatur mit einem höheren Wasservolumenstrom entgegenzuwirken. Da der Durchfluss
Null ist, nähern sich die Temperaturen der Wasseraustrittstemperatur und Luftaustrittstemperatur
entsprechend an. Ziel ist es nun, diesen Fehler mit dem qualitativen Erhitzermodell zu erkennen,
was unmittelbar durch die Beobachtergleichung (4.37) und dem daraus resultierenden Verhaltenssi-
gnal B̃ aus Gleichung (4.43) realisiert werden kann. Die Abbildungen 5.9 zeigen das Ergebnis der
qualitativen Beobachtung für den Beginn des Fehlers.

Wie man in der Abbildung 5.9 erkennt, kann das qualitative Modell für den Zeitpunkt k = 5876 keine
positiven Zustandswahrscheinlichkeiten mehr bestimmen, denn der Hintergrund in den Abbildungen
ist vollständig weiß. Obwohl der reelle Wert einen Zeitschritt früher (k = 5875) in den gleichen Par-
titionen mit der Nummer Eins liegt und diese mit einer hohen Wahrscheinlichkeit bewertet sind, ist
die Wahrscheinlichkeit für diese Zustände zum Zeitpunkt k = 5876 Null. Dies liegt daran, dass das
zum Zeitpunkt k = 5875 gegebene Paar der qualitativen Ein- und Ausgänge inkonsistent mit dem
qualitativen Modell ist. An den quantisierten Eingangs- und Ausgangsfolgen des Erhitzers lässt sich
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Abbildung 5.9: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
und der

Wasseraustrittstemperatur TWA
für den Beginn des Fehlerbereichs

dies leicht erläutern:
[U(5870...5879)] = (1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2) ,

[Y (5870...5879)] = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) .
(5.24)

Zum Zeitpunkt k = 5875 haben die quantisierten Ein- und Ausgangsgrößen die qualitativen Wer-
te [u(5875)] = 2 und [y(5875)] = 1. Mit der Beobachtergleichung (7.25) wird somit zu diesem Zeit-
punkt der Block L̃(1, 2) der Verhaltensmatrix (5.16) selektiert. In dieser Matrix sind jedoch alle
Werte Null, weshalb auch die Multiplikation mit dem Zustandsvektor p̃z(5875) nur zu einem Fol-
gezustandsvektor p̃z(5876) = 0 führen kann, der ebenfalls ausschließlich Nullen enthält. Diese E/A
Kombination trat offensichtlich während des Trainingsintervalls niemals auf. Man kann an dieser Stel-
le auch bereits anhand der Partitionen des quantisierten Eingangs und Ausgangs in Abbildung 5.3
intuitiv nachvollziehen, dass diese E/A Kombination nicht nominal sein kann, denn sie würde be-
deuten, dass der reelle Wert des Ventilsignals in der Partition zwei liegt und dass das Ventil weiter
als 45.4 % geöffnet ist, während die Luftaustrittstemperatur TLA

in der Partition eins liegt und damit
eine Temperatur unter 22.8 ◦C besitzt.
Die Tabelle 5.9 zeigt die Zustandswahrscheinlichkeiten für den Beginn des Fehlerbereichs. Wie man
sehen kann, ist der Wert des Verhaltenssignals zum Zeitpunkt k = 5875 bereits null b̃(5875) = 0, da
das E/A Paar ([u(5875)] = 2, [y(5875)] = 1) zu diesem Zeitpunkt inkonsistent mit dem qualitativen
Modell ist. Die Elemente b̃(k) des Verhaltenssignals B̃ aus Gleichung (4.43) sind ebenfalls in der
Tabelle 5.9 dargestellt und bilden die Folge

B̃(5872, . . . , 5877) = (0.987, 0.987, 0.987, 0, 0, 0) .

Tabelle 5.9: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten für [x(k) = z]
z k = 5872 k = 5873 k = 5874 k = 5875 k = 5876 k = 5877 k = 5878
1 0.987 0.987 0.987 0.987 0 0 0
2 0.013 0.013 0.013 0.013 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0

b̃(k) 0.987 0.987 0.987 0 0 0 -

Die nachfolgende Abbildung 5.10 zeigt den gesamten Bereich in dem der Fehler auftrat anhand der
qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten der Wasseraustrittstemperatur TWA

und der Luftaustritt-
stemperatur TLA

. Zusätzlich ist das Verhaltenssignal B̃ darunter abgebildet. Die Abbildungen 5.10
können damit als das Ergebnis des qualitativen Beobachteralgorithmus 4.1 interpretiert werden.
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Abbildung 5.10: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
und der

Wasseraustrittstemperatur TWA
sowie das Verhaltenssignal B̃.

Wie man in Abbildung 5.10 erkennen kann, bietet das Verhaltenssignal grundsätzlich eine über-
sichtlichere Möglichkeit zur Bewertung des Verhaltens des Erhitzers. Das Verhaltenssignal ist stets
größer null, solange die gegebenen Ein- und Ausgangspaare des Erhitzers mit dem qualitativen Modell
konsistent sind und gleich null, wenn wenn diese inkonsistent mit dem Modell sind. Da das Verhal-
tenssignal B̃ ein stochastisches Signal ist, welches aufgrund von mehr oder weniger wahrscheinlichen
Ein- und Ausgängen zwischen Null und Eins schwankt, kann dieses durch Anwendung des gleitenden
Mittelwertes aus Gleichung (4.46) geglättet werden. Über die Fensterbreite des gleitenden Mittelwer-
tes φ kann somit eingestellt werden, nach wie vielen Zeitschritten das Signal B̃m aus Gleichung (4.47)
im Fehlerfall tatsächlich den Wert Null annimmt. Eine Fensterbreite von φ = 1 bedeutet dabei, dass
kein Mittelwert gebildet wird und damit B̃m = B̃ ist. Nach der Mittelwertbildung wird das Signal B̃m

mit Gleichung (4.48) auf die booleschen Werte {0, 1} abgebildet, sodass sich das einfach zu inter-
pretierende Signal B̃b aus Gleichung (4.49) ergibt. Dieses besitzt im Nominalfall den Wert Eins und
bei inkonsistenten E/A Paaren, beziehungsweise einem Fehler, den Wert Null. Der Schwellwert τ in
Gleichung (4.48), der darüber entscheidet, ab welchem Wert den gemittelten Signalwerten b̃m(k) der
Wert Null oder Eins zugewiesen wird, sollte auf den Wert Null (τ = 0) gesetzt werden. Für weitere
Erläuterungen siehe Abschnitt 4.4.3. In der Abbildung 5.11 ist sowohl das Verhaltenssignal B̃ (oben)
als auch das boolesche Verhaltenssignal B̃b für den entsprechenden Zeitbereich abgebildet.

Das Verhaltenssignal B̃b wurde hier mit einem gleitenden Mittelwert mit einer Fensterbreite von φ = 2
aus dem Signal B̃ erzeugt. Der Schwellwert τ wurde auf einen Wert von Null gesetzt, sodass nur tat-
sächlich inkonsistente E/A Paare auch als solche bewertet werden. Damit erhält man das eindeutige
und einfach zu interpretierende Signal B̃b im unteren Teil der Abbildung 5.11.
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B̃
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Abbildung 5.11: Verhaltenssignal B̃ (oben) und B̃b (unten) (φ = 2, τ = 0)

Bewertung der Ergebnisse

Wie bereits erwähnt besitzt die Verhaltensmatrix (5.15) eine Struktur, die sehr hohe Wahrschein-
lichkeiten dafür vorsieht, dass das System stets im gleichen Zustand verbleibt. Dies ist auch an
den qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten in den Abbildungen 5.7 und 5.10 sowie in der Tabel-
le 5.6 erkennbar. In den erwähnten Abbildungen sind die vom qualitativen Modell berechneten Zu-
standswahrscheinlichkeiten fast ausnahmslos schwarz dargestellt und demzufolge stets mit sehr hohen
Wahrscheinlichkeiten bewertet. Die Verteilungen der Zustandswahrscheinlichkeiten ändern sich nur
dann merklich, wenn sich die Ein- und Ausgänge ändern. Das qualitative Modell bewertet dabei stets
einen einzelnen qualitativen Zustand mit einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit, während die Wahr-
scheinlichkeiten der anderen Zustände sehr niedrig oder Null sind. Dieses nahezu deterministische
Modellverhalten ist grundsätzlich nicht ideal, da solche Modelle in Bezug auf die Fehlererkennung da-
zu neigen, bereits bei geringen Abweichungen vom trainierten Nominalverhalten, Fehler auszugeben.
Die Ursache für dieses Verhalten liegt hier an der geringen Anzahl qualitativer Eingänge, Ausgän-
ge und Zustände als auch an der Beobachterzeitschrittdauer von nur einem Zeitschritt (Tb = 1).
Diese Restriktionen sind dem Umstand geschuldet, dass sich die grundlegenden Berechnungen zur
Erstellung, Anwendung und Fehlererkennung mit qualitativen Modellen nur für solch kleine Beispiele
zeigen lassen. Dieses Beispiel zeigt dabei allerdings auch, dass selbst mit einem nicht idealen und dazu
noch unvollständigen qualitativen Modell, die Fehlererkennung in technischen Systemen möglich ist.
Im nächsten Abschnitt wird anhand des Erhitzers beispielhaft gezeigt, dass sich mit etwas anderen
Modellparametern deutlich bessere Ergebnisse erzielen lassen.

5.2.6 Variation der Partitionierungen und der Beobachterzeitschrittdauer

Dieser Abschnitt zeigt beispielhaft, wie man das qualitative Modell des Erhitzers optimieren kann,
um die im Abschnitt zuvor angesprochenen Probleme zu minimieren. Dazu wird sowohl die Beob-
achterzeitschrittdauer Tb als auch die Anzahl der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrößen sowie
die Anzahl der Partitionierungen geändert.

Variation der Beobachterzeitschrittdauer

Die Abbildung 5.12 zeigt die Resultate des qualitativen Modells für verschiedene Beobachterzeit-
schrittdauern Tb. Alle anderen Modellparameter blieben dabei unverändert und entsprechen denje-
nigen aus Tabelle 5.5.
Wie man an den qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten erkennen kann, nehmen mit zunehmender
Beobachterzeitschrittdauer die grauen Bereiche in den Abbildungen zu. Die Erhöhung der Beobach-
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Abbildung 5.12: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
und der

Wasseraustrittstemperatur TWA
für eine Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 1 (1.

Reihe), Tb = 3 (2. Reihe), Tb = 6 (3. Reihe)

terzeitschrittdauer führt zu einer breiteren Verteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten, sodass zu
einem Zeitpunkt k in der Regel mehr qualitative Zustände mit einer positiven Zustandswahrschein-
lichkeit bewertet werden. Die Anzahl der Nicht-Nullelemente in der Verhaltensmatrix steigt somit
an. Dies zeigt auch der Vergleich der Verhaltensmatrix (5.25), die unter Berücksichtigung einer Be-
obachterzeitschrittdauer von Tb = 6 erstellt wurde, mit derjenigen aus Gleichung (5.16), der eine
Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 1 zugrunde lag. Dabei gilt es zu beachten, dass sich durch die
Veränderung der Beobachterzeitschrittdauer die Zeitachse k ändert. In der oberen Reihe der Ab-
bildung 5.12 beträgt die Beobachterzeitschrittdauer Tb = 1 und ein Zeitschritt k entspricht der Ab-
tastzeit der Messdaten und beträgt damit 900 s (15 Minuten). Bei einer Beobachterzeitschrittdauer
von Tb = 3 entspricht ein Zeitschritt k einem Zeitraum von 3 · 900 s = 45 Minuten. In der unte-
ren Reihe sind es 6 · 900 s = 90 Minuten. Alle Abbildungen zeigen damit den gleichen Zeitbereich
von 30 Stunden.

L̃(1, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.921 0 0 0 0 0
0.079 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(1, 2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (5.25)
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L̃(2, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0.155 0 0 0 0
0 0.721 0 0 0.333 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0.124 0 0 0.667 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(2, 2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0.004 0
0 0 0 0 0.128 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0.756 0
0 0 0 0 0.112 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(3, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(3, 2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.001
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.055
0 0 0 0 0 0.944

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Variation der Partitionierungen und der Beobachterzeitschrittdauer

Das im Folgenden beschriebene qualitative Modell des Erhitzers wurde mit den in Tabelle 5.10
gegeben Parametern identifiziert.

Tabelle 5.10: Modellparameter
System Erhitzer einer RLT-Anlage aus Abbildung 5.1
Abstastzeit der Daten Ta = 900 s (15-Minutendaten)
Eingangsgrößen
Anzahl

u1 = SV , u2 = TWE
, u3 = TLE

m = 3
Zustandsgrößen
Anzahl

x = TLA

n = 1
Ausgangsgrößen
Anzahl

y = TWA

q = 1
Anzahl qual. Eingänge M = 64 (M1 = 4, M2 = 4, M3 = 4)
Anzahl qual. Zustände N = 6
Anzahl qual. Ausgänge Q = 4
Speicherbedarf γ = 6 · 4 · 6 · 64 = 9216 Werte
Trainingssdaten 60 Tage
Beobachterzeitschrittdauer Tb = 1, Tb = 3, Tb = 6, Tb = 12

Im Unterschied zum einfachen qualitativen Erhitzermodell mit den Parametern aus Tabelle 5.5,
werden nun drei Eingangsgrößen berücksichtigt: Die Ventilstellung SV , die Wassereintrittstempera-
tur TWE

und die Lufteintrittstemperatur TLE
. Als Zustand dient die Luftaustrittstemperatur TLE

und
die Wasseraustrittstemperatur TWA

stellt die Ausgangsgröße dar. Das Modell besitzt M = 64 quali-
tative Eingänge, N = 6 qualitative Zustände und Q = 4 qualitative Ausgänge, womit der Speicherbe-
darf der Verhaltensmatrix bereits 9216 Werte beträgt. Die Abbildung 5.13 zeigt die qualitativen Zu-
standswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA

für verschiedene Beobachterzeitschritt-
dauern.

Wie man an der Abbildung 5.13 oben links erkennen kann, sind die Zustandswahrscheinlichkeiten be-
reits für eine Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 1 deutlich »unschärfer« als in Abbildung 5.12. Dies
liegt daran, dass die Zustandsgröße nun über mehr qualitative Zustände (N = 6) verfügt und zudem
nicht mehr identisch mit einer der Ausgangsgrößen ist. Zudem tragen die zusätzlichen Eingangsgrö-
ßen dazu bei, dass das qualitative Modell die dynamischen Eigenschaften des Erhitzer besser abbilden
kann. Dabei wird auch an diesem Beispiel deutlich, dass die Erhöhung der Beobachterzeitschrittdauer
zu einer unschärferen Repräsentation der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten führt.
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Abbildung 5.13: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
für eine

Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 1 (oben links), Tb = 3 (oben rechts), Tb = 6
(unten links) und Tb = 12 (unten rechts)

An diesem Beispiel lässt sich zudem die qualitative Systemdynamik sehr gut erkennen. Dazu kön-
nen die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten in Abbildung 5.14, die unter Verwendung einer
Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 12 bestimmt wurden, betrachtet werden.
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Abbildung 5.14: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
für eine

Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 12

Während des Zeitraumes k = 5 bis k = 15 ändern sich die qualitativen Werte der quantisierten Ein-
und Ausgänge des Erhitzers nicht und sind für diesen Zeitbereich durch die Folgen

[U (5, . . . , 15)] = (61, 61, 61, 61, 61, 61, 61, 61, 61, 61, 61) ,

[Y (5, . . . , 15)] = (4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4)

gegeben. Trotz der Tatsache, dass die qualitativen Ein- und Ausgänge über diesen Zeitraum konstant
sind, ändern sich jedoch die Zustandswahrscheinlichkeiten innerhalb dieses Zeitbereichs (s. Abbil-
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dung 5.14). Dies zeigt die Dynamik des qualitativen Modells. In einem solchen Fall würde jedes stati-
sche Black-Boxmodell auf die konstanten Modelleingaben stets die gleiche Modellausgabe generieren.
Dass die Fehlererkennung auch mit diesem qualitativen Modell möglich ist, zeigt Abbildung 5.15 ab-
schließend anhand der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA

und des Verhaltenssignals B̃b.
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Abbildung 5.15: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
für eine

Beobachterzeitschrittdauer Tb = 12 und das Verhaltenssignal B̃b (φ = 2, τ = 0)

5.3 Fehlererkennung in einem Erhitzer
RLT-Anlagen gehören, wie bereits in der Einleitung erwähnt, zu den größten Energieverbrauchern in
Gebäuden. Fehler in den Erhitzern, Kühlern oder Wärmerückgewinnungssystemen führen oftmals zu
höheren Energiekosten aber auch zu thermischen Komforteinbußen in den Gebäuden. Die Fehlerer-
kennung in diesen Systemen besitzt damit eine besonders hohe Relevanz. Während des EU-Projekts
CASCADE [21] wurden am Fraunhofer ISE sowohl regelbasierte Systeme zur Fehlererkennung in
RLT-Anlagen entwickelt als auch erste Anwendungstests mit qualitativen Modellen zur Fehlererken-
nung durchgeführt. Die Realisierung der qualitativen Fehlererkennung für den nachfolgend eingeführ-
ten RLT-Erhitzer wurde auch in [91] beschrieben.

5.3.1 Systembeschreibung
Vom Erhitzer der betreffenden RLT-Anlage sind die in der Abbildung 5.16 eingezeichneten Signa-
le verfügbar. Diese wurden entsprechend zur qualitativen Modellbildung verwendet. Die weiteren
Parameter des qualitativen Modells für den Erhitzer sind in der Tabelle 5.11 dargestellt.

Erhitzer TLA
(◦C) = y1 = x1

TWA
(◦C) = y2 = x2

SV (%) = u1

TWE
(◦C) = u2

TLA
(◦C)

TWA
(◦C)TWE

(◦C)
SV (%)

Abbildung 5.16: Erhitzer einer RLT-Anlage
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5.3 Fehlererkennung in einem Erhitzer

Tabelle 5.11: Modellparameter
System Erhitzer einer RLT-Anlage aus Abbildung 5.16
Abstastzeit der Daten Ta = 900 s (15-Minutendaten)
Eingangsgrößen
Anzahl

u1 = SV , u2 = TWE

m = 2
Zustandsgrößen
Anzahl

x1 = TLA
, x2 = TWA

n = 2
Ausgangsgrößen
Anzahl

y1 = TLA
, y2 = TWA

q = 2
Anzahl qual. Eingänge M = 36 (M1 = 6 , M2 = 6)
Anzahl qual. Zustände N = 36 (N1 = 6 , N2 = 6)
Anzahl qual. Ausgänge Q = 36 (Q1 = 6 , Q2 = 6)
Speicherbedarf γ = 36 · 36 · 36 · 36 = 1 679 616 Werte
Trainingssdaten 57 Tage
Beobachterzeitschrittdauer Tb = 2

Wie die Tabelle 5.11 zeigt, wurden die Ventilstellung SV und die Wassereintrittstemperatur TWE
als

Eingangsgrößen für das Modell verwendet. Die Zustände und die Ausgänge sind identisch und durch
die Luftaustrittstemperatur TLA

sowie die Wasserhaustritttemperatur TWA
gegeben. Das Modell be-

sitzt dabei M = 36 qualitative Eingänge, N = 36 qualitative Zustände und Q = 36 qualitative Aus-
gänge, womit der Speicherbedarf der Verhaltensmatrix erheblich ansteigt und bei 1 679 616 Werten
liegt. Die Beobachterzeitschrittdauer wurde bei der Modellbildung auf Tb = 2 Zeitschritte festgelegt,
sodass bei der Beobachtung ein diskreter Zeitschritt k, einem Zeitraum von 1800 s, beziehungsweise
einer halben Stunde entspricht. Die Abbildung 5.17 zeigt die mit der Beobachtergleichung (4.37)
berechneten Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen für die Luftaustrittstemperatur TLA

und die
Wasseraustrittstemperatur TWA

des Erhitzers über die gesamte Trainingsperiode des Modells.
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Abbildung 5.17: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA

und der
Wasseraustrittstemperatur TWA

sowie deren reelle Messwerte (blaue Punkte)
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Man kann an der Abbildung 5.17 bereits erkennen, dass dieses qualitative Modell des realen Systems
für die relativ kurze Beobachterzeitschrittdauer von Tb = 2 schon recht nichtdeterministisch ist. Die
abgebildeten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zustände weisen unterschiedliche Grauschattierun-
gen auf. Damit sind zu jedem Zeitpunkt k stets mehrere qualitative Zustände möglich und die Gefahr,
dass das Modell stets nur einen Zustand als sehr wahrscheinlich bewertet und alle anderen Zustän-
de keine oder sehr geringe Wahrscheinlichkeiten besitzen, kann als niedrig erachtet werden. Noch
deutlicher erkennt man dies, wenn ein kürzerer Ausschnitt des Verlaufs der qualitativen Zustands-
wahrscheinlichkeiten betrachtet wird (s. Abbildung 5.18).
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Abbildung 5.18: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Luftaustrittstemperatur TLA
(mit ein-

gezeichneten Partitionen) und der Wasseraustrittstemperatur TWA

Das in diesem Beispiel schon eine Beobachterzeitschrittdauer von nur zwei Zeitschritten eine gute
Wahl ist, liegt an der Verwendung realer Messdaten. Diese unterliegen natürlichen äußeren Einflüs-
sen und zeigen kein derart idealisiertes Verhalten wie die im Beispiel in Abschnitt 5.2 verwendeten
Simulationsdaten des Modelica

R© Modells.

5.3.2 Qualitative Fehlererkennung
Nach dem Trainieren des qualitativen Modells kann dieses entsprechend zur Bewertung neuer Messda-
ten des Erhitzer eingesetzt werden, wozu der einfache Beobachteralgorithmus 4.1 verwendet wird. Die
beiden folgenden Abbildungen 5.19 zeigen dabei einen Zeitraum von etwas mehr als 5 Tagen im Monat
Dezember, in dem die Detektion einer Anomalie im Verhalten des Erhitzers sichtbar ist.
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Abbildung 5.19: Anomalie in der Wasser- und Luftaustrittstemperatur. Darstellung über ca. 5 Tage
des Monats Dezember.

Wie man in den Abbildungen erkennt, kann das qualitative Modell offensichtlich für den diskreten
Zeitbereich ≈ [2800 ≤ k ≤ 2930] keine positiven Zustandswahrscheinlichkeiten berechnen, was bedeu-
tet, dass die gemessenen quantisierten Ein- und Ausgangsfolgen inkonsistent mit dem qualitativen
Modell sind. Deutlich erkennbar ist auch der Neustart des Beobachteralgorithmus, nachdem der vom
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5.4 Fehlererkennung in einem Heizkreis

Modell als nicht nominaler Betrieb klassifizierte Zustand wieder verlassen wurde. Im hier dargelegten
Fall lässt sich leicht erkennen, dass sowohl die Luftaustrittstemperatur als auch die Wasseraustritt-
stemperatur für den Heizfall außergewöhnlich niedrig sind. Das Dreiwegeventil des Erhitzers ist wäh-
rend dieser Zeit vollständig geöffnet und in der Wasservorlauftemperatur treten mehrere Schwankun-
gen auf, die alleine jedoch nicht als Ursache in Frage kommen. Am nächstliegendsten scheint hier ein
Problem mit dem wasserseitigen Durchfluss zu sein, was wiederum verschiedene Gründe haben kann.
Die Ursache des Problems konnte in diesem Fall nicht geklärt werden. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass der Grund für die vom Modell nicht berechenbaren Zustandswahrscheinlichkei-
ten nicht die niedrigen Luft- und Wasseraustrittstemperaturen sind, sondern die Kombinationen der
gemessenen quantisierten Ein- und Ausgänge. Wie man in der Abbildung erkennen kann, wird die
Anomalie bereits detektiert bevor sich die Luft- und Wassertemperaturen in einem sehr niedrigen
Bereich befinden.
Die beiden Abbildungen 5.20 zeigen das Verhaltenssignal B̃ aus der Gleichung (7.28) und B̃b aus (4.49).
Dabei wurde der Schwellwert τ in (4.48) auf Null gesetzt und der gleitende Mittelwert (4.46) nicht
verwendet. Diese Konfiguration bedeutet, dass alle mit dem Modell inkonsistenten E/A Folgen de-
tektiert und visualisiert werden.
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Abbildung 5.20: Verhaltenssignal B̃ (links) und B̃b (rechts) (φ = 1, τ = 0)

5.4 Fehlererkennung in einem Heizkreis
Im Rahmen des BMWi Projekts OBSERVE [98] wurde ein qualitatives Modell zur Fehlererkennung
in Heizkreisen entwickelt, welches einem der Projektpartner zu Erprobungszwecken zur Verfügung
gestellt wurde. Die folgenden Ergebnisse wurden auch im Endbericht [108] dieses Projekts veröffent-
licht.

Abbildung 5.21: Qualitatives Modell installiert auf einem Rasperry Pi
R©

Das im Folgenden beschriebene qualitative Modell wurde auf einem Minicomputer des Typs Rasper-

ry Pi
R© integriert. Solche dezentralen und flexiblen Lösungen gewinnen zunehmend an Relevanz,

da sie die Fehlererkennung unabhängig von Herstellern und den bestehenden Gebäudeautomations-
systemen machen. Abbildung 5.21 zeigt beispielhaft ein qualitatives Modell, installiert auf einem
Rasperry Pi

R©.
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5 Anwendung qualitativer Modelle in der Gebäudeautomation

5.4.1 Systembeschreibung
Die Abbildung 5.22 zeigt die Systemvorstellung des Heizkreises mit den entsprechenden Eingangs-,
Zustands- und Ausgangsgrößen. Bei dem Gebäude handelt es sich um ein mittelgroßes Nichtwohnge-
bäude in Deutschland.

Erzeuger u1 = SV (%)

u2 = TA(◦C)

u3 = TV L(◦C)

y = TRL(◦C)

x = TRL(◦C)

SV

TVL
TRL

TA

Verbraucher

Abbildung 5.22: Einfacher Heizkreis

In der Tabelle 5.12 sind die Parameter des qualitativen Modells dargestellt. Als Eingangsgrößen für
das qualitative Modell wurden die Ventilstellung SV , die Vorlauftemperatur TV L und die Außen-
lufttemperatur TA verwendet. Als Zustand sowie als Ausgang dient die Rücklauftemperatur TRL.

Tabelle 5.12: Modellparameter
System Heizkreis aus Abbildung 5.22
Abstastzeit der Daten Ta = 60 s (Minutendaten)
Eingangsgrößen
Anzahl

u1 = SV , u2 = TA, u3 = TV L

m = 3
Zustandsgrößen
Anzahl

x = TRL

n = 1
Ausgangsgrößen
Anzahl

y = TRL

q = 1
Anzahl qual. Eingänge M = 216 (M1 = 6, M2 = 6, M3 = 6)
Anzahl qual. Zustände N = 6
Anzahl qual. Ausgänge Q = 6
Speicherbedarf γ = 6 · 6 · 6 · 216 = 46 656 Werte
Trainingssdaten 250 Tage
Beobachterzeitschrittdauer Tb = 1

5.4.2 Qualitative Fehlererkennung
Abbildung 5.23 zeigt die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten der Rücklauftemperatur TRL des
Heizkreises für einen Zeitraum von fünf Stunden während der Heizperiode im Januar 2018. Da die
Beobachterzeitschrittdauer hier nur einen Zeitschritt beträgt (Tb = 1) und die zugrundeliegenden
Daten Minutendaten sind, entspricht ein Zeitschritt k einer Minute. Der in der Abbildung sichtbare
Fehler dauerte dabei 67 Minuten. Verursacht wurde diese Betriebsstörung des Heizkreises dadurch,
dass in diesem Zeitraum Öl für den Heizkessel geliefert wurde und die Anlage während dieser Zeit
abgeschaltet war.

In Abbildung 5.23 zeigt sich wieder, dass der Fehler nicht anhand der Rücklauftemperatur detektiert
wird, sondern auf Basis des Eingangs-Ausgangs-Verhaltens des Heizkreises. In der Abbildung wird
ein Bereich als fehlerhaft detektiert, indem sich die Rücklauftemperatur nicht ungewöhnlich verhält.
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Abbildung 5.23: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Rücklauftemperatur TRL
und das Ver-

haltenssignal B̃b (φ = 2, τ = 0)

Diese sinkt nach dem Fehlerbereich sogar weiter ab, was zeigt, dass der Fehler nicht am Verhalten
der Zustandsgröße detektiert wird. Einen solchen Fehler würde man durch eine reine Grenzwertüber-
wachung der Rücklauftemperatur nicht detektieren können.

Abbildung 5.24 zeigt ein weiteres Beispiel, in dem ein sehr kurzer Fehler von nur zwei mal einer Minute
im Monat Februar 2018 auftritt. Deutlich zu sehen ist hier ein Einbruch der Rücklauftemperatur des
Heizkreises. Diese kurze Betriebsstörung wurde durch das Nachfüllen von Kaltwasser in den Heizkreis
verursacht. Detektiert wurde die Veränderung wieder anhand des sich ändernden Eingangs-Ausgangs-
Verhaltens des Systems. In Abbildung 5.24 wird deutlich, dass sich auch sehr kurz auftretende Fehler
detektieren lassen, wenn die Sensitivität durch einen niedrigen Wert von φ = 1 entsprechend hoch
eingestellt ist.
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Abbildung 5.24: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Rücklauftemperatur TRL
und das Ver-

haltenssignal B̃b (φ = 1, τ = 0)

Während der Anwendungsphase des qualitativen Heizkreismodells wurde im Rahmen des Forschungs-
projekts am gleichen Heizkreis auch eine modellprädiktive Regelung getestet. Diese beeinflusste ent-
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5 Anwendung qualitativer Modelle in der Gebäudeautomation

sprechend das Verhalten des Heizkreises, was ebenfalls vom qualitativen Modell detektiert wurde.
Dies ist in Abbildung 5.25 für die ersten drei Wochen des Monats Dezember 2017 dargestellt. Durch
die veränderte Regelstrategie des Heizkreises ändert sich das dynamisches Verhalten des Gesamtsy-
stems, was zu vielen kurzzeitig auftretenden Fehlern führt.
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Abbildung 5.25: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Rücklauftemperatur TRL
und das Ver-

haltenssignal B̃b (φ = 2, τ = 0)

Nach der Testphase der modellprädiktiven Regelung des Heizkreises wurde im Januar 2018 wieder
die ursprüngliche Regelstrategie übernommen. Die Abbildung 5.26 zeigt das Ergebnis der qualitati-
ven Fehlerdetektion für die letzten beiden Wochen im Januar, in dem nur zwei kurze Inkonsistenzen
auftreten, denen sich jedoch keine bestimmten Fehler zuordnen ließen. Solche kurzen Inkonsistenzen
können bei Bedarf durch die Erhöhung der Fensterbreite φ des gleitenden Mittelwertes eliminiert
werden. Hierbei gilt es stets abzuwägen, ab wie vielen zusammenhängenden Fehlern tatsächlich ein
Fehler im Verhaltenssignal visualisiert werden soll. In der Praxis wird man wegen eines »Fehlers«,
der nur wenige Minuten andauert, kaum eine Fehlermeldung generieren oder den Gebäudebetreiber
informieren. Hier sind also stets die Bedürfnisse der Gebäudebetreiber entsprechend zu berücksichti-
gen.
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Abbildung 5.26: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Rücklauftemperatur TRL
und das Ver-

haltenssignal B̃b (φ = 2, τ = 0)
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5.5 Fehlererkennung in einem thermischen Speicher
Während des EU-Projekts TOPAS [118] wurde ein qualitatives Modell eines thermischen Speichers
erstellt, um dessen Betriebsverhalten zu überwachen.

5.5.1 Systembeschreibung

Ein Prinzipbild, welches die verfügbaren Sensoren des Speichers zeigt, ist in Abbildung 5.27 darge-
stellt. Der Speicher verfügt über fünf Temperatursensoren, die als Zustandsgrößen des qualitativen
Modells dienen. Die Speichervorlauftemperatur zu den Verbrauchern wird als Eingangsgröße und die
Rücklauftemperatur als Ausgangsgröße verwendet. Die Einstellungen und Parametrierungen für das
qualitative Modell sind in der Tabelle 5.13 zusammengefasst.

TS5
TS4

TS3
TS2
TS1

TRL

TV LTA

Speicher

Abbildung 5.27: Thermischer Speicher

Wie Tabelle 5.13 zeigt, beträgt der Speicherbedarf des qualitativen Modells aufgrund der vielen be-
rücksichtigten Zustandsgrößen über 67 Millionen Werte. Der reelle Speicherbedarf für das qualitative
Modell liegt hier bei über 500 Megabyte. Dieses Beispiel zeigt die Notwendigkeit dafür, den Speicher-
bedarf qualitativer Modelle zu reduzieren. Ein direkter Einsatz dieses qualitativen Modells auf einem
GLT-Rechner, einer DDC oder einem Mikrocomputer scheint bei diesem Modell nicht mehr prak-
tikabel. Dabei muss zudem bedacht werden, dass es sich nur um einziges System eines Gebäudes
handelt. Gebäude besitzen jedoch eine Vielzahl von dynamischen Systemen, die es hinsichtlich ihres
Verhaltens zu überwachen gilt. Wenn der Speicherbedarf eines einzigen qualitativen Modells bereits
derart hoch ist, scheint es eher unwahrscheinlich, auf den meist in ihrer Rechenleistung begrenz-
ten Gebäudeautomationssystemen, mehrere qualitative Modelle zur Überwachung multipler Systeme
einzusetzen. Eine Lösung für diese Problem wird in Kapitel 9 beschrieben.

Tabelle 5.13: Modellparameter
System Thermischer Speicher aus Abbildung 5.27
Abstastzeit der Daten Ta = 900 s (15-Minutendaten)
Eingangsgrößen
Anzahl

u1 = TV L , u2 = TA

m = 2
Zustandsgrößen
Anzahl

x1 = TS1 , x2 = TS2 , x3 = TS3 , x4 = TS4 , x5 = TS5

n = 5
Ausgangsgrößen
Anzahl

y = TRL

q = 1
Anzahl qual. Eingänge M = 16 (M1 = 4, M2 = 4)
Anzahl qual. Zustände N = 1024 N1 = 4, N2 = 4, N3 = 4, N4 = 4, N5 = 4
Anzahl qual. Ausgänge Q = 4
Speicherbedarf γ = 1024 · 4 · 1024 · 16 = 67 108 864 Werte
Trainingssdaten 79 Tage
Beobachterzeitschrittdauer Tb = 1
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5 Anwendung qualitativer Modelle in der Gebäudeautomation

5.5.2 Qualitative Fehlererkennung

Die Abbildung 5.28 zeigt die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten über einen Zeitraum von 37
Tagen im Frühjahr 2017. Deutlich zu erkennen sind die geschichteten Temperaturniveaus des Spei-
chers und die vom qualitativen Modell berechnten Zustandswahrscheinlichkeiten. Auch wird wieder
deutlich, dass das qualitative Modell das Speicherverhalten offenbar gut approximiert, denn die realen
Messwerte liegen stets in den dunkleren Bereichen, die mit einer hohen Zustandswahrscheinlichkeit
bewertet sind.
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Abbildung 5.28: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten der Speichertemperaturen, dargestellt
über 37 Tage des Trainingszeitraums

In Abbildung 5.29 ist wiederum das Verhaltenssignale B̃ über einen Zeitraum von eineinhalb Jahren
dargestellt.

B̃
b

Abbildung 5.29: Verhaltenssignal B̃b (φ = 4, τ = 0)

Wie man sieht, werden im Zeitraum um Weihnachten 2017 mehrere Anomalien detektiert, während
über den restlichen Zeitraum keine Fehler erkannt wurden. Die zur Weihnachtszeit auftretenden In-
konsistenzen des Modells mit den Messdaten sind dabei vermutlich auf ein verändertes Nutzungsprofil
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des Gebäudes, beziehungsweise des Speichers zurückzuführen. Bei dem Gebäude handelt es sich um
eine Universität und der Bereich mit den detektierten Anomalien entspricht den Weihnachtsferien
und der vorlesungsfreien Zeit. In diesem Zeitraum wird weniger Warmwasser gezapft als während des
Semester und die Temperaturschichtungen des Speichers sind schärfer, was sich auch im Eingangs-
Ausgangs-Verhalten zeigt. Es handelt sich hierbei demnach nicht um einen klassischen Fehler im
System, sondern lediglich um eine nutzungsspezifische Abweichung vom durch die Trainingsdaten
festgelegten Nominalbetrieb.

5.6 Zwischenfazit

Wie dieses Kapitel zeigt, können qualitative Modelle zur Fehlererkennung in verschiedenen Gebäu-
desystemen erfolgreich verwendet werden, vorausgesetzt man verfügt über entsprechende Messdaten,
mit denen sich ein Nominalverhalten der Systeme trainieren lässt. Dieser Punkt stellt bei der An-
wendung solcher Modelle sicherlich eine Herausforderung dar, da die Datenvorprozessierung mitun-
ter zeitaufwändig ist. Bei der Verwendung von Gebäudemessdaten zum Trainieren des qualitativen
Modells, ist es entsprechend hilfreich, wenn diese von hoher Qualität und mit kurzen Abtastzeiten
verfügbar sind. Existieren Lücken in den Messdaten, muss darauf geachtet werden, dass die sich aus
diesen Lücken ergebenden nicht-kausalen Zusammenhänge bei der qualitativen Modellbildung nicht
mittrainiert werden. Über die notwendige Anzahl von Messdaten, die man benötigt, um ein plausi-
bles qualitatives Modell zu identifizieren, können grundsätzlich keine pauschalen Aussagen getroffen
werden. Letztendlich hängt dies davon ab, wie dynamisch das Verhalten der Gebäudesysteme ist
und ob die verfügbaren Messdaten ausreichen, dieses Verhalten möglichst vollständig abzubilden.
Bei Gebäudeprozessen die stark von der Jahreszeit abhängig sind, sollten möglichst immer Daten
aller Jahreszeiten trainiert werden, damit das qualitative Modell »lernt«, wie sich beispielsweise ein
Heizkreis im Sommer und im Winter verhält.
Ist man im Besitz geeigneter Messdaten, braucht es nur wenige Informationen um ein qualitatives
Modell zu trainieren. Die einstellbaren Modellparameter beschränken sich im Wesentlichen auf die
Anzahl der Partitionierungen, die man für die Systemgrößen festlegt und die damit über die Modell-
präzision und den benötigten Speicherbedarf entscheiden. Auch die Bobachterzeitschrittdauer des
qualitativen Modells kann variiert werden, um ein Modell zu finden, das hinreichend nichtdetermi-
nistisch ist und das Systemverhalten damit nicht zu präzise abbildet. Wie dieses Kapitel außerdem
zeigte, lassen sich die Ergebnisse bezüglich der Bewertung, ob sich ein System nominal oder fehlerhaft
verhält, sehr gut und eindeutig interpretierbar darstellen. Mithilfe der in Abschnitt 4.4.3 eingeführten
und erläuterten Methoden zur Weiterverarbeitung des Verhaltenssignals B̃, wird dem Gebäudebe-
treiber mit dem einstellbaren gleitenden Mittelwert φ ein Werkzeug zur Verfügung gestellt, mit dem
er selbst entscheiden kann, ab wie vielen fehlerhaften Zeitschritten er informiert werden möchte.
Im Vergleich zu den Methoden des Stands der Technik der Fehlererkennung in der Gebäudeautomati-
on, ergeben sich aus der Verwendung qualitativer Modelle zahlreiche Vorteile. Während die aktuellen
Methoden lediglich auf der Überwachung von Grenzwerten und dem visuellen Auswerten von Messda-
ten beruhen, bieten qualitative Modelle die Möglichkeit, das Systemverhalten automatisiert und
dynamisch zu überwachen. Zusätzlich erhält man durch die Darstellung der qualitativen Zustands-
wahrscheinlichkeiten eine anschauliche Interpretation des qualitativen Systemverhaltens. Durch die
auf Grundlage des Beobachteralgorithmus 4.1 automatisierten Abläufe entfällt ein manuelles Sichten
der Gebäudemessdaten und der Gebäudetreiber wird entsprechend entlastet.
Leider besitzen die qualitativen Modelle auch Nachteile, die es zu erwähnen gilt. Aufgrund der hier
verwendeten und auf Messdaten basierenden Modellbildung, unterliegen die qualitativen Modelle den
gleichen Nachteilen, wie alle anderen Black-Box Modelle. Werden bereits bei der Modellidentifikati-
on fehlerhafte Betriebszustände einer Anlage trainiert, dann können diese später nicht mehr erkannt
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werden und das Modell bewertet einen womöglich fehlerhaften Zeitbereich als nominal. Abhilfe kann
hier nur eine sorgfältige Prüfung und Auswahl der Trainingsdaten schaffen, was häufig mit einem
großen Zeitaufwand verbunden ist und dennoch nicht mit hundertprozentiger Sicherheit gewährlei-
sten kann, tatsächlich nur fehlerfreie Daten zu erhalten. Ein weiterer Nachteil ist der überaus große
Speicherbedarf der qualitativen Modelle, der es unmöglich macht, Modelle von großen Systemen
mit vielen Systemgrößen oder von mehreren kleinen Systemen, effizient auf den Gebäudeleitrechnern
oder auch auf dezentralen Minicomputern zu speichern. Eine Lösung für dieses Problems wird in den
folgenden Kapiteln beschrieben. Die Abbildung 5.30 veranschaulicht ergänzend zu Tabelle 1.1 das
Komplexitätsproblem stochastischer Automaten und qualitativer Modelle.
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Abbildung 5.30: Speicherbedarf γ qualitativer Modelle für eine gleiche Anzahl qualitativer Eingän-
ge M , Zustände N und Ausgänge Q

In der Abbildung 5.30 ist der Speicherbedarf des realen Erhitzers aus Abschnitt 5.3 mit den Mo-
dellparametern aus Tabelle 5.11 eingezeichnet. Der Erhitzer dient in den folgenden Kapiteln als
Grundlage, um die darin vorgestellte Methode der Tensordekomposition zur Speicherreduktion sto-
chastischer Automaten und qualitativer Modelle zu demonstrieren. Das folgende Kapitel führt dabei
zunächst die benötigten Grundlagen der Tensoralgebra ein.
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6
Lineare und multilineare Algebra
Dieses Kapitel beinhaltet eine Einführung in die lineare und multilineare Algebra und
stellt grundlegende mathematische Produkte und Definitionen von Vektoren, Matrizen
und Tensoren vor. In Abschnitt 6.1 erfolgt zunächst eine kurze Einleitung bezüglich der
Darstellung von Matrizen, Vektoren und Tensoren, während in Abschnitt 6.2 die Ten-
soren und ihre Eigenschaften beschrieben werden. Grundlegende Operationen wie die
Matrizisierung und Vektorisierung von Tensoren werden in Abschnitt 6.3 erläutert. An-
schließend erfolgt in Abschnitt 6.4 eine ausführliche Beschreibung der in dieser Arbeit
benötigten Tensor-, Matrix- und Vektorprodukte. Abschließend werden in Abschnitt 6.5
spezielle Tensoren eingeführt und deren Eigenschaften beschrieben.

6.1 Grundlagen

6.1.1 Notationen

Tabelle 6.1 zeigt die im Folgenden verwendeten Symbolkonventionen für Skalare, Vektoren, Matrizen
und Tensoren. Für Tensoren sind außerdem die erweiterten Darstellungskonventionen in Tabelle 6.2
zu beachten.

Tabelle 6.1: Darstellungskonvention für Vektoren, Matrizen und Tensoren
Bedeutung Konvention
Skalare: klein und kursiv, z. B. x ∈ R

Vektoren: klein und fett, z. B. x ∈ RI

Vektorkomponente: xi ∈ R

Matrizen: groß und fett, z. B. X ∈ RI×J

Matrixspalte, Spaltenvektor x:j ∈ RI

Matrixzeile, Zeilenvektor xi: ∈ RJ

Matrixelement: xij ∈ R

Tensoren: groß und serifenlos, z. B. X ∈ RI×J×K

Tensorscheibe: X:j: ∈ RI×K

Tensorfiber: xi:k ∈ RJ

Tensorelement: xijk ∈ R

6.1.2 Vektoren und Matrizen

Ein Vektor

x =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1
x2
...

xI

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ RI , xT =
(
x1 x2 · · · xI

) ∈ RI (6.1)
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mit Komponenten xi ∈ R und Indizes i ∈ {1, 2, . . . , I} ist ein Element des I-dimensionalen reellen
Vektorraums RI . Dabei stellt xT den zu x transponierten Vektor dar. Eine Matrix mit I Zeilen
und J Spalten

X =

⎛⎜⎜⎜⎝
x11 x12 · · · x1J

x21 x22 · · · x2J
...

... . . . ...
xI1 xI2 · · · xIJ

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ RI×J (6.2)

ist eine tabellarische Anordnung von Elementen und wird als I × J Matrix bezeichnet. Hierbei
ist xij ∈ R das Element der i-ten Zeile und der j-ten Spalte, wobei für die Indizes i ∈ {1, 2, . . . , I}
und j ∈ {1, 2, . . . , J} gilt. I und J sind die Dimensionen der Matrix.

Index-Operator »:«

Wählt man etwa aus der Matrix X ∈ RI×J in (6.2) die j-te Spalte aus, erhält man einen Spaltenvektor,
der wie folgt notiert wird:

x:j =

⎛⎜⎜⎜⎝
x1j

x2j
...

xIj

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ RI . (6.3)

Der Index-Operator »:« beschreibt somit die Auswahl aller Elemente die der jeweilige Index anneh-
men kann [56, S. 457].

6.2 Tensoren
Im Allgemeinen existieren in Abhängigkeit des Anwendungsgebiets verschiedene Definitionen von
Tensoren. In Abgrenzung zur Mathematik und Physik, wo häufig Tensorfelder, Spannungstensoren
oder Energie-Impuls-Tensoren behandelt werden, bezieht sich die Definition eines Tensors hier auf
die Repräsentation mehrdimensionaler Datenstrukturen [56, S. 455]. In diesem Kontext werden Ten-
soren durch mehrdimensionale Arrays (N -dimensionale Arrays) repräsentiert [4, S. 635], [56, S. 455].
Entsprechende Literatur zu dieser Interpretation von Tensoren findet sich in [4], [25], [48], [56], [57].
Abbildung 6.1 zeigt einleitend die Vorstellung von Vektoren, Matrizen und eines 3-dimensionalen
Tensors.

x521

x472

x52x5

x ∈ R6

Vektor

X ∈ R6×8

Matrix

X ∈ R6×8×5

Tensor

Abbildung 6.1: Vektor, Matrix und Tensor, nach [25, S. 29]
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6.2 Tensoren

6.2.1 Definition

Ein Tensor ist wie folgt definiert.

Definition 6.1 (Tensor [25, S. 28]): Ein Tensor N -ter Ordnung

X ∈ RI1×I2×···×IN (6.4)

ist ein N -dimensionales Array, dessen Elemente xi1i2...iN mit in ∈ {1, 2, . . . , In} für n = 1, 2, . . . , N
indiziert sind.

Die Ordnung oder Stufe eines Tensors (6.4) entspricht der Anzahl seiner Dimensionen oder Modi [25,
S. 28]. Gleichbedeutend kann man formulieren, dass die Stufe oder Ordnung der Anzahl an Indizes
entspricht, die man benötigt, um ein einzelnes Element des Tensors zu selektieren. Abbildung 6.2
zeigt dies beispielhaft anhand eines Tensors dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 .
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Abbildung 6.2: Elemente xi1i2i3 eines Tensors dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 mit I1 = 5, I2 = 8
und I3 = 4, nach [25, S. 29]

In Abhängigkeit der Ordnung eines Tensors existieren Analogien zu Skalaren, Vektoren und Matrizen.
So ist beispielsweise ein Skalar x ∈ R ein Tensor der Ordnung null, ein Vektor x ∈ RI ist ein Tensor
erster Ordnung und eine Matrix X ∈ RI×J ist ein Tensor zweiter Ordnung [4, S. 637]. Ab einer
Ordnung von drei oder größer spricht man von Tensoren höherer oder N -ter Ordnung [56, S. 455].

Fixiert man bei einem Tensor mindestens einen Index, dann erhält man einen Subtensor dessen
Ordnung um die Anzahl der fixierten Indizes geringer ist. Für den in Abbildung 6.2 dargestellten
Tensor dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 führt beispielsweise die Fixierung des ersten Index i1 zu einer
Matrix Xi1:: ∈ RI2×I3 , die auch als Tensorscheibe bezeichnet wird [56, S. 457].

6.2.2 Tensorscheiben

Definition 6.2 (Tensorscheibe [25, S. 29]): Fixiert man bei einem Tensor höherer Ordnung (N ≥ 3)
alle Indizes bis auf zwei, dann erhält man eine Tensorscheibe, beziehungsweise eine Matrix.

Definition 6.2 kann am Beispiel eines Tensor dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I2 leicht veranschaulicht
werden. Wie Abbildung 6.3 zeigt, erhält man je nachdem welcher der drei Indizes i1, i2, i3 fixiert
wird, laterale X:i2: ∈ RI1×I3 , horizontale Xi1:: ∈ RI2×I3 oder frontale X::i3 ∈ RI1×I2 Scheiben [56,
S. 457]. Neben den Tensorscheiben, die das Äquivalent einer Matrix darstellen, können sogenannte
Tensorfibern als Analogie zu Vektoren definiert werden.

109



6 Lineare und multilineare Algebra

X:2:

X4:: X::3

Laterale Scheiben Horizontale Scheiben Frontale Scheiben

Abbildung 6.3: Tensorscheiben eines Tensors dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 , nach [25, S. 31]

6.2.3 Tensorfibern
Definition 6.3 (Tensorfiber [25, S. 29]): Fixiert man bei einem Tensor höherer Ordnung (N ≥ 2)
alle Indizes bis auf einen, dann erhält man eine Tensorfiber, beziehungsweise einen Vektor.

Auch die Tensorfibern werden anhand ihrer Orientierung unterschieden. Bei einem wie in Abbil-
dung 6.4 dargestellten Tensor dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 , unterscheidet man anhand seiner
Modi, zwischen Modus-1 x:i2i3 ∈ RI1 , Modus-2 xi1:i3 ∈ RI2 und Modus-3 xi1i2: ∈ RI3 Fibern [56,
S. 458]. Werden Berechnungen mit den Tensor-Fibern angestellt, werden diese unabhängig von ihrer
Orientierung als Spaltenvektoren interpretiert [25, S. 31], [56, S. 457].

x:24

x3:2

x43:

Modus-1 Fiber Modus-2 Fiber Modus-3 Fiber

Abbildung 6.4: Tensorfibern eines Tensors dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 , nach [25, S. 31]

Tabelle 6.2 gibt einen abschließenden Überblick bezüglich der bestehenden Analogien zwischen Ten-
soren N -ter Ordnung und deren Subtensoren, die man durch Fixierung eines oder mehrerer Indizes
erhält.

Tabelle 6.2: Indexnotation für Tensoren, nach [23, S. 146], [5, S. 207–208]
Darstellung Bezeichnung
X ∈ RI1×I2×···×IN Tensor N -ter Ordnung
xi1i2...iN

∈ R

x(i1, i2, . . . , iN ) ∈ R

(i1, i2, . . . , iN )-tes Element von X, Subtensor der
Ordnung null, Skalar

x:i2...iN
∈ RI1

x(:, i2, . . . , iN ) ∈ RI1
Tensorfiber von X, Subtensor erster Ordnung, Vektor

X::i3...iN
∈ RI1×I2

X(:, :, i3, . . . , iN ) ∈ RI1×I2
Tensorscheibe von X, Subtensor zweiter Ordnung, Matrix

X:::i4...iN
∈ RI1×I2×I3

X(:, :, :, i4, . . . , iN ) ∈ RI1×I2×I3
Subtensor dritter Ordnung
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6.3 Tensortransformationen

Neben der Festlegung der Bezeichnung verschiedener Subtensoren zeigt die Tabelle 6.2 in der linken
Spalte eine alternative Notation zur Angabe der Tensorindizes. Die Indizes eines Tensors können
demnach entweder tiefgestellt oder kommasepariert in runden Klammen angegeben werden. Das
heißt, die Selektion einer Modus-2 Fiber eines Tensors dritter Ordnung X ∈ RI1×I2×I3 kann anstatt
durch xi1:i3 ∈ RI2 auch durch die Notation x(i1, :, i3) ∈ RI2 ausgedrückt werden. Während erstere
Notation sehr kompakt ist, bietet die zweite Darstellung Vorteile in Bezug auf die Lesbarkeit. Dies
gilt vor allem dann, wenn die entsprechenden Tensoren viele Dimensionen besitzen oder die Indizes
zeitabhängig sind, sodass ein zusätzlicher Zeitindex angehängt werden muss. Die beiden Darstel-
lungsmöglichkeiten werden im Folgenden in Abhängigkeit des jeweiligen Kontexts und der Interpre-
tierbarkeit äquivalent verwendet.

6.3 Tensortransformationen

Tensoren können in Matrizen und Vektoren transformiert werden, indem man ihre Elemente in einer
entsprechenden zweidimensionalen oder eindimensionalen Struktur anordnet. Das Umordnen der Ele-
mente eines Tensors höherer Ordnung in eine Matrixform wird als Matrizisierung (engl.: Matricizati-
on) und die Transformation in einen Vektor als Vektorisierung (engl.: Vectorization) bezeichnet [48,
S. 109–111]. Hierbei existieren für beide Transformationen feste Regeln, die definieren in welcher
Reihenfolge die Elemente eines Tensors in der jeweiligen Zielstruktur angeordnet werden. Diese Fest-
legung erfolgt durch einen sogenannten Multiindex, der in Abschnitt 6.3.1 eingeführt wird. Neben
der Matrizisierung und Vektorisierung von Tensoren können umgekehrt auch Matrizen und Vektoren
in Tensoren transformiert werden, was man als Tensorisierung (engl.: Tensorization) bezeichnet [22,
S. 277]. Eine Übersicht, die den Zusammenhang zwischen allen oben genannten Transformationen
zeigt, befindet sich in [22, S. 274]. Die Tensorisierung findet in dieser Arbeit keine Anwendung. Die
Vektorisierung und Matrizisierung werden in den Abschnitten 6.3.2 und 6.3.3 erläutert.

6.3.1 Multiindex

Definition 6.4 (Multiindex [63, S. 601]): Indizes jn ∈ {1, 2, . . . , Jn}, die für n = 1, 2, . . . , N gegeben
sind, werden durch den Multiindex

j1j2 . . . jN = jN + (jN−1 − 1)JN + (jN−2 − 1)JN−1JN + · · ·
+ (j2 − 1)J3J4 · · · JN + (j1 − 1)J2J3J4 · · · JN ∈ N

(6.5)

auf einen ganzzahligen skalaren Wert abgebildet.

Der in Definition 6.4 festgelegte Multiindex entspricht der sogenannten big-endian Konvention [63,
S. 601]. Durch diese Definition wird sowohl für die Matrizisierung als auch für die Vektorisierung
festgelegt, an welcher Position die Elemente eines Tensors in einer Matrix oder dem Vektor angeord-
net werden. Neben der big-endian Konvention, die ihren Ursprung in der Programmiersprache C hat
und standardmäßig in Python

TM zum Einsatz kommt, existiert die little-endian Konvention, die
beispielsweise in Matlab

R© und Fortran verwendet wird [22, S. 274–275]. Beide Konventionen sind
unter anderem in [22, S. 274], [64, S. 924] beschrieben und führen bei der Matrizisierung und Vek-
torisierung zu unterschiedlichen Anordnungen der Tensorelemente in der jeweiligen Zielstruktur (s.
Anmerkung 6.1). Grundsätzlich ist es dabei unerheblich, für welche der beide Varianten man sich
entscheidet, solange man diese konsistent verwendet [56, S. 460]. In der Praxis erweist es sich jedoch
als intuitiver und weniger fehleranfällig, die Konvention zu verwenden, die der zugrundeliegenden
Programmiersprache entspricht (s. a. Abschnitt 6.3.2).
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6 Lineare und multilineare Algebra

6.3.2 Matrizisierung
Bei der Matrizisierung eines Tensors wird im Wesentlichen zwischen zwei verschiedenen Methoden
unterschieden, die in der Literatur als Modus-n Matrizisierung (engl.: mode-n matricization) [22], [56],
[63] und kanonische Modus-n Matrizisierung (engl.: mode-n canonical matricization) [22] bekannt
sind. Die kanonische Modus-n Matrizisierung wird auch als n-te kanonische Matrizisierung (engl.:
n-th canonical matricization) [63] oder Modus-(1, 2, . . . , N) Matrizisierung [62], [64] bezeichnet.

Modus-n Matrizisierung

Ordnet man die Modus-n Fibern eines Tensors als Spaltenvektoren einer Matrix an, spricht man von
einer Modus-n Matrizisierung (s. Abbildung 6.5).
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Modus-2−−−−−−−−−→
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Modus-3−−−−−−−−−→
Matrizisierung

Abbildung 6.5: Modus-n Matrizisierung

Die in Abbildung 6.5 dargestellten Neuanordnungen der Modus-n Fibern des Ten-
sors Y ∈ RJ1×J2×J3 ergeben sich aus der Festlegung des Multiindex (6.5) sowie der folgenden De-
finition der Modus-n Matrizisierung.

Definition 6.5 (Modus-n Matrizisierung [22, S. 275]): Die Matrizisierung eines Tensors N -ter Ord-
nung Y ∈ RJ1×J2×···×JN entlang eines definierten Modus n ∈ {1, . . . , N} ergibt eine Matrix

Y(n) ∈ RJn×J1J2···Jn−1Jn+1···JN (6.6)

mit Elementen

(Y(n))jnj1...jn−1jn+1...jN
= y(j1, j2, . . . , jN ) . (6.7)
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6.3 Tensortransformationen

Die Notation (6.7) bedeutet, dass das Tensorelement y(j1, j2, . . . , jN ) durch die Matrizisierung nun
an der Position (jn, j1 . . . jn−1jn+1 . . . jN ) in der Matrix Y(n) steht. Die Berechnung des Multiindex
in (6.7) kann mit

j1 . . . jn−1jn+1 . . . jN = jN + (jN−1 − 1)JN + · · · + (jn+1 − 1)Jn+2 · · · JN (6.8)
+ (jn−1 − 1)Jn+1 · · · JN + · · · + (j1 − 1)J2Jn−1Jn+1 · · · JN

auch explizit angegeben werden (vgl. Definition 6.4).

Beispiel 6.1 (Modus-1 Matrizisierung): Gegeben sei der in Abbildung 6.6 dargestellte Tensor drit-
ter Ordnung Y ∈ RJ1×J2×J3 mit den Elementen yj1j2j3 sowie den Dimensionsgrößen J1 = 2, J2 = 3
und J3 = 2.

y111 y121

y211 y221

y112 y122

y212 y222

y131

y231

y132

y232

(Y(1))11 (Y(1))12 (Y(1))13 (Y(1))14 (Y(1))15 (Y(1))16

(Y(1))21 (Y(1))22 (Y(1))23 (Y(1))24 (Y(1))25 (Y(1))26

Modus-1−−−−−→
Matr.

Y(1) ∈ R2×6Y ∈ R2×3×2

Abbildung 6.6: Modus-1 Matrizisierung

Die in Abbildung 6.6 dargestellte Modus-1 Matrizisierung des Tensors Y ∈ R2×3×2 führt unter Ver-
wendung von Gleichung (6.7) zu der Matrix Y(1) ∈ R2×6 (vgl. Abbildung 6.5). Dabei vereinfacht sich
die Gleichung (6.7) für den dreidimensionalen Fall (N = 3) und die Modus-1 Matrizisierung (n = 1)
zu

(Y(1))j1j2j3
= yj1j2j3 mit j2j3 = j3 + (j2 − 1) · J3 .

Für ein Tensorelement y132 ergibt sich aus dem Multiindex 32 = 2 + (3 − 1) · 2 = 6 und j1 = 1 die
Beziehung

(Y(1))16 = y132 .

Anmerkung 6.1 (Modus-n Matrizisierung): Wie man in Abbildung 6.5 sieht, werden bei der Modus-n
Matrizisierung die Modus-n Fibern eines Tensors als Spaltenvektoren einer Matrix angeordnet. Die
Reihenfolge in der diese Umordnung geschieht, wird bestimmt durch die in Definition 6.4 festgelegte
big-endian Konvention des Multiindex. Diese Art der Matrizisierung geht zurück auf die ursprünglich
in [28, S. 1255–1256] eingeführte Definition der Matrizisierung. Eine alternative Art der Matrizisie-
rung, die zu einer anderen Anordnung der Modus-n Fibern führt, wird in [48, S. 109–111] beschrieben.
Die dort dargestellte Anordnung der Modus-n Fibern entspricht derjenigen, die man unter Verwen-
dung der little-endian Konvention des Multiindex erhalten würde. Beide Varianten der Matrizisierung
sind in [4, S. 647] anschaulich gegenübergestellt.
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6 Lineare und multilineare Algebra

Kanonische Modus-n Matrizisierung

Wie die folgende Abbildung zeigt, werden bei der kanonischen Modus-n Matrizisierung, die Modus-n
Fibern des Ursprungstensors nicht nur nebeneinander, sondern auch untereinander angeordnet.
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Abbildung 6.7: Kanonische Modus-n Matrizisierung

Definition 6.6 (Kanonische Modus-n Matrizisierung [22, S. 275]): Die kanonische Modus-n Ma-
trizisierung eines Tensors Y ∈ RJ1×J2×···×JN entlang eines definierten Modus n ∈ {1, . . . , N} ergibt
eine Matrix

Y<n> ∈ RJ1J2···Jn×Jn+1Jn+2···JN (6.9)

mit Elementen

(Y<n>)j1j2...jn jn+1jn+2...jN
= y(j1, j2, . . . , jN ) . (6.10)

Wie ein Vergleich der Abbildungen 6.5 und 6.7 zeigt, ist die kanonische Modus-1 Matrizisierung mit
der Modus-1 Matrizisierung identisch, womit folgendes gilt:

Y<1> ≡ Y(1) . (6.11)

In Abbildung 6.7 wird außerdem deutlich, dass wenn man einen Tensor N -ter Ordnung entlang des
letzten, also des N -ten Modus matrizisiert, das Ergebnis ein Vektor ist. Diese Operation ist identisch
mit der Vektorisierung eines Tensors, die im nächsten Abschnitt beschrieben wird.

114



6.4 Tensor- und Matrixprodukte

6.3.3 Vektorisierung

Definition 6.7 (Vektorisierung [63, S. 601]): Die Vektorisierung eines Tensors Y ∈ RJ1×J2×···×JN

der Ordnung N ist definiert als die N -te kanonische Matrizisierung

vec(Y) ≡ y<N> ∈ RJ1J2···JN (6.12)

und ergibt einen Vektor mit Elementen

(vec(Y))j1j2...jN
= y(j1, j2, . . . , jN ) . (6.13)

6.4 Tensor- und Matrixprodukte

Die folgende Tabelle 6.3 gibt einen Überblick bezüglich der in diesem Abschnitt eingeführten Tensor-
und Matrixprodukte. Dabei sei angemerkt, dass alle im Folgenden beschriebenen Produkte in ent-
sprechenden Toolboxen in Matlab

R© und Python
TM zur Verfügung stehen. Eine Übersicht dazu

findet sich in Tabelle 8.1 in Kapitel 8.

Tabelle 6.3: Tensor- und Matrixprodukte
Symbol Bedeutung

· Matrixprodukt, Matrix-Vektor Produkt
⊗⊕ Hadamard-Produkt
⊗ Kronecker-Produkt
�• Dyadisches Produkt

×̄(n) Modus-n Tensor-Vektor Produkt
� Kontrahiertes Modus-(P | 1) Tensorprodukt

〈·|·〉 Kontrahiertes Tensorprodukt

6.4.1 Hadamard-Produkt

Das Hadamard-Produkt ist das elementweise Produkt zweier oder mehrerer dimensionsgleicher Ten-
soren.

Definition 6.8 (Hadamard-Produkt): Das Hadamard-Produkt zweier Tensoren X ∈ RJ1×J2×···×JN

und Y ∈ RJ1×J2×···×JN ist ein Tensor

Z = X ⊗⊕ Y ∈ RJ1×J2×···×JN (6.14)

mit Elementen

z(j1, j2, . . . , jN ) = x(j1, j2, . . . , jN ) · y(j1, j2, . . . , jN ) . (6.15)

Sind mehrere Tensoren N -ter Ordnung X(k) ∈ RJ1×J2×···×JN für k = 1, . . . , K gegeben, dann kann
ihr Hadamard-Produkt kompakt notiert werden:

Z = X(1) ⊗⊕ X(2) ⊗⊕ · · · ⊗⊕ X(K) ∈ RJ1×J2×···×JN (6.16)

=
K⊗

k=1

⊕
X(k) . (6.17)

Das Hadamard-Produkt ist ebenso auf dimensionsgleiche Matrizen und Vektoren anwendbar.
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6 Lineare und multilineare Algebra

6.4.2 Dyadisches Vektorprodukt
Das dyadische Vektorprodukt wird auch als äußeres Vektorprodukt (engl.: vector outer product) be-
zeichnet und stellt einen Sonderfall des allgemeinen dyadischen Produkts (engl.: outer product) dar,
welches auch auf Tensoren beliebiger Ordnung anwendbar ist [25, S. 34].

Definition 6.9 (Dyadisches Vektorprodukt [5, S. 208], [25, S. 34–35]): Das dyadische Produkt von N
Vektoren, die durch x(n) ∈ RJn für n = 1, 2, . . . , N gegeben sind, ist ein Tensor N -ter Ordnung

Y = x(1) �• x(2) �• · · · �• x(N) ∈ RJ1×J2×···×JN (6.18)

=
N⊙

n=1
• x(n) (6.19)

mit Elementen

y(j1, j2, . . . , jN ) = x
(1)
j1

· x
(2)
j2

· · · x
(N)
jN

(6.20)

und Indizes jn ∈ {1, 2, . . . , Jn}.

Abbildung 6.9 visualisiert anschaulich das dyadische Vektor-Produkt dreier Vektoren x(1) ∈ RI ,
x(2) ∈ RJ und x(3) ∈ RK , was zu einem Produkttensor dritter Ordnung Y ∈ RI×J×K führt.
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Abbildung 6.8: Generische Darstellung des dyadischen Vektorprodukts dreier Vektoren x(1) ∈ RI ,
x(2) ∈ RJ und x(3) ∈ RK

Beispiel 6.2 (Dyadisches Vektorprodukt): Gegeben seien die drei Vektoren x(1) ∈ RI , x(2) ∈ RJ

und x(3) ∈ RK mit Komponenten x(1)
i , x(2)

j , x(3)
k . Wie in Abbildung 6.8 dargestellt, führt das dyadische

Produkt dieser Vektoren zu einem Tensor dritter Ordnung Y ∈ RI×J×K mit Elementen yijk. Sei nun
die Länge der Vektoren durch I = J = 3 und K = 2 gegeben, ergibt sich die elementweise Darstellung
des dyadischen Produkts in Abbildung 6.9.
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Abbildung 6.9: Dyadisches Produkt dreier Vektoren x(1) ∈ R3, x(2) ∈ R3 und x(3) ∈ R2

116
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Das in rot eingezeichnete Element y132 des Produkttensors Y ∈ R3×3×2 erhält man durch Multi-
plikation der blauen Komponenten der drei Vektoren. Dieser Zusammenhang ergibt sich aus Glei-
chung (6.20), welche die elementweise Berechnung des dyadischen Vektorprodukts beschreibt und für
das Beispiel folgende Form annimmt:

yijk = x
(1)
i · x

(2)
j · x

(3)
k .

6.4.3 Kronecker-Produkt

Definition 6.10 (Kronecker-Produkt [25, S. 35]): Das Kronecker-Produkt der Matrizen X ∈ RI×J

und Y ∈ RK×L ist eine Matrix

Z = X ⊗ Y =

⎛⎜⎜⎜⎝
x11Y x12Y . . . x1JY
x21Y x22Y . . . x2JY

...
... . . . ...

xI1Y xI2Y . . . xIJY

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R(IK)×(JL) . (6.21)

Wie aus (6.21) ersichtlich wird, lässt sich das Kronecker-Produkt auch auf Matrizen mit unterschiedli-
cher Spalten- und Zeilenanzahl anwenden. In dieser Arbeit findet das Kronecker-Produkt ausschließ-
lich Anwendung in der Multiplikation von Vektoren. Die Definition des Kronecker-Produkts von
Vektoren folgt aus der allgemeinen Definition 6.10.

Definition 6.11 (Kronecker-Produkt von Vektoren): Das Kronecker-Produkt der Vektoren x ∈ RI

und y ∈ RJ ergibt einen Vektor

z = x ⊗ y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1y1
x1y2

...
x1yJ

x2y1
x2y2

...
xIyJ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ RIJ . (6.22)

Sind nicht nur zwei, sondern N Vektoren x(n) ∈ RIn für n = 1, 2, . . . , N gegeben, dann ist ihr
Kronecker-Produkt durch den Vektor

z = x(1) ⊗ x(2) ⊗ · · · ⊗ x(N) ∈ RI1I2···IN (6.23)

=
N⊗

n=1
x(n) (6.24)

gegeben.

Das Kronecker-Produkt kann auch mithilfe des Multiindex definiert werden [64, S. 924]. Sind wie in
Gleichung (6.23) die Vektoren x(n) ∈ RIn für n = 1, 2, . . . , N gegeben und besitzen die Komponen-
ten x(n)

in
, in ∈ {1, 2, . . . , In}, dann ist

z i1i2...iN
= x

(1)
i1

x
(2)
i2

· · · x
(N)
iN

(6.25)
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die (i1i2 . . . iN )-te Komponente des Vektors z ∈ RI1I2···IN . Man schreibt implizit auch(
x(1) ⊗ x(2) ⊗ · · · ⊗ x(N)

)
i1i2...iN

= x
(1)
i1

x
(2)
i2

· · · x
(N)
iN

, (6.26)

wobei der Ausdruck auf der linken Seite die Komponente des Produktvektors darstellt [64, S. 924].
Wird wie in dieser Arbeit die big-endian Konvention des Multiindex nach Definition 6.4 verwendet,
dann gilt außerdem [22, S. 275]:

vec
(

N⊙
n=1
• x(n)

)
≡

N⊗
n=1

x(n) ∈ RI1I2···IN . (6.27)

6.4.4 Modus-n Tensor-Vektor Produkt

Das Modus-n Tensor-Vektor Produkt beschreibt die Multiplikation eines Tensors N -ter Ord-
nung X ∈ RI1×I2×···×IN entlang eines beliebigen Modus n ∈ {1, 2, . . . , N} mit einem Vektor y ∈ RIn

[56, S. 461]. Dabei muss die Anzahl der Elemente entlang des n-ten Tensor Modus mit der Anzahl
der Vektorkomponenten übereinstimmen. Das Ergebnis des Modus-n Tensor-Vektor Produkts ist ein
Tensor der Ordnung N − 1, da der n-te Modus entfällt [4, S. 641–642] (s. Abbildung 6.10).

X ∈ RI×J×K y ∈ RJ Z ∈ RI×K

M
odus-1

(i
=

1
,...,I)

Modus-2
(j = 1, . . . , J)

M
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-3

(k
=

1,
. .

. ,
K

) (j = 1, . . . , J)

(i
=

1
,...,I)

(k
=

1,
. .

. ,
K

)

×̄(2) =

Abbildung 6.10: Generische Darstellung des Modus-2 Tensor-Vektor Produkt eines Tensors dritter
Ordnung X ∈ RI×J×K mit einem Vektor y ∈ RJ

Definition 6.12 (Modus-n Tensor-Vektor Produkt [56, S. 461]): Das Modus-n Produkt eines Ten-
sors X ∈ RI1×I2×···×IN und eines Vektors y ∈ RIn ist ein Tensor

Z = X ×̄(n) y ∈ RI1×···×In−1×In+1×···×IN (6.28)

mit Elementen

z(i1, . . . , in−1, in+1, . . . , iN ) =
In∑

in=1

x(i1, i2, . . . , iN ) · yin . (6.29)

Das folgende Beispiel zeigt die elementweise Berechnung des Modus-2 Tensor-Vektor Produkts.

Beispiel 6.3 (Modus-2 Tensor-Vektor Produkt): Neben der generischen Darstellung der Modus-2
Multiplikation in Abbildung 6.10, kann auch die Berechnung der Elemente des Produkttensors grafisch
demonstriert werden. Als Beispiel dient wieder ein Tensor dritter Ordnung X ∈ RI×J×K mit Elemen-
ten xijk sowie ein Vektor y ∈ RJ mit den Komponenten yj. Für die Dimensionsgrößen gilt I = K = 2
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x111 x121 x131

x211 x221 x231

x112 x122 x132

x212 x222 x232
y3y2y1

z22

z12

z11

z21

×̄(2) =

X ∈ R2×3×2

y ∈ R3

Z ∈ R2×2

Abbildung 6.11: Modus-2 Tensor-Vektor Produkt eines Tensor X ∈ R2×3×2 mit einem Vektor y ∈ R3

und J = 3. Abbildung 6.11 zeigt die Berechnung der Elemente zik des Ergebnistensors Z ∈ RI×K .
Um zum Beispiel das rote Element z12 zu berechnen, werden alle gleichfarbigen Tensorelemente und
Vektorkomponenten miteinander multipliziert und die resultierenden Produkte aufsummiert.
Für das Beispiel in Abbildung (6.11) nimmt die Gleichung (6.29) die Form

zik =
J∑

j=1

xijk · yj

an und das Element z12 berechnet sich mit

z12 =
3∑

j=1

xijk · yj = x112 · y1 + x122 · y2 + x132 · y3 .

Das Modus-n Tensor-Vektor Produkt gehört zu den sogenannten kontrahierten Tensorprodukten
und kann als Spezialfall des allgemeinen kontrahierten Tensorprodukts interpretiert werden (s. Ab-
schnitt 6.4.6).

Anmerkung 6.2 (Vektor Orientierung): In den Abbildungen 6.10 und 6.11 wurde der Vektor y ∈ RJ

horizontal eingezeichnet, um den Zusammenhang zwischen den korrespondierenden Dimensionen der
Länge J , entlang derer das Modus-2 Tensor-Vektor Produkt gebildet wird, hervorzuheben. Dabei han-
delt es sich um eine rein grafische Interpretation, denn mathematisch wird der im Modus-n Tensor-
Vektor Produkt (6.28) auftretende Vektor y ∈ RIn, unabhängig vom Modus entlang dessen das Produkt
gebildet wird, als Spaltenvektor interpretiert (vgl. Definition 6.9 und [56, S. 461]). Eine andere grafi-
sche Darstellung des Modus-n Tensor-Vektor Produkts findet sich beispielsweise in [25, S. 38]. Diese
Anmerkung zur grafischen Interpretation der Orientierung von Vektoren gilt entsprechend auch für
die Illustration des dyadischen Produkts in den Abbildungen 6.8 und 6.9.

6.4.5 Kontrahiertes Modus-(P | 1) Tensorprodukt

Das kontrahierte Modus-(P | 1) Tensorprodukt beschreibt die Multiplikation eines Tensors P -ter Ord-
nung X ∈ RJ1×J2×···×JP entlang des letzten Modus (Modus-P ), mit dem ersten Modus (Modus-1)
eines Tensors Y ∈ RJP ×K2×···×KS [62, S. 996]. Vereinfacht wird dann von einer Modus-(P | 1) Kon-
traktion gesprochen. Der P -te Modus des Tensors X und der erste Modus des Tensors Y müssen dabei
dimensionsgleich sein, also die gleiche Anzahl von Elementen besitzen. Alternativ wird dieses Produkt
auch als kontrahiertes Modus-1 Produkt bezeichnet [63, S. 600–601]. Anstelle des hier verwendeten
Symbols � sind in der Literatur auch die Symbole • [62], [63] und ×1 [64] üblich.

119



6 Lineare und multilineare Algebra

Definition 6.13 (Kontrahiertes Modus-(P | 1) Tensorprodukt [62, S. 996]): Das kontrahierte Mo-
dus-(P | 1) Produkt zweier Tensoren X ∈ RJ1×J2×···×JP und Y ∈ RJP ×K2×···×KS ergibt einen Tensor

Z = X�Y ∈ RJ1×J2×···×JP −1×K2×···×KS (6.30)

mit Elementen

z(j1, j2, . . . , jP −1, k2, . . . , kS) =
JP∑

jP =1

x(j1, j2, . . . , jP ) · y(jP , k2, . . . , kS) . (6.31)

Abbildung 6.12 zeigt die Modus-(2 | 1) Kontraktion eines Tensors zweiter Ordnung X ∈ RI×J mit
einem dreidimensionalen Tensor Y ∈ RJ×K×L. Es wird also der letzte Modus (Modus-2) der Matrix X,
mit dem ersten Modus (Modus-1) des Tensors Y kontrahiert.
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Abbildung 6.12: Generische Darstellung der Modus-(2 | 1) Kontraktion eines Tensors zweiter Ord-
nung X ∈ RI×J mit einem Tensor Y ∈ RJ×K×L

Beispiel 6.4 (Kontrahiertes Modus-(2 | 1) Tensorprodukt): Legt man für die in Abbildung 6.12 darge-
stellten Tensoren X ∈ RI×J und Y ∈ RJ×K×L die Dimensionsgrößen beispielsweise durch I = K = 3
und J = L = 2 fest, dann ergibt sich aus ihrer Modus-(2 | 1) Kontraktion der in Abbildung 6.13 dar-
stellte Produkttensor Z ∈ R3×3×2. Abbildung 6.13 zeigt beispielhaft die Berechnung eines Tensor-
elements z132, welches man dadurch erhält, dass man die gleichfarbigen Elemente der Tensoren X
und Y multipliziert und deren Produkte aufsummiert.

y111 y121

y211 y221

y112 y122

y212 y222

y131

y231

y132

y232

x11

x21

x12

x22

x31 x32

z111 z121

z211 z221

z112 z122

z212 z222

z311 z321

z312 z322

z131

z231

z132

z232

z331

z332

X ∈ R3×2 Y ∈ R2×3×2
Z ∈ R3×3×2

� =

Abbildung 6.13: Modus-(2 | 1) Kontraktion eines Tensors zweiter Ordnung X ∈ R3×2 mit einem Ten-
sor dritter Ordnung Y ∈ R2×3×2
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Für das Beispiel in Abbildung 6.13 geht Gleichung (6.31) in die Form

zikl =
J∑

j=1

xij · yjkl

über und das Element z132 berechnet sich wie folgt:

z132 =
2∑

j=1

xij · yjkl = x11 · y132 + x12 · y232 .

Auch das Modus-(P | 1) Tensorprodukt kann als Sonderfall des kontrahierten Tensorprodukts inter-
pretiert werden, welches im nächsten Abschnitt erläutert wird.

6.4.6 Kontrahiertes Tensorprodukt

Das kontrahierte Tensorprodukt stellt eine Verallgemeinerung des Tensor-Vektorprodukts [4, S. 643],
aber auch des kontrahierten Modus-(P | 1) Produkts dar. Während bei der Modus-(P | 1) Kontrakti-
on die Modi entlang derer das Produkt gebildet wird, fest definiert sind, besteht beim kontrahierten
Tensorprodukt Freiheit in der Auswahl und Anzahl der entsprechenden Tensormodi. Eine grundle-
gende Voraussetzung für die Anwendbarkeit des Produkts ist aber auch hier, dass alle Modi entlang
derer die Tensoren kontrahiert werden, die gleiche Anzahl an Elementen besitzen. In der Literatur
wird das kontrahierte Tensorprodukt häufig als Modus-(1, . . . , P | 1, . . . , P ) Kontraktion definiert, bei
der zwei Tensoren X ∈ RJ1×···×JP ×K1×···×KS und Y ∈ RJ1×···×JP ×I1×···×IL entlang der ersten P Modi
kontrahiert werden [4, S. 643–644], [25, S. 40–41].

Definition 6.14 (Kontrahiertes Tensorprodukt [25, S. 40–41]): Das kontrahierte Tensorprodukt der
Tensoren X ∈ RJ1×···×JP ×K1×···×KS und Y ∈ RJ1×···×JP ×I1×···×IL entlang der ersten P Modi ist
definiert durch einen Tensor

Z = 〈 X | Y 〉(1,...,P |1,...,P ) ∈ RK1×···×KS×I1×···×IL (6.32)

mit Elementen

z(k1, . . . , kS , i1, . . . , iL) =
J1∑

j1=1

· · ·
JP∑

jP =1

x(j1, . . . , jP , k1, . . . , kS) · y(j1, . . . , jP , i1, . . . , iL) . (6.33)

Das Ergebnis des kontrahierten Tensorprodukts ist ein Tensor, dessen Ordnung und Dimensions-
größen sich aus den verbleibenden Modi der beiden multiplizierten Tensoren zusammensetzen (s.
Abbildung 6.14).

Wie bereits erwähnt, ist das kontrahierte Tensorprodukt nicht auf die Multiplikation entlang der
jeweils ersten P Modi beschränkt, sondern kann entlang beliebiger dimensionsgleicher Modi gebildet
werden. Abbildung 6.14 zeigt beispielsweise in der oberen Zeile eine Modus-(1, 2 | 1, 2) Kontraktion
nach Definition 6.14. Die mittlere Zeile der Abbildung veranschaulicht hingegen eine Modus-(1, 3 | 2, 3)
Kontraktion zweier Tensoren dritter Ordnung, während in der unteren Zeile eine Modus-(2, 3 | 1, 2)
Kontraktion eines dreidimensionalen Tensors mit einer Matrix dargestellt ist.
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Abbildung 6.14: Generische Darstellung verschiedener kontrahierter Tensorprodukte

Das nachfolgende Beispiel 6.5 zeigt die elementweise Berechnung des kontrahierten Tensorprodukts.

Beispiel 6.5 (Kontrahiertes Tensorprodukt): Gegeben ist der Tensor X ∈ RI×J×K mit den Ele-
menten xijk sowie der Tensor Y ∈ RT ×I×K mit Elementen ytik. Für die Größen der Dimensionen
gilt I = J = 3 und T = K = 2. Abbildung 6.15 veranschaulicht die Berechnung einer Modus-(1, 3 | 2, 3)
Kontraktion der beiden Tensoren in Anlehnung an die mittlere Zeile in Abbildung 6.14. Als Ergeb-
nis dieser Berechnung erhält man den Produkttensor zweiter Ordnung Z ∈ R3×2 mit Elementen zjt.
Das Element z11 erhält man durch Multiplikation der Elemente der lateralen Scheibe X:1: mit denen
gleicher Farbe der horizontalen Scheibe Y1:: und anschließendes Aufsummieren der Produkte.
Da für die Berechnung der Elemente des Produkttensors die Summe von Produkten stets über die-
jenigen Modi gebildet wird entlang derer die Tensoren kontrahiert werden, geht Gleichung (6.33) in
die Form

zjt =
I∑

i=1

K∑
k=1

xijk · ytik
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Y ∈ R2×3×2 Z ∈ R3×2

Abbildung 6.15: Modus-(1, 3 | 2, 3) Kontraktion zweier Tensoren dritter Ordnung X ∈ R3×3×2 und
Y ∈ R2×3×2

über und das Element z11 kann wie folgt bestimmt werden:

z11 =
3∑

i=1

2∑
k=1

xijk · ytik

= x111 · y111 + x112 · y112 + x211 · y121 + x212 · y122 + x311 · y131 + x312 · y132 .

Wie bereits erwähnt, stellt das kontrahierte Tensorprodukt eine Generalisierung des Modus-(P | 1)
Produkts und des Modus-n Tensor-Vektor Produkts dar. So gilt beispielsweise für die in Abbil-
dung 6.10 dargestellte Modus-2 Tensor-Vektor Multiplikation die äquivalente Beziehung

〈 X | y 〉(2|1) ≡ X ×̄(2) y (6.34)

und für die Modus-(2 | 1) Kontraktion in Abbildung 6.12 der Zusammenhang

〈 X | Y 〉(2|1) ≡ X�Y . (6.35)

Generell könnte man also sowohl das Modus-n Tensor-Vektor Produkt als auch das kontrahierte
Modus-(P | 1) Produkt durch ein entsprechendes kontrahiertes Tensorprodukt ersetzen. Zugunsten
der Übersichtlichkeit wird in der Regel jedoch, wie auch in dieser Arbeit, auf diese Möglichkeit
verzichtet.

Im Folgenden findet das kontrahierte Tensorprodukt oftmals als Kontraktion zweier Tensor-
en X ∈ RJ1×J2×···×JP ×K1×K2×···×KS und Y ∈ RK1×K2×···×KS entlang der letzten S Modi des Ten-
sors X mit allen S Modi des Tensors Y Anwendung. Dies wird als Modus-(P + 1, . . . , P + S | 1, . . . , S)
Kontraktion bezeichnet und folgenderweise definiert:

Definition 6.15 (Modus-(P + 1, . . . , P + S | 1, . . . , S) Tensorkontraktion):
Die Modus-(P + 1,..., P + S|1,..., S) Kontraktion zweier Tensoren X ∈ RJ1×J2×···×JP ×K1×K2×···×KS

und Y ∈ RK1×K2×···×KS ist definiert durch den Tensor

Z = 〈 X | Y 〉 ∈ RJ1×J2×···×JP (6.36)

mit den Elementen

z(j1, j2, . . . , jP ) =
K1∑

k1=1

· · ·
KS∑

kS=1

x(j1, j2, . . . , jP , k1, k2, . . . , kS) · y(k1, k2, . . . , kS) . (6.37)
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Da das kontrahierte Tensorprodukt in dieser Arbeit größtenteils in der Konfiguration nach Definiti-
on 6.15 verwendet wird, kann auf die explizite Angabe der Modi, entlang derer das Produkt gebildet
wird, verzichtet werden. Ein kontrahiertes Tensorprodukt nach Definition 6.15 ist beispielhaft in der
untersten Zeile von Abbildung 6.14 dargestellt, denn die Kontraktion erfolgt hier über die letzten
beiden Modi des Tensors X ∈ RI×J×K und entlang aller Modi der Matrix Y ∈ RJ×K . Eine sol-
che Tensorkontraktion wird im Folgenden also nicht mehr explizit durch 〈 X | Y 〉(2,3|1,2) = z ∈ RI

angegeben, sondern schlicht durch 〈 X | Y 〉 = z ∈ RI ausgedrückt.

6.5 Spezielle Tensoren und Tensorrang
Dieser Abschnitt führt einige grundlegende Begriffe und Definitionen ein, die im weiteren Verlauf
dieser Arbeit benötigt werden. Dabei wird zunächst ein spezieller Tensor eingeführt, den man als
Rang-1 Tensor bezeichnet. Dieser Tensor bildet die Grundlage für die Einführung des Begriffes des
Tensorrangs. Abschließend wird der sogenannte Kruskal-Tensor definiert, dem eine grundlegende
Bedeutung in dieser Arbeit zukommt.

6.5.1 Rang-1 Tensor
Zum Begriff des Rangs sei vorab angemerkt, dass dieser je nach Anwendungsgebiet auch die Ordnung
eines Tensors bezeichnet. Im hier verwendeten Kontext ist dieser jedoch stets als das Äquivalent zum
Begriff des Rangs einer Matrix zu verstehen [56, S. 464].

Definition 6.16 (Rang-1 Tensor [56, S. 458]): Ein Tensor N-ter Ordnung X ∈ RI1×I2×···×IN ist ein
Rang-1 Tensor, wenn er sich als dyadisches Produkt von N Vektoren darstellen lässt:

X =
N⊙

n=1
• y(n) ∈ RI1×I2×···×IN , (6.38)

mit y(n) ∈ RIn für n = 1, 2, . . . , N .

Ein Tensor X, der wie in (6.38) durch das dyadische Produkt von Vektoren gebildet wird, besitzt stets
den Rang Eins. Man schreibt in diesem Fall rang(X) = 1. Bei den beispielhaft in den Abbildungen 6.8
und 6.9 dargestellten Tensoren, handelt es sich demzufolge um Rang-1 Tensoren.

6.5.2 Tensorrang
Basierend auf Definition 6.16, kann der Rang eines Tensors wie folgt definiert werden:

Definition 6.17 (Tensorrang [25, S. 41]): Der Rang eines Tensors Y ∈ RJ1×J2×···×JN ist definiert
als die kleinstmögliche Anzahl R von Rang-1 Tensoren Z(r) ∈ RJ1×J2×···×JN , für deren Summe

R∑
r=1

Z(r) = Y (6.39)

gilt.

Die Berechnung des Rangs eines Tensors ist im allgemeinen nur für Tensoren mit niedriger Ordnung
und geringer Dimensionsgrößen möglich [56, S. 464–467]. Grund dafür ist, dass die Bestimmung des
Tensorrangs eines beliebigen Tensors zur Klasse der NP-schweren Probleme zählt, was eine algorith-
mische Berechnung in Polynomialzeit ausschließt [38], [41].
Für die in dieser Arbeit verwendeten Tensoren wird aufgrund ihrer Größe und Komplexität, eine
Berechnung des Tensorrangs nicht möglich sein. Dennoch wird dieser Bergriff insbesondere in Ka-
pitel 8 benötigt, um grundlegende Eigenschaften von Algorithmen und Optimierungsproblemen zu
erläutern.
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6.5.3 Kruskal-Tensor

Die Bezeichnung Kruskal-Tensor geht zurück auf den amerikanischen Mathematiker J. B. Kruskal,
wobei die Namensgebung für diese spezielle Darstellung eines Tensors insbesondere durch die Arbei-
ten [5], [55] geprägt wurde. Die Definition eines Kruskal-Tensors ist wie folgt:

Definition 6.18 (Kruskal-Tensor [5, S. 222]): Ein Kruskal-Tensor
�

λ; Y(1), Y(2), . . . , Y(N)
�

∈ RI1×I2×···×IN , (6.40)

bestehend aus einem Gewichtungsvektor λ ∈ RR und Faktormatrizen Y(n) ∈ RIn×R mit Spaltenvek-
toren y(n)

:r ∈ RIn für n = 1, 2, . . . , N , ist definiert als Summe von R Rang-1 Tensoren:

�
λ; Y(1), Y(2), . . . , Y(N)

�
≡

R∑
r=1

λr

N⊙
n=1
• y(n)

:r = K ∈ RI1×I2×···×IN . (6.41)

Das Symbol �·� wird auch als Kruskal-Operator [55] bezeichnet, da es den zwischen den beiden
Klammern stehenden Ausdruck mit einer definierten mathematischen Rechenvorschrift verknüpft.
Die Darstellung eines Kruskal-Tensors (6.40) kann demzufolge als eine Kurznotation der in der Mitte
von Gleichung (6.41) explizit notierten Summe dyadischer Produkte (Rang-1 Tensoren) interpretiert
werden [55]. Die auf der linken Seite und in der Mitte stehenden Ausdrücke in Gleichung (6.41)
werden dabei auch unabhängig voneinander als Kruskal-Tensor oder als Kruskalrepräsentation des
Tensors K bezeichnet [5, S. 222]. Die (optionale) Gewichtung der einzelnen Rang-1 Tensoren durch
die Komponenten λr des Vektors λ ∈ RR ermöglicht die Normierung der Spaltenvektoren y(n)

:r ∈ RIn

der Faktormatrizen auf eine Länge von Eins, was für einige Anwendungen hilfreich ist [56, S. 464].
Abschließend sei angemerkt, dass ein Tensor K, der aus einer Summe von R Rang-1 Tensoren gebildet
wird, nicht zwangsläufig den Rang R besitzt, sondern allgemein nur rang(K) ≤ R gilt.
Aus der Definition des Kruskal-Tensors lassen sich zwei wichtige Spezialfälle ableiten:

1. Besitzen alle Komponenten des Gewichtungsvektors λ ∈ RR den Wert Eins, sprich es
gilt λ = 1 ∈ {1}R, dann ist

�
1; Y(1), Y(2), . . . , Y(N)

�
=

�
Y(1), Y(2), . . . , Y(N)

�
. (6.42)

Der Gewichtungsvektor entfällt somit in der Notation des Kruskal-Tensors.
2. Besitzen die Matrizen Y(n) ∈ RIn×R eines Kruskal-Tensors �Y(1), Y(2), . . . , Y(N)� nur eine Spal-

te, sprich der Kruskal-Tensor enthält nur die Vektoren y(n) ∈ RIn für n = 1, 2, . . . , N , dann ist

�
y(1), y(2), . . . , y(N)

�
≡

N⊙
n=1
• y(n) = K ∈ RI1×I2×···×IN (6.43)

ein Rang-1 Tensor nach Definition 6.16. Ein Kruskal-Tensor wie �y(1), y(2), . . . , y(N)�, wird im
Folgenden als Kruskal-Rang-1 Tensor bezeichnet.

Dem Kruskal-Tensor nach Definition 6.18 kommt in dieser Arbeit eine grundlegende Bedeutung
zu. Auf der einen Seite wird diese Tensordarstellung verwendet, um Rang-1 Tensoren wie in Glei-
chung (6.43) zu repräsentieren und zum anderen stellt die Kruskalrepräsentation eines Tensors das
Ergebnis der sogenannten CP-Tensordekomposition dar, die eine grundlegende Rolle in Bezug auf die
Reduktion des Speicherbedarfs qualitativer Modelle einnimmt und in Kapitel 8 erläutert wird.
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7
Qualitative Modelle in Tensorrepräsentation

Dieses Kapitel führt die Tensorrepräsentation stochastischer Automaten und qualitativer
Modelle ein, welche die Grundlage der Modellreduktion durch die Tensordekomposition in
Kapitel 8 bildet. Zusätzlich wird eine Beobachtergleichung eingeführt, die es ermöglicht,
Unsicherheiten in den Ein- und Ausgaben des Automaten oder des qualitativen Modells
zu berücksichtigen. Dies ist für den stochastischen Automaten in Abschnitt 7.1 und für
die qualitativen Modelle in Abschnitt 7.2 beschrieben.

7.1 Tensorrepräsentation stochastischer Automaten

Eine Alternative zu der in Abschnitt 3.4.3 vorgestellten Matrixrepräsentation stochastischer Auto-
maten nach Definition 3.5, bietet die sogenannte Tensorrepräsentation. Hierbei werden die bedingten
Wahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation L(z̄, w | z, v) aus Gleichung (3.35) nicht in einer Matrix,
sondern in einem Tensor vierter Ordnung gespeichert.

7.1.1 Verhaltenstensor

Der Verhaltenstensor ist ein Tensor vierter Ordnung und repräsentiert für alle Zustände z̄, z ∈ Z,
Eingaben v ∈ V und Ausgaben w ∈ W die bedingten Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) der Ver-
haltensrelation (3.35) des stochastischen Automaten A aus Gleichung (3.30). Die Dimensionen des
Verhaltenstensors sind entsprechend durch die Anzahl der Automateneingaben M , die Zustandsan-
zahl N und die Anzahl der Ausgaben Q bestimmt.

Definition 7.1 (Verhaltenstensor [92, S. 417]): Der Tensor

L ∈ [0, 1]N×Q×N×M (7.1)

für dessen Elemente

l(z̄, w, z, v) = L(z̄, w | z, v) ∀ z̄, z ∈ Z, w ∈ W, v ∈ V (7.2)

gilt, heißt Verhaltenstensor.

Wie aus Definition 7.1 hervorgeht, werden als Indizes der Tensorelemente die Automatenzustände
und Folgezustände z̄, z ∈ Z, die Eingaben v ∈ V sowie die Ausgaben w ∈ W verwendet. Damit
ist klar, dass ein Tensorelement l(z̄, w, z, v) die bedingte Wahrscheinlichkeit L(z̄, w | z, v) für diese
Kombination von Ein-, Ausgaben und Zuständen repräsentiert. Für den Verhaltenstensor gelten
durch Gleichung (7.2) wiederum die Beziehungen (3.36) und (3.37).

Mithilfe der Tensorrepräsentation des stochastischen Automaten kann nun zunächst eine einfache
Beobachtergleichung definiert werden, welche exakt die gleiche Struktur wie die Matrix-Beobachter-
gleichung aus Definition (3.7) besitzt.
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7 Qualitative Modelle in Tensorrepräsentation

7.1.2 Beobachtergleichung

Auf Basis des Verhaltenstensors L ∈ RN×Q×N×M aus Gleichung (7.1) lässt sich nun die Beobach-
tergleichung für stochastische Automaten in Tensorrepräsentation formulieren. Sind die bedingten
Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) der Verhaltensrelation (3.35) nach Definition 7.1 im Verhaltens-
tensor (7.1) angeordnet, dann kann der Zähler der Beobachtergleichung für die Prädiktion (3.50)
wieder in Form des Matrix-Vektor Produkts

L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k) ∈ [0, 1]N (7.3)

angegeben werden. Darin repräsentiert

pz(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
pz(k, 1)
pz(k, 2)

...
pz(k, N)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k) = 1 | V (0...k − 1), W (0...k − 1))
Pr(Z(k) = 2 | V (0...k − 1), W (0...k − 1))

...
Pr(Z(k) = N | V (0...k − 1), W (0...k − 1))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N

wieder den Vektor der diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustände zur Zeit k aus Glei-
chung (3.54) und

L(:, w(k), :, v(k)) (7.4)

=

⎛⎜⎜⎜⎝
l(1, w(k), 1, v(k)) l(1, w(k), 2, v(k)) . . . l(1, w(k), N, v(k))
l(2, w(k), 1, v(k)) l(2, w(k), 2, v(k)) . . . l(2, w(k), N, v(k))

...
... . . . ...

l(N, w(k), 1, v(k)) l(N, w(k), 2, v(k)) . . . l(N, w(k), N, v(k))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N×N ,

einen quadratischen Subtensor zweiter Ordnung, beziehungsweise eine Matrix. Der Subtensor (7.4)
stellt formal also eine Tensorscheibe dar (vgl. Definition 6.2, Tabelle 6.2), die man durch Fixie-
ren der Indizes w und v des Verhaltenstensors L erhält. Es kann somit in jedem Zeitschritt k und
für alle möglichen Kombinationen von Automateneingaben v(k) und -ausgaben w(k) ein Subtensor
des Verhaltenstensors selektiert werden, dessen Elemente l(z̄, w, z, v) die bedingten Wahrscheinlich-
keiten L(z̄, w | z, v) für das entsprechende E/A Paar repräsentieren. Die Gesamtzahl der Subtenso-
ren (7.4) des Verhaltenstensors entspricht dem Produkt Q · M und ergibt sich aus den Anzahlen Q
und M der Automatenausgaben und -eingaben. Da für den Verhaltenstensor die Beziehungen (3.36)
und (3.37) gelten, sind die Subtensoren (7.4) sub-stochastisch, wodurch ihre Spaltensumme in der
Regel kleiner Eins ist. Es gilt damit wiederum die Gleichung (3.56). Ebenso wie bei der Matrix-
Beobachtergleichung (3.58) erhält man den an die Tensorrepräsentation des stochastischen Automa-
ten angepassten Nenner der Beobachtergleichung (3.50) durch die Summennorm:

||L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)||1 ∈ [0, 1] . (7.5)

Mit den Gleichungen (7.3) und (7.5) folgt die Definition der Beobachtergleichung für stochastische
Automaten in Tensorrepräsentation.

Definition 7.2 (Tensor-Beobachtergleichung): Sind die E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) eines sto-
chastischen Prozesses konsistent mit dem stochastischen Automaten A, dann können die diskreten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zustände mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)

‖L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)‖1
∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0

(7.6)

für alle diskreten Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden.
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Vergleicht man die Matrix-Beobachtergleichung in Definition 3.7 mit der Tensor-Beob-
achtergleichung in Definition 7.2, stellt man fest, dass diese strukturell identisch sind. Es ändert sich
lediglich die Art und Weise, wie die für eine gegebene Eingabe v(k) und Ausgabe w(k) selektierten
Submatrizen indiziert werden. Während bei der Verhaltensmatrix ein Block L(w(k), v(k)) ∈ [0, 1]N×N

für ein gegebenes E/A Paar (w(k), v(k)) ausgewählt wird, wird in der Tensorrepräsentation ein Sub-
tensor L(:, w(k), :, v(k)) ∈ [0, 1]N×N selektiert. Initialisiert mit der Startverteilung p0 aus (3.21),
erhält man durch rekursive Anwendung der Beobachtergleichung die Zustandsvektoren pz(k + 1) für
alle diskreten Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T . Diese lassen sich wiederum in der Vektorfolge

Pz(0...T + 1|V (0...T ), W (0...T )) = (pz(0), pz(1), pz(2), . . . , pz(T + 1)) .

zusammenfassen, die identisch mit Gleichung (3.60) ist. Ebenso erhält man aus dem Nenner der
Tensor-Beobachtergleichung den Wert

b(k) := ||L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)||1 ∈ [0, 1]

und damit die als Verhaltenssignal bezeichnete Folge

B(0...T | V (0...T ), W (0...T )) = (b(0), b(1), b(2), . . . , b(T )) ,

aus Gleichung (3.63). Für die Fehlererkennung und Konsistenzbewertung der Ein- und Ausgabefolgen
gelten damit alle in den Abschnitten 3.5.2 und 3.5.3 erläuterten Beziehungen.

7.1.3 Erweiterte Beobachtergleichung

Der Beobachtergleichung (7.6) liegt, wie auch der Beobachtergleichung für die Prädiktion (3.50),
die Annahme zugrunde, dass die Eingaben v und Ausgaben w exakt bekannt und durch die Fol-
gen V (0...T ) und W (0...T ) gegeben sind. Es wird also angenommen, dass diese mit einer Wahr-
scheinlichkeit von Eins gegeben sind und damit die Gleichungen (3.44) und (3.46) gelten. Die Be-
rücksichtigung unsicherer oder nicht exakt bekannter Ein- und Ausgaben ist dementsprechend weder
mit Gleichung (7.6) noch mit Gleichung (3.50) möglich. Die generelle Grundlage zur Berücksichtigung
von Unsicherheiten basiert dabei auf einer vektoriellen Repräsentation der Ein- und Ausgaben, was
im Folgenden erläutert wird.

Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren

Die Wahrscheinlichkeiten der Ausgaben Pr(W (k) = w) und Eingaben Pr(V (k) = v) können zunächst
für alle w ∈ W und v ∈ V in Form von Wahrscheinlichkeitsvektoren notiert werden:

pv(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
pv(k, 1)
pv(k, 2)

...
pv(k, M)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(V (k) = 1)
Pr(V (k) = 2)

...
Pr(V (k) = M)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]M , (7.7)

pw(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
pw(k, 1)
pw(k, 2)

...
pw(k, M)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(W (k) = 1)
Pr(W (k) = 2)

...
Pr(W (k) = Q)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]Q . (7.8)

Der Eingabewahrscheinlichkeitsvektor pv(k) und der Ausgabewahrscheinlichkeitsvektor pw(k) be-
schreiben somit die diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Automateneingaben und -ausgaben
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7 Qualitative Modelle in Tensorrepräsentation

zur Zeit k. Wie auch bei den skalaren E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) wird außerdem eine Folge
von Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren

Pv(0...T ) = (pv(0), pv(1), pv(2), . . . , pv(T )) (7.9)

und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren

Pw(0...T ) = (pw(0), pw(1), pw(2), . . . , pw(T )) (7.10)

definiert. Die Folgen (7.9) und (7.10) sollen dabei im Weiteren sowohl exakt bekannte E/A Fol-
gen V (0...T ), W (0...T ) repräsentieren, als auch solche, die mit Unsicherheiten behaftet sind. Zum
Begriff der Ein- und Ausgabefolgen siehe auch Anmerkung 7.1.
Exakte Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren: Es wird nun zunächst davon ausge-
gangen, dass die E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) exakt bekannt sind und durch eine Folge von Ein-
gabewahrscheinlichkeitsvektoren (7.9) und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren (7.10) repräsentiert
werden. Dies ist leicht umsetzbar, denn sind die Eingaben v ∈ V und Ausgaben w ∈ W zu jeder Zeit k
durch die exakten Folgen (V (0...T ), W (0...T )) gegeben, dann sind die Wahrscheinlichkeiten der Ein-
und Ausgaben durch Pr(W (k)=w(k))=1 und Pr(V (k)=v(k))=1 bestimmt (vgl. (3.44), (3.46)). In
diesem Fall besitzen die Wahrscheinlichkeitsvektoren der Eingaben (7.7) und Ausgaben (7.8) jeweils
nur an der v(k)-ten und w(k)-ten Position den Wert Eins, während alle anderen Komponenten den
Wert Null aufweisen. Für den Eingabewahrscheinlichkeitsvektor gilt dann pv(k) ∈ {0, 1}M und für
den Ausgabewahrscheinlichkeitsvektor pw(k) ∈ {0, 1}Q. Ein- und Ausgabevektoren mit dieser Eigen-
schaft werden als exakte Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren bezeichnet. Besitzen die E/A
Folgen (Pv(0...T ), Pw(0...T )) ausschließlich solche Elemente, werden diese ebenfalls als exakt bezeich-
net. Die Folgen Pv(0...T ) und Pw(0...T ) stellen in diesem Fall lediglich eine vektorielle Repräsentation
der exakten Ein- und Ausgabefolgen V (0...T ) und W (0...T ) dar.

Beispiel 7.1 (Exakte Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren): Für einen Zeithorizont von T = 4 sei
die exakte Eingabefolge V (0...4) = (2, 1, 3, 1, 2) gegeben und die Anzahl der Automateneingaben
durch M = 3 festgelegt, sodass für die Eingaben v(k) ∈ V := {1, 2, 3} gilt. Da zum Zeitpunkt k = 0
die Automateneingabe durch v(0) = 2 gegeben ist, ergibt sich ein Eingabewahrscheinlichkeitsvektor
dessen zweite Komponente den Wert Eins besitzt:

pv(0) =

⎛⎝0
1
0

⎞⎠ ∈ {0, 1}3 .

Für die gesamte skalare Eingabefolge V (0...4) erhält man somit die Folge exakter Eingabewahrschein-
lichkeitsvektoren

Pv(0...4) =

⎛⎝⎛⎝0
1
0

⎞⎠ ,

⎛⎝1
0
0

⎞⎠ ,

⎛⎝0
0
1

⎞⎠ ,

⎛⎝1
0
0

⎞⎠ ,

⎛⎝0
1
0

⎞⎠⎞⎠ .

Auf Basis der Wahrscheinlichkeitsvektoren der Ein- und Ausgaben in (7.7) und (7.8), lässt sich nun
eine Beobachtergleichung auf der Grundlage des kontrahierten Tensorprodukts formulieren.

Anmerkung 7.1 (Zum Begriff der E/A Folgen): In der Literatur wird unter dem Begriff einer
Ein- und Ausgabefolge in der Regel die Darstellung der Ein- und Ausgaben in Form der Skalar-
folgen V (0...T ) und W (0...T ) verstanden. Im Weiteren werden diese häufig als Folgen von Wahr-
scheinlichkeitsvektoren (Pv(0...T ), Pw(0...T )) dargestellt, da sich hierdurch mehr Freiheiten ergeben
und beispielsweise Unsicherheiten berücksichtigt werden können. Im Folgenden können also mit dem
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7.1 Tensorrepräsentation stochastischer Automaten

Begriff einer E/A Folge sowohl die Wahrscheinlichkeitsvektoren der Ein- und Ausgaben als auch die
skalare Darstellung gemeint sein, wobei aus dem Kontext stets klar sein wird, um welche Repräsen-
tation es sich handelt. Während wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibungen in der Regel anhand
der skalaren Darstellung erfolgen, werden in Algorithmen tendenziell die Wahrscheinlichkeitsvektoren
der Ein- und Ausgaben verwendet.

Beobachtung und Fehlererkennung mit dem kontrahierten Tensorprodukt

Es kann nun gezeigt werden, dass für sichere Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren folgende
Proposition gilt.

Proposition 7.1: Für exakte Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren gilt〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉

= L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k) ∈ [0, 1]N , (7.11)

mit pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ {0, 1}Q sowie pv(k) ∈ {0, 1}M .

Beweis: Der Beweis von Proposition 7.1 findet sich im Anhang B.1.

In (7.11) steht auf der linken Seite das kontrahierte Tensorprodukt (6.36), bestehend aus dem Ver-
haltenstensors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M und einem Kruskal-Rang-1 Tensor dritter Ordnung�

pw(k), pz(k), pv(k)
�

= pw(k) �• pz(k) �• pv(k) ∈ [0, 1]Q×N×M (7.12)

nach Gleichung (6.43). Die Tensorkontraktion in (7.11) erfolgt dementsprechend entlang der Mo-
di 2, 3 und 4 des Verhaltenstensors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M und über alle Modi des aus Gleichung (7.12)
resultierenden Produkttensors, was zu einem Vektor der Länge N führt. Aus Proposition 7.1 ergibt
sich unmittelbar folgendes Lemma.

Lemma 7.1: Durch Einsetzen von Gleichung (7.11) in Gleichung (7.6) erhält man die Beobachter-
gleichung auf Grundlage des kontrahierten Tensorprodukts:

k ≥ 0 : pz(k + 1) =

〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉∥∥∥〈L

⏐⏐ �
pw(k), pz(k), pv(k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 .

(7.13)

Dabei ist pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ {0, 1}Q sowie pv(k) ∈ {0, 1}M .

Sind die E/A Folgen (V (0...T ), W (0...T )) gegeben und durch die exakten Folgen von Wahrscheinlich-
keitsvektoren Pv(0...T ) und Pw(0...T ) repräsentiert, dann generiert die Beobachtergleichung (7.13)
eine Folge von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren (3.60) deren Verteilungen für k = 0, 1, 2, . . . , T
durch (3.59) gegeben sind. Für gleiche initiale Zustandswahrscheinlichkeiten sowie exakt bekannte
Folgen von Ein- und Ausgaben liefert die Beobachtergleichung (7.13) das gleiche Ergebnis wie die
Beobachtergleichung (7.6). Diese Aussage kann dabei als eine Minimalforderung angesehen werden,
die auch für alle weiteren in dieser Arbeit vorgestellten Beobachtergleichungen gelten muss. Die Glei-
chung (7.13) ist wie alle bisher vorgestellten Beobachtergleichungen nur dann anwendbar, wenn die
E/A Folgen konsistent mit dem Modell A aus Definition 3.5 sind.
Aufgrund der Tatsache, dass in der Beobachtergleichung in Lemma 7.1 die Ein- und Ausgaben vekto-
riell repräsentiert werden, ermöglicht diese Gleichung auch die Berücksichtigung von Unsicherheiten
und wird im nächsten Absatz erläutert.
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Berücksichtigung unsicherer Ein- und Ausgaben: Beispiel 7.2 zeigt, wie Unsicherheiten in
den E/A Folgen (W (0...T ), V (0...T ) mithilfe ihrer wahrscheinlichkeitstheoretischen Repräsentati-
on (Pv(0...T ), Pw(0...T )) berücksichtigt werden können.

Beispiel 7.2 (Unsichere Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren): Ein stochastischer Prozess mit M = 3
Eingaben und Eingabemenge V := {1, 2, 3} generiert für einen Zeithorizont T = 4 eine Eingabefol-
ge V (0...4) = (2, 1, 3, 1, 2). Diese Eingaben sollen vom Modell A jedoch nur mit 80-prozentiger Si-
cherheit angenommen werden. Eine Möglichkeit, diese Unsicherheit zu berücksichtigen, ist dann bei-
spielsweise gegeben durch die Folge von Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren

Pv(0...4) =

⎛⎝⎛⎝0.1
0.8
0.1

⎞⎠ ,

⎛⎝0.8
0.2
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0
0.2
0.8

⎞⎠ ,

⎛⎝0.8
0.2
0

⎞⎠ ,

⎛⎝0.1
0.8
0.1

⎞⎠⎞⎠ .

Unabhängig davon, ob man in die Beobachtergleichung (7.13) exakte oder unsichere Ein- und Ausga-
bewahrscheinlichkeitsvektoren einsetzt, erhält man einen Zustandswahrscheinlichkeitsvektor dessen
Verteilung im Folgenden mit

pz(k + 1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k + 1) = 1 | Pv(0...k), Pw(0...k))
Pr(Z(k + 1) = 2 | Pv(0...k), Pw(0...k))

...
Pr(Z(k + 1) = N | Pv(0...k), Pw(0...k))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (7.14)

bezeichnet wird. Dieser Vektor repräsentiert die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilung zur Zeit k +1
unter der Bedingung, dass bis zur Zeit k die E/A Folgen (Pv(0...k), Pw(0...k)) durchlaufen wurden. In
Erweiterung von (3.59) hängen die Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt k + 1 nicht zwangs-
läufig nur von den vergangenen und exakt bekannten Ein- und Ausgabefolgen V (0...k), W (0...k)
ab, sondern von den zurückliegenden Folgen von Eingabe- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvekto-
ren Pv(0...k) und Pw(0...k), die entweder exakte oder unsichere Ein- und Ausgaben repräsentieren.
Zur Bezeichnung des Zustandswahrscheinlichkeitsvektors (7.14) siehe auch Anmerkung 7.2.
Basierend auf dem Zustandswahrscheinlichkeitsvektor (7.14) und Lemma 7.1 kann nun eine erweiterte
Beobachtergleichung definiert werden, die sowohl für exakte als auch unsichere Ein- und Ausgaben
verwendet werden kann.

Definition 7.3 (Erweiterte Tensor-Beobachtergleichung): Sind die Folgen von Ein- und Ausgabe-
wahrscheinlichkeitsvektoren (Pv(0...T ), Pw(0...T )) gegeben und konsistent mit dem stochastischen Au-
tomaten A, dann können die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =

〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉∥∥∥〈L

⏐⏐ �
pw(k), pz(k), pv(k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0

(7.15)

für alle Zeiten k = 0, 1, 2 . . . , T berechnet werden. Dabei gilt pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ [0, 1]Q so-
wie pv(k) ∈ [0, 1]M .

Alternativ kann die Beobachtergleichung (7.13), beziehungsweise (7.15) auch elementweise notiert
werden:

k ≥ 0 : pz(k + 1, z̄) =
∑Q

w=1
∑N

z

∑M
v=1 l(z̄, w, z, v) · pw(k, w) · pz(k, z) · pv(k, v)∑N

z̄=1
∑Q

w=1
∑N

z=1
∑M

v=1 l(z̄, w, z, v) · pw(k, w) · pz(k, z) · pv(k, v)
,

k = 0 : pz(0, z) := (p0)z . (7.16)
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Die erweiterte Beobachtergleichung (7.15), beziehungsweise deren elementweise Notation (7.16), kann
dabei als die tensorbasierte Variante einer bereits in [113, S. 163–165] beschriebenen und bewiesenen
Gleichung zur Berücksichtigung unsicherer Ein- und Ausgaben betrachtet werden.
Für beliebige Folgen von Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren (Pv(0...T ), Pw(0...T )) erhält
man mit (7.15) eine Folge von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren

Pz(0...T + 1 | Pv(0...T ), Pw(0...T )) = (pz(0), pz(1), pz(2), . . . , pz(T + 1)) . (7.17)

Dabei ist klar, dass Definition 7.3 für exakte E/A Folgen (Pv(0...T ), Pw(0...T )), die ausschließlich
Elemente pw(k) ∈ {0, 1}Q und pv(k) ∈ {0, 1}M für k = 0, 1, . . . , T besitzen, in Lemma 7.1 übergeht
und das in diesem Fall die Gleichheit

Pz(0...T + 1 | Pv(0...T ), Pw(0...T )) = Pz(0...T + 1 | V (0...T ), W (0...T )) (7.18)

gilt. Die Elemente pz(k) der Folge (7.17) besitzen in diesem Fall die Verteilung (3.59). Die erweiterte
Beobachtergleichung (7.15) kann damit als eine allgemeine Darstellungsform betrachtet werden, da
sie keine Restriktionen für die Ein- und Ausgaben vorsieht, aber als Spezialfall die Lösung für die
Beobachtung mit exakt bekannten Ein- und Ausgaben beinhaltet. Für die theoretischen Betrachtun-
gen im nächsten Abschnitt wird, solange nicht explizit auf die Berücksichtigung von Unsicherheiten
hingewiesen wird, davon ausgegangen, dass die Eingaben und Ausgaben exakt bekannt sind.

Anmerkung 7.2 (Notation des Zustandsvektors): Auch wenn der Vektor der Zustandswahrschein-
lichkeitsverteilung (7.14) bei unsicheren Ein- und Ausgaben eine andere Verteilung repräsentiert als
der Zustandsvektor des autonomen Automaten (3.18) und der Zustandsvektor bei exakten skalaren
Ein- und Ausgabefolgen (3.59), werden zugunsten der Übersichtlichkeit, alle Vektoren mit dem glei-
chen Symbol pz bezeichnet. Welche Verteilung dem Zustandsvektor in den weiteren Betrachtungen
zugrunde liegt, wird dabei jederzeit aus dem Kontext ersichtlich sein.

Konsistenzprüfung der Ein- und Ausgabefolgen: Der erweiterte Beobachtergleichung aus De-
finition 7.3 kann ebenso zur Fehlererkennung verwendet werden. Die Prüfung, ob die E/A Fol-
gen (Pv(0...T ), Pw(0...T )) konsistent mit dem stochastischen Automaten A sind, erfolgt wieder an-
hand des Nenners der erweiterten Beobachtergleichung (7.15), der mit

b(k) :=
∥∥∥〈L

⏐⏐ �
pw(k), pz(k), pv(k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1] (7.19)

abgekürzt wird. Mit dem Wissen, dass (7.19) nur für exakt bekannte Ein- und Ausgaben auf die
gleichen Werte wie Gleichung (3.62) führt, wird auch hier das Symbol b(k) zur Abkürzung des Nenners
verwendet. Für mit dem stochastischen Automaten konsistente E/A Folgen erhält man damit die
Folge

B(0...T | Pv(0...T ), Pw(0...T )) = (b(0), b(0), . . . , b(T )) , (7.20)

die ebenfalls als Verhaltenssignal bezeichnet wird. Für exakte E/A Folgen ergibt sich aus Lemma 7.1
der Zusammenhang, dass entsprechend

B(0...T | Pv(0...T ), Pw(0...T )) = B(0...T | V (0...T ), W (0...T )) (7.21)

gilt (s. a. Gleichung (7.18)). Die erweiterte Beobachtergleichung (7.15) erzeugt somit für exakte vekto-
rielle E/A Folgen das gleiche Verhaltenssignal (3.63) wie die einfache Beobachtergleichung (7.6). Die
Konsistenzprüfung der vektoriellen Ein- und Ausgabefolgen erfolgt dabei analog zur Beschreibung im
Absatz 3.5.3. Das bedeutet, eine E/A Folge (Pv(0...T ), Pw(0...T )) mit den E/A Paaren (pv(k), pw(k))
ist konsistent mit dem stochastischen Automaten A, wenn für die Elemente b(k) der Verhaltensfol-
ge (7.20) b(k) > 0 für k = 0, 1, 2, . . . , T gilt. Hingegen ist eine E/A Folge (Pv(0...T ), Pw(0...T ))
inkonsistent mit dem stochastischen Automaten A, wenn ein Element b(k) der Verhaltensfolge (7.20)
den Wert Null annimmt.
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7.2 Tensorrepräsentation qualitativer Modelle

Analog zum Verhaltenstensor des stochastischen Automaten in Definition 7.1 definiert man auch den
Verhaltenstensor für das qualitative Modell aus Definition 4.1. Dieser tritt dabei an die Stelle der
Verhaltensmatrix aus Definition 4.2.

7.2.1 Verhaltenstensor

Die approximierten bedingten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v), die man aus der qualitativen sto-
chastischen Identifikation in Gleichung (4.27) erhält, werden durch einen entsprechenden Verhaltens-
tensor vierter Ordnung repräsentiert.

Definition 7.4 (Verhaltenstensor des qualitativen Modells): Der Tensor

L̃ ∈ [0, 1]N×Q×N×M (7.22)

für dessen Elemente

l̃(z̄, w, z, v) = L̃(z̄, w | z, v) ∀ z̄, z ∈ X , w ∈ Y, v ∈ V (7.23)

gilt, heißt Verhaltenstensor des qualitativen Modells.

Der Verhaltenstensor (7.22) enthält für ein bestimmtes qualitatives Modell stets die gleichen Wahr-
scheinlichkeiten wie eine entsprechende Verhaltensmatrix. Das Beispiel 7.3 zeigt dies im Vergleich
zur Verhaltensmatrix (5.16) aus dem Beispiel in Abschnitt 5.2, Seite 93.

Beispiel 7.3: Wie man im Vergleich mit der Verhaltensmatrix (5.25) aus den dem Beispiel in Ab-
schnitt 5.2 feststellen kann, ändert sich durch die Verwendung eines Tensors zur Speicherung der
bedingten Wahrscheinlichkeiten lediglich die Indexierung. Dabei wird der Index-Operator »:« aus
Abschnitt 6.1.2 verwendet, um alle Indizes z̄ und z für eine gegebene E/A Kombination (w, v) aus-
zuwählen. Anstelle der Verhaltensmatrix L̃ ∈ [0, 1]18×12 mit den Blöcken L̃ ∈ [0, 1]6×6 tritt der
Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]6×3×6×2 mit den Tensorscheiben

L̃(:, 1, :, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.921 0 0 0 0 0
0.079 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(:, 1, :, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(:, 2, :, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0.155 0 0 0 0
0 0.721 0 0 0.333 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0.124 0 0 0.667 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(:, 2, :, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0.004 0
0 0 0 0 0.128 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0.756 0
0 0 0 0 0.112 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L̃(:, 3, :, 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , L̃(:, 3, :, 2)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.001
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.055
0 0 0 0 0 0.944

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(7.24)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit L(6, 3, 6, 2) = 0.944 dafür, dass das quantisierte System bei der qua-
litativen Eingabe v = 2 vom Zustand z = 6 in den Zustand z̄ = 5 wechselt und die Ausgabe w = 3
erzeugt, steht somit an der Position l̃(6, 3, 6, 2).
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Analog zu den Tensor-Beobachtergleichungen des stochastischen Automaten (7.6) und (7.15) erhält
man die qualitativen Beobachtergleichungen für die Tensorrepräsentation qualitativer Modelle, was
im nächsten Abschnitt erläutert wird.

7.2.2 Qualitative Beobachtergleichung

Zunächst können basierend auf Definition 7.1, die approximierten Wahrscheinlichkeiten L̃(z̄, w | z, v)
aus Gleichung (4.27) in einem Tensor L̃ ∈ [0, 1]N×Q×N×M notiert werden. Damit kann die Beob-
achtergleichung für die Tensorrepräsentation qualitativer Modelle analog zu Definition 7.2 formuliert
werden.

Definition 7.5 (Qualitative Tensor-Beobachtergleichung): Sind die quantisierten Ein- und Aus-
gangsfolgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) des quantisierten Systems konsistent mit dem qualitativen Mo-
dell Ã, dann kann eine Approximation der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der qualitativen Zustände
mit

k ≥ 0 : p̃z(k + 1) =
L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)∣∣∣∣L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : p̃z(0) = p̃0

(7.25)

für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden. Der qualitative Eingang v(k) und Ausgang w(k)
sind dabei in jedem Zeitschritt k durch die quantisierte Eingangsgröße [u(k)] = v(k) und Ausgangs-
größe [y(k)] = w(k) gegeben.

Der Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Zustände zur Zeit k + 1 besitzt dabei die Vertei-
lung aus Gleichung (4.38). Wendet man die qualitative Beobachtergleichung (7.25) auf gegebene
quantisierte E/A Folgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) an, erhält man die mit (4.41) identische Folge von
Wahrscheinlichkeitsvektoren

P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) = (p̃z(0), p̃z(1), p̃z(2), . . . , p̃z(T + 1)) , (7.26)

welche die approximierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der qualitativen Zustände bis zum Zeit-
horizont T + 1 beschreiben. Außerdem wird der Nenner der qualitativen Beobachtergleichung (7.25)
mit

b̃(k) :=
∣∣∣∣L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1 ∈ [0, 1] , (7.27)

abgekürzt, womit man das für die Fehlererkennung wichtige Verhaltenssignal

B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]) = (b̃(0), b̃(1), b̃(2), . . . , b̃(T )) (7.28)

des qualitativen Modells bilden kann. Dieses ist wiederum identisch mit Gleichung (4.43).

Konsistenzprüfung der Ein- und Ausgangsfolgen: Die Bewertung, ob die quantisierten E/A
Folgen ([U(0...T )], [Y (0...T )]) konsistent mit dem qualitativen Modell Ã sind, erfolgt analog zu den
Gleichungen (4.44) und (4.45) in Abschnitt 4.4.2. Damit kann ein einfacher Algorithmus zur quali-
tativen Fehlererkennung definiert werden.
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7.2.3 Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung
Der Ablauf des Beobachteralgorithmus 7.1 ist identisch mit dem Beobachteralgorithmus 4.1, der auf
der Matrixrepräsentation qualitativer Modelle beruht.

Algorithmus 7.1: Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung (Tensorrepräsentation)
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (4.15) mit Verhaltenstensor L̃, Gl. (7.22)

Quantisierte Eingangsfolge [U(0...T )] mit Elementen [u(k)] = v(k), Gl. (4.4)
Quantisierte Ausgangsfolge [Y (0...T )] mit Elementen [y(k)] = w(k), Gl. (4.6)

Initialisiere: k = 0 , p̃z(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k) Gl. (7.25)
3 berechne

∣∣∣∣L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)
∣∣∣∣

1 =: b̃(k) , Gl. (7.25)
4 berechne b̃m(k) , Gl. (4.46) und b̃b(k) , Gl. (4.48)
5 wenn b̃(k) = 0 dann
6 setze p̃z(k + 1) = p̃0

7 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
8 sonst
9 berechne p̃z(k + 1) , Gl. (7.25)
10 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: Folge P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) , Gl. (7.26)
Folge B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]) , Gl. (7.28)
Folge B̃m(0...T ) , Gl. (4.47)
Folge B̃b(0...T ) , Gl. (4.49)

7.2.4 Erweiterte qualitative Beobachtergleichung
Im Folgenden wird eine erweiterte qualitative Beobachtergleichung eingeführt, mit der sich Unsicher-
heiten in den quantisierten Ein- und Ausgangsgrößen berücksichtigen lassen. Dies stellt eine inter-
essante Möglichkeit für die praktische Anwendung qualitativer Modelle dar, denn reale Messdaten
können durch unterschiedliche Gründe, wie korrodierte Stecker, schlechte elektrische Abschirmungen
oder äußere Störeinflüsse, mit Unsicherheiten behaftet sein. Beispiel 7.4 zeigt hierbei anschaulich, wie
sich Unsicherheiten in den Ein- und Ausgängen auf die Zustandswahrscheinlichkeiten auswirken.

Qualitative Ein- und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren

Zunächst können die Wahrscheinlichkeiten der qualitativen Ausgänge Pr([y(k)] = w) und der quali-
tativen Eingänge Pr([u(k)] = v) analog zu Abschnitt 7.1.3 für alle w ∈ Y und v ∈ U vektoriell notiert
werden:

p̃v(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([u(k)] = 1)
Pr([u(k)] = 2)

...
Pr([u(k)] = M)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]M , (7.29)

p̃w(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([y(k)] = 1)
Pr([y(k)] = 2)

...
Pr([y(k)] = Q)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]Q . (7.30)
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Der Vektor p̃v(k) wird in diesem Kontext als Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Ausgänge
und der Vektor p̃w(k) als Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Eingänge bezeichnet. Die quan-
tisierten Ein- und Ausgangsfolgen [U(0...T )] und [Y (0...T )] werden damit wieder durch eine Folge
von Wahrscheinlichkeitsvektoren

P̃v(0...T ) = (p̃v(0), p̃v(1), p̃v(2), . . . , p̃v(T )) (7.31)

und

P̃w(0...T ) = (p̃w(0), p̃w(1), p̃w(2), . . . , p̃w(T )) (7.32)

ersetzt.

Exakte qualitative Ein- und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren: Sind die qualitativen
Eingänge v ∈ U und Ausgänge w ∈ W zu jeder Zeit k = 0, 1, . . . , T exakt bekannt und durch die
eindeutigen quantisierten Eingangs- und Ausgangsfolgen [U(0...T )] und [Y (0...T )] gegeben, dann
besitzen die qualitativen Ein- und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren wieder nur an der v(k)-
ten und w(k)-ten Stelle den Wert Eins, während alle anderen Komponenten den Wert Null ha-
ben. Für die Wahrscheinlichkeitsvektoren der qualitativen Ein- und Ausgänge gilt dann entspre-
chend p̃v(k) ∈ {0, 1}M und p̃w(k) ∈ {0, 1}Q für k = 0, 1, 2, . . . , T . Die Folgen der Wahrscheinlich-
keitsvektoren der qualitativen Eingänge (7.31) und Ausgänge (7.32) werden in diesem Fall wieder als
exakt bezeichnet. Siehe hierzu auch Abschnitt 7.1.3 und Beispiel 7.1. Im Folgenden wird kürzer wie-
der einfach von E/A Folgen (P̃v(0...T ), P̃v(0...T )) und E/A Paaren (p̃v(k), p̃w(k)) gesprochen. Die
erweiterte qualitative Beobachtergleichung folgt somit unmittelbar aus Gleichung (7.15) und wird
hier wieder in einer Allgemeinen Form definiert.

Definition 7.6 (Erweiterte qualitative Tensor-Beobachtergleichung): Sind die Folgen von Wahr-
scheinlichkeitsvektoren qualitativer Ein- und Ausgänge (P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) gegeben und konsistent
mit dem qualitativen Modell Ã, dann kann eine Approximation der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der qualitativen Zustände mit

k ≥ 0 : p̃z(k + 1) =

〈
L̃
⏐⏐ �

p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)
�〉∥∥∥〈L̃

⏐⏐ �
p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : p̃z(0) = p̃0

(7.33)

für k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden. Dabei ist p̃w(k) ∈ [0, 1]Q, p̃v(k) ∈ [0, 1]M und p̃z(k) ∈ [0, 1]N .

In Gleichung (7.33) ist
�
p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)

�
= p̃w(k) �• p̃z(k) �• p̃v(k) ∈ [0, 1]Q×N×M (7.34)

wiederum ein Kruskal Rang-1 Tensor wie in Gleichung (7.12). Analog zum Zustandsvektor (7.14)
wird der Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Zustände zur Zeit k + 1 durch

p̃z(k + 1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([x(k + 1)] = 1 | P̃v(0...k), P̃w(0...k))
Pr([x(k + 1)] = 2 | P̃v(0...k), P̃w(0...k))

...
Pr([x(k + 1)] = N | P̃v(0...k), P̃w(0...k))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (7.35)
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in einer allgemeinen Form definiert. Für mit dem qualitativen Modell Ã konsistente Ein- und Aus-
gangsfolgen (P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) generiert die Beobachtergleichung (7.33) eine Folge von Zustands-
wahrscheinlichkeitsvektoren, die mit

P̃z(0...T + 1 | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) = (p̃z(0), p̃z(1), p̃z(2), . . . , p̃z(T + 1)) (7.36)

bezeichnet wird. Aus dem Nenner der Beobachtergleichung folgt wiederum die Abkürzung

b̃(k) :=
∥∥∥〈L̃

⏐⏐ �
p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)

�〉∥∥∥
1

, (7.37)

woraus sich dann das Verhaltenssignal

B̃(0...T | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) = (b̃(0), b̃(1), b̃(2), . . . , b̃(T )) (7.38)

des qualitativen Modells ergibt. Auch hier werden somit zugunsten einer einheitlichen Beschrei-
bung der Algorithmen zur Fehlerdetektion die gleichen Symbole p̃z und b̃ verwendet wie bei der
einfachen Beobachtergleichung in (7.25) und (7.27). Dabei gilt analog zu den Beziehungen in den
Gleichungen (7.18) und (7.21), dass wenn die E/A Folgen exakt sind und ausschließlich Elemen-
te p̃v(k) ∈ {0, 1}M und p̃w(k) ∈ {0, 1}Q enthalten, wiederum folgende Äquivalenz gilt:

P̃z(0...T + 1 | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) = P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) , (7.39)
B̃(0...T | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) = B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]) . (7.40)

Die Gleichung (7.33) erzeugt damit für exakte E/A Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren die glei-
che approximierte vektorielle Zustandsfolge (7.26) und Verhaltensfolge (7.28) wie die qualitative
Beobachtergleichung (7.25). Dies ist wiederum eine direkte Schlussfolgerung aus dem Lemma 7.1.
Wichtig zu wissen ist, dass selbst für sicher bekannte qualitative E/A Folgen, beide Beobachterglei-
chungen grundsätzlich nur dann die tatsächlichen Zustandswahrscheinlichkeiten (4.40) des quanti-
sierten Systems beschreiben können, wenn dieses die Markow-Eigenschaft besitzt und das qualitative
Modell vollständig ist. Beide Bedingungen sind, wie bereits erwähnt, im Allgemeinen nicht erfüllt.
Konsistenzprüfung der Ein- und Ausgangsfolgen: Die Konsistenzprüfung der E/A Folgen
erfolgt analog zu Abschnitt 7.1.3. Das heißt, eine E/A Folge (P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) mit den E/A
Paaren (p̃v(k), p̃w(k)) ist konsistent mit dem qualitativen Modell Ã, wenn für die Elemente b̃(k)
der Verhaltensfolge (7.38) b̃(k) > 0 für k = 0, 1, 2, . . . , T gilt. Dementsprechend ist eine E/A Fol-
ge (P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) inkonsistent mit dem qualitativen Modell Ã, wenn b̃(k) = 0 ist.

Beispiel 7.4 (Unsichere Ein- und Ausgangsvektoren): Die Abbildung 7.1 zeigt am Beispiel eines
Erhitzers einer RLT-Anlage, welchen Einfluss eine 20%-ige Unsicherheit in den qualitativen Ein-
und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren auf die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeitsverteilun-
gen hat. Es handelt sich hierbei um ein SISO-System mit zwei Zuständen, die durch die Was-
seraustrittstemperatur TWA

und die Wassereintrittstemperatur TWE
gegeben sind. Die Größe TWA

besitzt zwei und die Größe TWE
drei qualitative Zustände. Die obere Reihe in Abbildung 7.1 zeigt

die qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten für exakte Ein- und Ausgänge. In den unteren beiden
Abbildungen sind die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen unter Berücksichtigung einer Unsi-
cherheit von 20% dargestellt. Wie zu erkennen ist, führt diese Unsicherheit insbesondere bei der
Wasseraustrittstemperatur TWA

zu einer Änderung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der qualita-
tiven Zustände. Bei der Wassereintrittstemperatur TWE

ist die Auswirkung geringer und in der Ab-
bildung kaum zu erkennen, wobei jedoch auch hier ein Unterschied besteht. So beträgt beispielsweise
zum Zeitpunkt k = 1 und für exakte Ein- und Ausgänge, die Wahrscheinlichkeit dafür, dass sich die
Wassereintrittstemperatur im qualitativen Zustand z = 1 (untere Partition) befindet 4.8 %. Für den
qualitativen Zustand z = 2 (mittlere Partition) liegt diese bei 66.8 % und für den Zustand z = 3 (obere
Partition) bei 28.4 %. Für die unsicheren Ein- und Ausgänge betragen die qualitativen Zustandswahr-
scheinlichkeiten hingegen 8.3 % (z = 1), 62.1 % (z = 2) und 29.6 % (z = 3).
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Abbildung 7.1: Qualitative Zustandswahrscheinlichkeiten für exakte qualitative Ein- und Ausgänge

(oben) und mit 20% Unsicherheit (unten)

7.2.5 Erweiterter Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung
Der Ablauf des erweiterten Algorithmus 7.2 zur qualitativen Fehlerdetektion ist identisch zu dem der
Algorithmen 4.1 und 7.1.

Algorithmus 7.2: Erweiterter Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (4.15) mit Verhaltenstensor L̃, Gl. (7.22)

Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge P̃v(0...T ), Gl. (7.31)
Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge P̃w(0...T ), Gl. (7.32)

Initialisiere: k = 0 , p̃z(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne
〈

L̃
⏐⏐ �

p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)
�〉

, Gl. (7.33)

3 berechne
∥∥∥〈L̃

⏐⏐ �
p̃w(k), p̃z(k), p̃v(k)

�〉∥∥∥
1

=: b̃(k) , Gl. (7.33)

4 berechne b̃m(k) , Gl. (4.46) und b̃b(k) , Gl. (4.48)
5 wenn b̃(k) = 0 dann
6 setze p̃z(k + 1) = p̃0

7 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
8 sonst
9 berechne p̃z(k + 1) , Gl. (7.33)
10 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: Folge P̃z(0...T + 1 | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) , Gl. (7.36)
Folge B̃(0...T | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) , Gl. (7.38)
Folge B̃m(0...T ) , Gl. (4.47)
Folge B̃b(0...T ) , Gl. (4.49)
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7 Qualitative Modelle in Tensorrepräsentation

Verwendet man den Algorithmus mit exakten E/A Folgen, erhält man entsprechend den Glei-
chungen (7.39) und (7.40), die Folge P̃z(0...T + 1 | [U(0...T )], [Y (0...T )]) sowie das Verhaltenssi-
gnal B̃(0...T | [U(0...T )], [Y (0...T )]). Die Anmerkung 4.2 zur Speicherung der Zustandsfolge gilt in
Bezug auf den Algorithmus 7.2 im gleichen Sinne.
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8
Tensordekomposition
In diesem Kapitel werden zwei verschiedene Methoden der Tensordekomposition beschrie-
ben sowie deren Grundlagen erläutert und die entsprechenden Notationen und Begriffe
eingeführt. Einleitend wird in Abschnitt 8.1 ein kurzer Überblick bezüglich der histo-
rischen Entwicklung und des Ursprungs der Dekompositionsmethoden gegeben. In Ab-
schnitt 8.2 wird die CP-Dekomposition vorgestellt und gezeigt, wie diese zur Reduktion
des Speicherbedarfs des Verhaltenstensors eingesetzt werden kann und welche Werkzeuge
hierfür zur Verfügung stehen. Abschnitt 8.3 behandelt die TT-Dekomposition und stellt
die Vor- und Nachteile gegenüber der CP-Dekomposition sowie die Unterschiede im Hin-
blick auf den Speicherbedarf heraus.

8.1 Einleitung
Die Tensordekomposition ist ein Faktorisierungsverfahren, das im Allgemeinen eine Generalisierung
einer Matrix Faktorisierung darstellt und dessen Grundidee bereits 1927 von Hitchcock [42] beschrie-
ben wurde [56, S. 456–457]. Die wohl bekannteste Methode zur Faktorisierung oder Dekomposition
von Matrizen ist die aus der linearen Algebra bekannte Singulärwertzerlegung (engl.: Singular Value
Decomposition (SVD)). Eine der ersten Erweiterungen der SVD für das Gebiet der multilinearen Al-
gebra stellt die Tucker Dekomposition dar, die 1966 durch Tucker [119] für dreidimensionale Tensoren
entwickelt wurde und von der mittlerweile mehrere Verallgemeinerungen für N -dimensionale Tensor-
en existieren, wie beispielsweise die von De Lathauwer et al. [28] publizierte Singulärwertzerlegung
höherer Ordnung (engl.: Higher Order Singular Value Decomposition (HOSVD)) [56, S. 474–477].
Eine weitere Tensordekompositionsmethode ist die CP-Dekomposition (engl.: CP-Decomposition),
welche ebenfalls als eine Genrealisierung der SVD angesehen werden kann [25, S. 43]. Die Abkür-
zung CP hat ihren Ursprung in der Arbeit von Kiers [48] und steht für die 1970 entwickelten Fak-
torisierungsmodelle CANDECOMP (CANonical DECOMPosition [20]) und PARAFAC (PARAllel
Factors [37]). Neben der Tucker und der CP-Dekomposition existieren auch aktuellere und moderne-
re Verfahren, wie zum Beispiel die im Jahr 2011 von Oseledets [99] vorgestellte Tensor-Train (TT)
Dekomposition. Das Verfahren der TT-Dekomposition stammt aus dem Bereich der numerischen
Analysis und der Quantenphysik [35, S. 4], während die CP-Dekomposition ihren Ursprung in der
Psychometrie hat [56, S. 456]. Die aktuellen Anwendungsfelder beider Dekompositionsmethoden er-
strecken sich über viele Gebiete der Mathematik, Physik und Ingenieurwissenschaften. So finden
diese Ansätze zum Beispiel Anwendung in der Signalverarbeitung (Signaltrennung und Rauschunter-
drückung), in der Bildverarbeitung und -kompression, bei bildgebenden medizinischen Verfahren wie
dem EEG sowie bei Methoden des maschinellen Lernens und der Modellreduktion [25, S. xvii–xxi],
[56, S. 456].
Von besonderem Interesse in dieser Arbeit ist der Aspekt der Modellreduktion, unter der in diesem
Fall die Repräsentation des Verhaltenstensors durch dessen approximierte und in der Dimensionalität
reduzierte Faktorisierung verstanden wird [25, S. xvii]. In den folgenden Abschnitten wird erläutert,
wie sich die CP-Dekomposition (Abschnitt 8.2) und die TT-Dekomposition (Abschnitt 8.3) zur Fak-
torisierung des in Definition 7.1 eingeführten Verhaltenstensors nutzen lassen. Die Erläuterungen
beziehen sich dabei stets auf den Verhaltenstensor des stochastischen Automaten L, sind aber analog
auf den Verhaltenstensor des qualitativen Modells L̃ in Definition 7.4 anwendbar.
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8 Tensordekomposition

8.2 CP-Dekomposition

In den folgenden Abschnitten werden die algebraischen Grundlagen der CP-Dekomposition und deren
Anwendung beschrieben. Grundlagen- und Übersichtsliteratur bieten dabei insbesondere die Arbeiten
von Cichocki et al. [25], Comon et al. [26], Grasedyck et al. [35], Hackbusch [36], Kiers [48] und Kolda
und Bader [56].

8.2.1 Grundlagen der CP-Dekomposition

Definition 8.1 (CP-Dekomposition [56, S. 463–464]): Die CP-Dekomposition eines Tensors N -ter
Ordnung Y ∈ RJ1×J2×···×JN ist definiert als dessen Zerlegung in eine Summe von R Rang-1 Tensoren

Y ≈
�

λ; X(1), X(2), . . . , X(N)
�

≡
R∑

r=1
λr

N⊙
n=1
• x(n)

:r ∈ RJ1×J2×···×JN , (8.1)

die für n = 1, . . . , N durch die dyadischen Produkte der Spaltenvektoren x(n)
:r ∈ RJn der Faktor-

matrizen X(n) ∈ RJn×R gegeben und mit den Faktoren λr des Vektors λ ∈ RR gewichtet sind. Die
elementweise Notation ist dabei durch

y(j1, j2, . . . , jN ) ≈
R∑

r=1
λr · x

(1)
j1r · x

(2)
j2r · · · x

(N)
jN r ∀jn ∈ {1, . . . , Jn}, n = 1, . . . , N (8.2)

gegeben.

Das Ergebnis der CP-Dekomposition eines Tensor Y ∈ RJ1×J2×···×JN ist also ein Kruskal-Tensor �·�
nach Definition 6.18, der eine Anzahl von N Faktormatrizen X(n) ∈ RJn×R mit Jn Zeilen und
je R Spalten sowie den Gewichtungsvektor λ der Länge R enthält. Der Gewichtungsvektor λ ∈ RR

mit den Komponenten λr enthält dabei sogenannte Skalierungswerte, falls die Spaltenvektoren der
Faktormatrizen normalisiert wurden, was für verschiedene Anwendungen hilfreich ist [56, S. 464].
Erfolgt keine Normalisierung gilt allgemein λ = 1 (vgl. Gleichung (6.42)). Die Gleichung (8.1) wird
auch als CP-Repräsentation des Tensors Y bezeichnet.
Die folgende Abbildung zeigt eine grafische Interpretation der CP-Dekomposition eines Tensors drit-
ter Ordnung Y ∈ RJ1×J2×J3 als Summe der dyadischen Produkte dreier Spaltenvektoren x(1)

:r ∈ RJ1 ,
x(2)

:r ∈ RJ2 und x(3)
:r ∈ RJ3 für r = 1, . . . , R.

�•

x(1)
:1

x(2)
:1

x(3)
:1

≈ λ1 λR+ · · · + �•

x(1)
:R

x(2)
:R

x(3)
:R

Y

Abbildung 8.1: CP-Dekomposition eines Tensors dritter Ordnung, nach [56, S. 463]

Das Konzept der CP-Dekomposition besteht somit darin, dass nicht der gesamte Tensor Y, son-
dern nur dessen Zerlegung, in Form des Kruskal-Tensors mit den Faktormatrizen X(n) ∈ RJn×R

und dem Gewichtungsvektor λ ∈ RR gespeichert werden muss. Die CP-Dekomposition muss dabei
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8.2 CP-Dekomposition

im Allgemeinen nicht zwangsläufig eine Approximation darstellen, denn generell kann jeder beliebige
Tensor Y ∈ RJ1×J2×···×JN durch einen entsprechenden Kruskal-Tensor exakt repräsentiert werden [22,
S. 284]. Die Frage, die sich in der Praxis dabei stellt, ist, wie groß die Anzahl an Spalten R in den
Faktormatrizen X(n) ∈ RJn×R des Kruskal-Tensors, beziehungsweise die Anzahl zu summierender
Rang-1 Tensoren sein muss, damit im Idealfall Gleichheit in (8.1) besteht oder aber der ursprüng-
liche Tensor Y mit zumindest hinreichender Genauigkeit approximiert wird. Wie präzise die CP-
Dekomposition den Ursprungstensor wiedergibt, hängt dabei im Wesentlichen vom Wert R ab, den
man als Dekompositionsrang oder Rang der Dekomposition bezeichnet [58, S. 8].

Setzt man einen aus der CP-Dekomposition resultierenden Kruskal-Tensor wieder zusammen, das
heißt man summiert die dyadischen Produkte der Spaltenvektoren x(n)

:r ∈ RJn der Faktormatri-
zen X(n) ∈ RJn×R unter Einbeziehung der Gewichte λr auf, dann bezeichnet man dies als Kompo-
sition. Stellt die CP-Dekomposition dabei wie in Definition 8.1 nur eine Approximation des Ten-
sors Y ∈ RJ1×J2×···×JN dar, dann führt die Komposition des Kruskal-Tensors entsprechend auf einen
Tensor Ŷ ≈ Y, der lediglich eine Näherung des Ursprungstensors repräsentiert. Im folgenden Ab-
schnitt werden die Zusammenhänge zwischen dem Rang der Dekomposition R, einer exakten CP-
Dekomposition und einer Approximation näher erläutert.

Tensorrang-Dekomposition und Rang-R Approximation

Zwischen dem in Definition 6.17 festgelegten Begriff des Tensorrangs und der CP-Dekomposition be-
steht der Zusammenhang, dass der Rang eines Tensors der minimalen Anzahl von Rang-1 Termen R
in einer exakten CP-Dekomposition entspricht [56, S. 464]. Eine CP-Dekomposition mit dieser Eigen-
schaft wird auch als Tensorrang-Dekomposition (engl.: tensor rank decomposition [56], [123]) oder
kanonische polyadische Dekomposition (engl.: canonical polyadic decomposition (CPD) [31]) bezeich-
net.

Definition 8.2 (Tensorrang-Dekomposition [56, S. 464]): Eine exakte CP-Dekomposition eines Ten-
sors Y mit R = rang(Y) Rang-1 Termen, ist eine Tensorrang-Dekomposition.

Es soll angemerkt werden, dass eine exakte CP-Dekomposition nicht unbedingt eine Tensorrang-
Dekomposition darstellt, da auch eine Faktorisierung mit R > rang(Y) exakt sein kann und somit die
Anzahl der Rang-1 Terme nicht minimal ist.

Von besonderem Interesse sind häufig die sogenannten besten Niedrig-Rang Approximationen (engl.:
low-rank approximations [35], [56])1. Im Kontext der CP-Dekomposition spricht man dabei auch von
der besten Rang-R Approximation (engl.: rank-r approximation [27]). Damit sind CP-Dekompositionen
mit einem Dekompositionsrang R < rang(Y) gemeint, für die es folglich keine exakte Lösung geben
kann und die den ursprünglichen Tensor näherungsweise repräsentieren. Die Existenz der besten
Rang-R Approximation ist dabei nicht zwangsläufig gewährleistet, da für manche Tensoren auch
mit R < rang(Y) beliebig präzise Approximationen berechnet werden können [56, S. 469]. Dieses
Problem wird in der Literatur auch als Degenerierung der CP-Dekomposition bezeichnet [56, S. 469],
[59, S. 117].

Sowohl die Tensorrang Dekomposition als auch die beste Rang-R Approximation sind eher theore-
tischer Natur, da beide letztlich die Kenntnis des Tensorrangs voraussetzten. Die Berechnung des
Tensorrangs ist jedoch, wie bereits in Abschnitt 6.5.1 erläutert, nur für Tensoren niedriger Ordnung
und geringer Dimensionsgrößen möglich. Die in dieser Arbeit auftretenden Verhaltenstensoren sind
in ihrer Dimensionalität deutlich größer als die in der Literatur behandelten Beispiele, für die eine

1Es sei angemerkt, dass der Begriff der Niedrig-Rang Approximation nicht nur für die CP-Dekomposition, sondern
auch für andere Faktorisierungsverfahren verwendet wird. Siehe hierzu [35].
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8 Tensordekomposition

Berechnung des Tensorrangs theoretisch möglich wäre. Eine simple Lösung dieses Problems scheint
daher zunächst die Verwendung eines Brute-Force Algorithmus zu sein, der numerisch einfach so viele
CP-Dekompositionen für R = 1, 2, . . . ausführt, bis eine exakte Faktorisierung gefunden ist. Dies stellt
sich in der Praxis jedoch schwierig dar, da die Algorithmen zur Berechnung der CP-Dekomposition
aus verschiedenen Gründen die Berechnung einer exakten Dekomposition nicht sicherstellen kön-
nen [56, S. 471] (s. a. Abschnitt 8.2.2). Allerdings existieren Algorithmen, die ebensolche Brute-Force
Methoden nutzen, um innerhalb vordefinierter Approximationskriterien eine Dekomposition zu fin-
den, die ein Optimum im Verhältnis zwischen Speicherreduktion und Genauigkeit bietet [127, S. 29–
30].
Aufgrund der Unkenntnis bezüglich des Rangs des Verhaltenstensors und der bereits erwähnten
algorithmischen Limitierung kann hier mit großer Sicherheit angenommen werden, dass es in der
Regel nicht möglich sein wird, eine exakte CP-Dekomposition zu berechnen. Gleiches gilt für die
beste Rang-R Approximation, weshalb wir im Folgenden einfach von einer Rang-R Approximation
sprechen.

Definition 8.3 (Rang-R Approximation): Die CP-Dekomposition eines Tensors Y mit einem festen
Dekompositionsrang R, wird als Rang-R Approximation bezeichnet.

Das Ziel der CP-Dekomposition des Verhaltenstensors ist im Weiteren somit nicht die Berechnung
einer exakten Faktorisierung, sondern vielmehr die Generierung einer Dekomposition, die zum einen
präzise genug ist um die ursprünglichen Eigenschaften genau genug abzubilden und zum anderen eine
ausreichend hohe Reduktion des Speicherbedarfs ermöglicht. Die Berechnung der CP-Dekomposition
und welche Werkzeuge dafür zur Verfügung stehen wird im nächsten Abschnitt beschrieben.

8.2.2 Berechnung der CP-Dekomposition

Die Berechnung der CP-Dekomposition erfolgt durch die Lösung eines Optimierungsproblems mit
dem Ziel, für einen gegebenen Dekompositionsrang R, die bestmögliche Approximation, beziehungs-
weise die minimale Differenz zwischen dem ursprünglichen Tensor und dessen Zerlegung zu finden.
Da der Verhaltenstensor mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten nur nichtnegative Werte enthält,
werden im Folgenden nur solche Optimierungsalgorithmen verwendet, welche die Elemente der Fak-
tormatrizen mit der Beschränkung auf die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen R≥0 berech-
nen. CP-Dekompositionen dieser Art werden als nichtnegative CP-Dekomposition (engl.: non-nega-
tive CP (NNCP) [56]) oder nichtnegative Tensor Faktorisierung (engl.: non-negative tensor factoriza-
tion (NTF) [25]) bezeichnet. Das Optimierungsproblem lässt sich für einen Tensor Y ∈ RJ1×J2×···×JN

≥0

durch

min
λ,X(1),X(2),...,X(N)

1
2

∥∥∥Y −
[[

λ; X(1), X(2), . . . , X(N)
]]∥∥∥2

F
(8.3)

beschreiben, wobei für die Elemente der Faktormatrizen und des Gewichtungsvektors

λr > 0, x
(n)
jnr ≥ 0 für jn = 1, . . . , Jn, n = 1, . . . , N und r = 1, . . . , R

gilt [56, S. 471], [24].
Die Notation (8.3) ist eine der üblichen Darstellungen des Optimierungsproblems der NNCP-Dekom-
position und basiert auf der Minimierung der quadratischen Frobenius Norm ‖·‖2

F, bzw. der quadrati-
schen Summe der Tensorelemente [114]. Lösungsalgorithmen für diese Art von Optimierungsproblem
basieren häufig auf der allgemeinen Methode der alternierenden kleinsten Quadrate (engl.: alterna-
ting least squares (ALS)) und werden entsprechend als ALS Algorithmen bezeichnet [24]. Da das
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Optimierungsproblem (8.3) als Nebenbedingung die Nichtnegativität der Elemente der Faktorma-
trizen impliziert, spricht man im Speziellen auch von ANLS (engl.: alternating non-negative least
squares [53]) oder NNLS (engl.: non-negative least squares [24]) Algorithmen.
Grundsätzlich existieren zahlreiche Algorithmen und unterschiedliche Kostenfunktionen zur Berech-
nung der NNCP-Dekomposition, wovon jedoch nur ein Bruchteil in den zur Verfügung stehen-
den Computer Toolboxen implementiert sind. Die aktuell (Stand: 2017) in Matlab

R© und Py-

thon
TM verfügbaren Algorithmen für die NNCP-Dekomposition gehören fast ausschließlich zur

Gruppe der ALS Algorithmen, wobei insbesondere der sogenannte HALS (engl.: hierarchical al-
ternating least squares [24]) Algorithmus erwähnenswert ist, da er speziell für die Dekomposition
großer Tensoren entwickelt wurde. Weitere moderne Ansätze aus der Familie der ALS Algorithmen
sind der ANLS-AS (engl.: alternating non-negative least squares with active set [49], [50]) und der
ANLS-BPP (engl.: alternating non-negative least squares with block principal pivoting [52]) Algorith-
mus. Der sogenannte MU (engl.: multiplicative update [61], [130]) Algorithmus ist einer der ältesten
Ansätze zur Berechnung der NNCP-Dekomposition und der einzige in Matlab

R© und Python
TM

verfügbare Ansatz, der nicht zur ALS Gruppe gehört. Auf eine detaillierte Beschreibung der Funkti-
onsweise oben aufgeführter Algorithmen soll an dieser Stelle verzichtet werden; weitere Informationen
können den jeweils angegebenen Quellen entnommen werden.

Werkzeuge zur Berechnung der NNCP-Dekomposition

Tabelle 8.1 gibt einen Überblick bezüglich der verfügbaren Matlab
R© und Python

TM Toolboxen
sowie der darin enthaltenen Algorithmen für die Kalkulation der NNCP-Dekomposition.

Tabelle 8.1: Toolboxen und Algorithmen für die NNCP-Dekomposition
Symbol Name Algorithmen

(A) Matlab
R© Tensor Toolbox [6] MU

(B) Matlab
R© Tensorlab [126] NLSa, MINFa

(C)
Matlab

R© Nonnegative Matrix and Tensor
Factorization Algorithms Toolbox [51]

ANLS-BPP, ANLS-AS, HALS, MU

(D) Python
TM Scikit-Tensor Library [97]

Unterstützt keine NNCP-Dekomposition,
dient jedoch als Basisbibliothek für (E)

(E) Python
TM NCP.pyb [103], [111] ANLS-BPP, ANLS-AS, HALS, MU

a Beide Algorithmen gehören zur ALS Gruppe, wobei NLS hier abweichend für Non-linear Least
Square steht, während mit MINF ein nicht näher spezifizierter nichtlinearer unbeschränk-
ter Optimierungsalgorithmus (engl.: nonlinear unconstrained optimization algorithm) bezeichnet
wird [127, S. 24].

b Stellt die Python
TM Übersetzung von (C) dar.

Die Verwendung der in Tabelle 8.1 aufgeführten Toolboxen (A), (C), (D) und (E) ist prinzipiell
sehr einfach, da die Dekomposition eines Tensors mit nur einer einzigen Funktion initiiert wird.
Neben dem Festlegen des Dekompositionsrangs R bieten diese Toolboxen die Möglichkeit, weitere
Funktionsargumente zu übergeben, wie beispielsweise die Anzahl der Iterationsschritte, das Initiali-
sierungsverfahren oder verschiedene Konvergenzkriterien. Die mit Abstand umfangreichste Toolbox
ist das Matlab

R© Tensorlab (B), dessen Funktionsweise sich zumindest dann von der der anderen
Toolboxen unterscheidet, wenn Nebenbedingungen für die Berechnung der Dekomposition definiert
werden sollen. Für diesen Fall wird ein sogenanntes SDF (engl.: structured data fusion [127]) Frame-
work bereitgestellt, welches eine eigne Syntax besitzt. Mithilfe dieses Frameworks können verschiedene
Restriktionen definiert werden, wie zum Beispiel die Forderung der Nichtnegativität der Elemente
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der Faktormatrizen. Erwähnenswert ist auch, dass alle Toolboxen eine Vielzahl von mathematischen
Produkten der linearen und multilinearen Algebra bereitstellen, wodurch sich viele Berechnungen
einfach und sehr kompakt implementieren lassen.

Zu allen Tensortoolboxen ist anzumerken, dass diese – bis auf (C) und (E) – deutlich mehr Algo-
rithmen für die normale CP-Dekomposition bereitstellen, als für die NNCP-Dekomposition. Beispiele
zur Verwendung der Toolboxen und deren Funktionen können für (C), (D) und (E) innerhalb der
Programmumgebung über die entsprechenden Funktionsaufrufe gefunden werden oder auch im Quell-
code, der direkt unter den in Tabelle 8.1 angegeben Quellen einsehbar ist. Gleiches gilt auch für (A),
wobei hier zusätzlich die Publikationen [4], [5] hilfreich sind. Für (B) wird ein komplettes Hand-
buch [127] zum Download angeboten, das eine Vielzahl an Beispielen und Anwendungsmöglichkeiten
enthält.

Konvergenz des Optimierungsproblems

Zur Berechnung der CP-Dekomposition soll abschließend kurz auf die Thematik der Konvergenz
des Optimierungsproblems eingegangen werden. Wie bereits erwähnt wurde, ist die Existenz der
besten Rang-R Approximation nicht sichergestellt (Degeneration der CP-Dekomposition), was in
direktem Zusammenhang damit steht, dass generell keine globale Lösung für eine Approximation
mit R < rank(Y) existiert [75, S. 436]. Hier besteht ein Unterschied zwischen der CP und NNCP-
Dekomposition, denn die NNCP ist nicht degenerativ und für einen gegebenen Dekompositionsrang R
existiert stets ein globales Minimum, womit auch eine beste Rang-R Approximation existiert [75,
S. 433], [105]. Die theoretische Existenz einer globalen besten Lösung hilft in der Praxis jedoch
nicht zwangsläufig weiter, da die Qualität des Ergebnisses wesentlich von den Werten der Elemen-
te des ursprünglichen Tensors und des verwendeten Lösungsalgorithmus des Optimierungsproblems
abhängt. Wie die praktische Anwendung der NNCP-Dekomposition zeigt, können die zur Verfügung
stehenden ALS und MU Algorithmen in Tabelle 8.1 das Konvergieren in einem globalen Minimum,
insbesondere für große Tensoren, in der Regel nicht sicherstellen [88]. Grund hierfür ist vor allem die
Nicht-Konvexität des Optimierungsproblems, weshalb die Startwerte der Faktormatrizen, mit denen
die Iteration initialisiert wird, einen entscheidenden Einfluss auf das Ergebnis haben, da jede Dekom-
position, die mit verschiedenen Startwerten begonnen wird, zu einem anderen Ergebnis und in der
Regel nur lokalen Minimum führt [88, S. 2].

Die Toolboxen in Tabelle 8.1 initialisieren die Startwerte der Faktormatrizen zufällig, wodurch im
Allgemeinen jede Dekomposition auch zu unterschiedlichen Ergebnissen führt. Es sind also in der
Regel stets mehrere Dekompositionen nötig, um eine gute Approximation für einen vorgegebenen
Dekompositionsrang zu finden. Allerdings ist es auch möglich, die Startwerte manuell vorzugeben,
was jedoch Kenntnis über die innere Struktur des zu faktorisierenden Tensors erfordert.

8.2.3 Speicherbedarf der CP-Dekomposition

Wie aus Definition 8.1 ersichtlich ist, führt die Faktorisierung eines Tensors Y ∈ RJ1×J2×···×JN mit
Dekompositionsrang R zu einer Anzahl von N Faktormatrizen der Größe Jn × R. Damit erhält man
für alle n = 1, 2, . . . , N eine Anzahl von Jn · R Werten sowie den Vektor λ, der die Länge R besitzt.
Der Speicherbedarf2 der CP-Dekomposition sowie ein Reduktionsfaktor, der die Kompressionsrate
wiedergibt, kann damit wie folgt definiert werden.

2Der Begriff des Speicherbedarfs bezieht sich auf die Anzahl der zu speichernden Werte.
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Definition 8.4 (Speicherbedarf der CP-Dekomposition): Der Speicherbedarf der CP-Dekomposition
eines Tensors N -ter Ordnung Y ∈ RJ1×J2×···×JN mit dem Dekompositionsrang R beträgt

γCP = R ·
(

N∑
n=1

Jn

)
+ R (8.4)

Werte, woraus sich ein Reduktionsfaktor

ξCP =

N∏
n=1

Jn

R ·
(

N∑
n=1

Jn

)
+ R

(8.5)

ergibt.

Das Verhältnis zwischen Speicherreduktion und Approximationsgenauigkeit bei der CP-Dekomposition
lässt sich anhand einer Bildkompression gut veranschaulichen.

Beispiel 8.1 (Bildkompression durch NNCP-Dekomposition): Die Daten des Fotos des Fraunhofer-
ISE Hauptgebäudes in Abbildung 8.2(a) können in einem Tensor dritter Ordnung Y ∈ N480×725×3

mit Elementen y(i, j, k) gespeichert werden. Dabei stehen die ersten beiden Modi des Tensors für die
Auflösung und der letzte Modus für den RGB Farbraum. Die frontalen Scheiben Y(:, :, k) ∈ N480×725

enthalten also für k = 1, 2, 3 die Farbwerte für rot, grün und blau als 8-Bit Integer mit Werten
in {0, 1, . . . , 255}.

(a) Original, 1 044 000 Werte (b) R = 200, γCP = 241 800, ξCP = 4.32

(c) R = 100, γCP = 120 900, ξCP = 8.64 (d) R = 25, γCP = 30 225, ξCP = 34.54

Abbildung 8.2: Beipiele für die Bildkompression anhand verschiedener Rang-R Approximationen des
Tensors Y ∈ R480×725×3

≥0 , (Quelle Original: c©Fraunhofer ISE/Foto: Guido Kirsch)
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Für den Dekompositionsrang R = 25 ergeben sich damit aus der NNCP-Dekomposition des Original-
bildes die Faktormatrizen X(1) ∈ R480×25

≥0 , X(2) ∈ R725×25
≥0 und X(3) ∈ R3×25

≥0 sowie der Gewichtungs-
vektor λ ∈ R25

≥0 (vgl. Definition 8.1). Während für das Original in Abbildung 8.2(a) der Speicherbe-
darf 480 · 725 · 3 = 1 044 000 Werte beträgt, benötigt die CP-Repräsentation �λ; X(1), X(2), X(3)� bei
einem Dekompositionsrang von R = 25 nur 25 · (480 + 725 + 3) + 25 = 30 225 Werte, woraus sich
ein Reduktionsfaktor ξCP = 34.54 ergibt (vgl. Gleichungen (8.4),(8.5)). Das Bild in Abbildung 8.2(d)
wurde dabei anhand des wieder komponierten Tensors Ŷ ∈ R480×725×3

≥0 erzeugt, der damit nur eine Ap-
proximation des ursprünglichen Tensor Y darstellt. Die Abbildungen 8.2(b) und 8.2(c) zeigen die Re-
sultate für die gleiche Vorgehensweise, jedoch mit Dekompositionsrängen von R = 100 und R = 200.
Dabei wird offensichtlich, dass umso höher der Rang R gewählt wird, desto besser ist die Approxi-
mationsgüte und umso größer der Speicherbedarf. Die NNCP-Dekomposition des Tensors Y erfolgte
dabei mithilfe des HALS Algorithmus der Matlab

R© Toolbox (C) aus Tabelle 8.1.

Die in den Abbildungen 8.2(b)-8.2(d) angegebene Anzahl der zu speichernden Werte und der Reduk-
tionsfaktor beziehen sich auf den dekomponierten Tensor, also auf die Elemente aller Faktormatrizen
zuzüglich des Gewichtungsvektors. Das Beispiel dient in erster Linie der Veranschaulichung der Ap-
proximationsgenauigkeit in Abhängigkeit des Dekompositionsrangs. Um die Abbildungen darstellen
zu können, müssen die jeweiligen Faktorisierungen jedoch wieder komponiert werden, womit der
praktische Nutzen gering ist, da der komponierte Tensor Ŷ die gleiche Größe besitzt, wie der ur-
sprüngliche Tensor Y (vgl. Definition 8.1). Um die Speicherreduktion durch die CP-Dekomposition
nutzen zu können, müssen also entsprechende Algorithmen definiert werden, die auf Basis der CP-
Repräsentation, also des Kruskal-Tensors arbeiten, ohne dass dieser wieder komponiert werden muss.
Für den Verhaltenstensor bedeutet dies die Anpassung der Beobachteralgorithmen an die Struktur des
aus der CP-Dekomposition resultierenden Kruskal-Tensors. Die CP-Dekomposition des Verhaltens-
tensors wird im folgenden Abschnitt beschrieben. Wie die Beobachteralgorithmen für den stochas-
tischen Automaten und die qualitativen Modelle an die dekomponierte Struktur des Verhaltenstensors
angepasst werden können, ist Gegenstand des Kapitels 9.

8.2.4 CP-Repräsentation des Verhaltenstensors
In diesem Abschnitt wird die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors L aus Definition 7.1 erläu-
tert. Für die Berechnung der Faktorisierung kommen ausschließlich Algorithmen für die NNCP-
Dekomposition aus Tabelle 8.1 zum Einsatz, da der Verhaltenstensor mit den bedingten Wahrschein-
lichkeiten nur nichtnegative Werte enthalten kann. Für die praktische Anwendung ist insbesondere
die Rang-R Approximation des Verhaltenstensors aus Definition 7.1 von Bedeutung, während für die
formale Notation der im nächsten Kapitel eingeführten Beobachteralgorithmen, eine exakte Definition
erforderlich ist. Im Folgenden werden beide Definition eingeführt und erläutert.

Definition 8.5 (Rang-R Approximation des Verhaltenstensors): Die Approximation des Verhaltens-
tensors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M durch einen Tensor

L̂ ≈ L (8.6)

mit der CP-Repräsentation

L̂ =
�

λ; A, B, C, D
�

≡
R∑

r=1
λr a:r �• b:r �• c:r �• d:r ∈ RN×Q×N×M

≥0 (8.7)

und Faktormatrizen

A ∈ RN×R
≥0 , B ∈ RQ×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0

sowie dem Gewichtungsvektor λ ∈ RR
≥0, wird als Rang-R Approximation des Verhaltenstensors be-

zeichnet.
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In Gleichung (8.7) steht A ∈ RN×R
≥0 somit für die Faktormatrix der Folgezustände des Verhaltensten-

sors und B ∈ RQ×R
≥0 , C ∈ RN×R

≥0 sowie D ∈ RM×R
≥0 repräsentieren die Faktormatrizen der Ausgaben,

Zustände und Eingaben. Die Vektoren a:r ∈ RN
≥0, b:r ∈ RQ

≥0, c:r ∈ RN
≥0 und d:r ∈ RM

≥0 stellen den
jeweils r-ten Spaltenvektor der entsprechenden Faktormatrix dar. Der Dekompositionsrang R kann
dabei als ein justierbarer Parameter zur Einstellung des Verhältnisses zwischen Speicherbedarf und
Approximationsgüte interpretiert werden.

Dass die Rang-R Approximation des Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]N×Q×N×M nur eine Näherung dar-
stellt, hat direkte Konsequenzen in Bezug auf die bedingten Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v), die
durch die Elemente l(z̄, w, z, v) ∈ [0, 1] des Verhaltenstensors repräsentiert werden. Während die
Werte der Elemente l(z̄, w, z, v) des ursprünglichen Verhaltenstensors L innerhalb des Einheitsinter-
valls [0, 1] liegen, gilt für den approximierten Verhaltenstensor in Definition 8.5 allgemein nur

L̂ ∈ RN×Q×N×M
≥0 . (8.8)

Das bedeutet, dessen Elemente l̂(z̄, w, z, v) können somit auch Werte größer Eins annehmen. Es
handelt sich dabei also nicht mehr um bedingte Wahrscheinlichkeiten im definitionsgemäßen Sinn,
sondern nur noch um entsprechende Näherungen, für die lediglich l̂(z̄, w, z, v) ≈ l(z̄, w, z, v) gilt. Ein
Element des approximierten Verhaltenstensor kann mit Gleichung (8.9) bestimmt werden:

l̂(z̄, w, z, v) =
R∑

r=1
λr · az̄r · bwr · czr · dvr . (8.9)

Da die Eigenschaft, dass die Rang-R Approximation nur eine Näherung der bedingten Wahrscheinlich-
keiten des Verhaltenstensors generieren kann, für formale mathematische Beschreibungen ungünstig
ist, muss auch der Fall einer exakten Dekomposition des Verhaltenstensors eingeführt werden, der
wie folgt definiert ist.

Definition 8.6 (Exakte CP-Repräsentation des Verhaltenstensors): Wenn Gleichung (8.6) mit Gleich-
heit gilt, sprich die Differenz in Gleichung (8.3) ist Null, dann ist

L̂ = L (8.10)

und die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors ist exakt.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass eine exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors nach
Definition 8.6 nicht bedeutet, dass es sich um eine Tensorrang-Dekomposition handelt (vgl. Ab-
schnitt 8.2.1). Das heißt, im Allgemeinen wird der Rang R einer exakten Dekomposition, nicht dem
Rang des Verhaltenstensors L entsprechen (R > rank(L)).

Wie die CP-Repräsentation (8.7) des Verhaltenstensor zur Beobachtung stochastischer Automaten
und zur qualitativen genutzt werden kann, wird in Kapitel 9 beschrieben.

8.3 TT-Dekomposition*

Dieser Abschnitt beschreibt die Tensor-Train (TT) Dekomposition und ihre Anwendung in Bezug auf
den Verhaltenstensor. Die Entwicklung dieser Tensor-Dekompositionsmethode geht im Wesentlichen
zurück auf Oseledets [99] und Oseledets und Tyrtyshnikov [102]. Gute Überblicke und Erläuterungen
der algebraischen Grundlagen bieten aber auch Cichocki et al. [22], Holtz et al. [43], N. Lee und
Cichocki [62], [63], [64] und N. Lee et al. [65].
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8.3.1 Grundlagen der TT-Dekomposition*
Die TT-Dekomposition unterscheidet sich in mehreren Aspekten von der CP-Dekomposition. Wäh-
rend bei der CP-Dekomposition ein Tensor Y ∈ RJ1×J2×···×JN in N zweidimensionale Faktormatrizen
zerlegt wird, erfolgt die Faktorisierung bei der TT-Dekomposition in eine Anzahl von N dreidi-
mensionalen TT-Kernen (engl.: TT-Cores [99]). Im Gegensatz zur CP-Dekomposition, bei der die
Approximationsgüte zum einen vom gewählten Dekompositionsrang R und zum anderen von den
Startwerten der Faktormatrizen abhängt, erlaubt die TT-Dekomposition die Vorgabe einer festen
Approximationsgenauigkeit, die mit ε bezeichnet wird [99, S. 2297].
Da in dieser Arbeit die TT-Dekomposition genau wie die CP-Dekomposition, als eine Approximation
verwendet wird, werden auch die entsprechenden Gleichungen in Form von Näherungen angegeben.
Für die folgende Definition der TT-Dekomposition wird das kontrahierte Modus-(P | 1) Produkt aus
Definition 6.13 benötigt.

Definition 8.7 (TT-Dekomposition [22, S. 368], [64, S. 931]): Die TT-Dekomposition ist definiert
als Approximation eines Tensors N -ter Ordnung Y ∈ RJ1×J2×···×JN durch eine Folge kontrahierter
Modus-(P | 1) Produkte

Y ≈
〈〈

X(1), X(2), . . . , X(N)
〉〉

≡ X(1) � X(2) � · · · � X(N) , (8.11)

die für n = 1, . . . , N durch die TT-Kerne X(n) ∈ RRn−1×Jn×Rn gegeben sind.

Die Anzahl der Elemente entlang des Modus-2 der TT-Kerne X(n) ∈ RRn−1×Jn×Rn entspricht dabei
für n = 1, . . . , N stets der Anzahl der Elemente des korrespondierenden Modus-n des Ursprungs-
tensors. Die Anzahl der Elemente entlang des Modus-1 und Modus-3 der TT-Kerne wird durch die
sogenannten TT-Ränge (engl.: TT-ranks) R1, . . . , RN bestimmt, wobei R0 = RN = 1 gilt [99, S. 2296–
2297]. Da demzufolge der erste TT-Kern X(1) ∈ R1×J1×R1 und der letzte TT-Kern X(N) ∈ RRN−1×JN ×1

jeweils eine Dimension der Länge Eins besitzen, können diese ebenso als Tensoren zweiter Ordnung,
beziehungsweise als Matrizen X(1) ∈ RJ1×R1 und X(N) ∈ RRN−1×JN interpretiert werden [63, S. 603].
Im Folgenden wird, solange nicht explizit erwähnt, auf diese Möglichkeit verzichtet und alle TT-
Kerne werden wie in Definition 8.7, als Tensoren dritter Ordnung notiert, da sich daraus eine ein-
heitliche Darstellung sowie Vorteile in der späteren Notation des Beobachteralgorithmus ergeben.
Die in Gleichung (8.11) auftretenden Klammern 〈〈·〉〉 können dabei, vergleichbar mit der Notation
des Kruskal-Tensors �·� bei der CP-Dekomposition, als eine Kurznotation für eine Folge kontrahier-
ter Modus-(P | 1) Produkte interpretiert werden.3 Für weitere Notationen der TT-Dekomposition
siehe [22, S. 363–368].
Die Abbildung 8.3 zeigt schematisch die TT-Dekomposition anhand eines Tensors fünfter Ord-
nung Y ∈ RJ1×J2×J3×J4×J5 . Die Bestimmung des ersten kontrahierten Modus-1 Produkts entspricht
dabei der in Beispiel 6.4 veranschaulichten Berechnung.

1 × J1 × R1 R1 × J2 × R2 R2 × J3 × R3 R3 × J4 × R4 R4 × J5 × 1

X1
X2

X3
X4

X5� � � �

Y ∈ RJ1×J2×J3×J4×J5 ≈

Abbildung 8.3: TT-Dekomposition eines Tensors fünfter Ordnung, nach [23, S. 155]
3Die Klammern 〈〈·〉〉 dürfen nicht mit den einfachen Klammern 〈·〉 des kontrahierten Tensorprodukts in Definition 6.14

und 6.15 verwechselt werden.
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Die Berechnung eines Elements des Tensors Y in Definition 8.7 erfolgt durch eine Folge von Matrix
Produkten

y(j1, j2, . . . , jN−1, jN ) ≈ X(1)
:j1: · X(2)

:j2: · · · X(N−1)
:jN−1: · X(N)

:jN : , (8.12)

wobei X(n)
:jn: ∈ RRn−1×Rn für n = 1, . . . , N gilt [64, S. 931]. Die Terme X(2)

:j2:, . . . , X(N−1)
:jN−1: stellen so-

mit laterale Scheiben der TT-Kerne X(2), . . . , X(N−1) dar (s. a. Abbildung 6.3). Aufgrund der Be-
ziehung R0 = RN = 1 kann der erste Faktor X(1)

:j1: ∈ R1×R1 als Zeilenvektor x(1)
j1: ∈ R1×R1 und der

letzte Faktor X(N)
:jN : ∈ RRN−1×1 als Spaltenvektor x(N)

:jN
∈ RRN−1×1 aufgefasst werden. Alternativ zu

Gleichung (8.12) lässt sich die elementweise Kalkulation auch als Summe elementweiser Produkte
darstellen [64, S. 933]:

y(j1, j2, . . . , jN−1, jN )≈
R1∑

r1=1
· · ·

RN−1∑
rN−1=1

x
(1)
1j1r1

· x
(2)
r1j2r2

· · · x
(N−1)
rN−2jN−1rN−1

· x
(N)
rN−1jN 1 . (8.13)

Ähnlich wie bei der CP-Dekomposition, bei der die Tensorrang Dekomposition (s. Definition 8.2) eine
exakte Faktorisierung mit minimaler Anzahl an Rang-1 Termen R beschreibt, existiert bei der TT-
Dekomposition der Begriff der minimalen TT-Dekomposition. Ob eine TT-Dekomposition minimal
ist, hängt dabei vom Rang der matrizisierten TT-Kerne ab.

Definition 8.8 (Minimale TT-Dekomposition [64, S. 932]): Die TT-Dekomposition (8.7) eines Ten-
sors Y ∈ RJ1×J2×···×JN ist minimal, wenn für die Modus-1 und Modus-3 Matrizisierung der TT-Kerne
und deren TT-Ränge

Rn = rang
(

X(n)
(3)

)
und Rn−1 = rang

(
X(n)

(1)

)
(8.14)

für alle n = 1, 2, . . . , N gilt.

Der Begriff der minimalen TT-Dekomposition bedeutet dabei, dass die Dekomposition exakt ist [10].
Die minimale TT-Dekomposition ist außerdem eindeutig [43, S. 709], das heißt es existiert nur eine
einzige Kombination an TT-Rängen, die den ursprünglichen Tensor exakt wiedergibt. Das bedeutet,
die TT-Ränge Rn der minimalen TT-Dekomposition entsprechen für alle n = 1, . . . , N − 1 dem Rang
der n-ten kanonischen Matrizisierung des Tensors Y, sodass rang(Y<n>) = Rn ist [64, S. 932]. Im
Gegensatz zur CP-Dekomposition existiert außerdem immer eine minimale TT-Dekomposition als
auch eine beste TT Approximation [102, S. 72], [99, S. 2300]. Zum Begriff der Matrizisierung siehe
Abschnitt 6.3.2. Im folgenden Abschnitt wird die Berechnung der TT-Dekomposition für den in dieser
Arbeit wichtigen Fall der näherungsweisen Faktorisierung eines Tensors erläutert.

8.3.2 Berechnung der TT-Dekomposition*
Das Ziel der TT-Dekomposition ist die Approximation eines Tensors Y ∈ RJ1×J2×···×JN durch TT-
Kerne X(n) ∈ RRn−1×Jn×Rn , n = 1, . . . , N und kleinstmöglichen TT-Rängen R1, . . . , RN−1 sowie vor-
definierter Approximationsgüte ε. Diese Forderung lässt sich formal wie folgt definieren [99, S. 2301]:∣∣∣∣∣∣Y −

〈〈
X(1), X(2), . . . , X(N)

〉〉∣∣∣∣∣∣
F

≤ ε||Y||F . (8.15)

Der Lösungsalgorithmus, der die TT-Dekomposition als eine Folge von Singulärwertzerlegungen
(SVD) berechnet [102, S. 73], wird als TT-SVD [99, S. 2301] bezeichnet und ermöglicht auch die
Berechnung einer minimalen TT-Dekomposition [64, S. 932]. Für die TT-Dekomposition des Ver-
haltenstensors ist diese Tatsache jedoch zweitrangig, da auch hier wie bei der CP-Dekomposition,
ein Kompromiss zwischen Approximationsgenauigkeit und Speicherbedarf angestrebt wird und da-
her keine minimale TT-Dekomposition, sondern eine TT-Approximation berechnet werden soll. Eine
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interessante Eigenschaft des TT-SVD Algorithmus ist, dass dieser auch die Berechnung der besten TT-
Approximation sicherstellt [99, S. 2300]. Dabei wird der zu dekomponierende Tensor Y ∈ RJ1×J2×···×JN

für alle n = 1, . . . , N−1 kanonisch matrizisiert und die generierten Matrizen Y<n> ∈ RJ1···Jn×Jn+1···JN

durch Singulärwertzerlegungen

Y<n> ≈ U(n) · S(n) · V(n) = Ŷ(n) ∈ RJ1···Jn×Jn+1···JN

approximiert [102, S. 73–77]. Die Approximation erfolgt dabei als die beste Singulärwertzerlegung
für die vorgegebene Genauigkeit ε. Diese Näherung wird auch als beste Rang-Rn Approximation be-
zeichnet [99, S. 2299], [102, S. 73], da die Ränge der Matrizen Ŷ(1), . . . , Ŷ(N−1) mit rang(Ŷ(n)) = Rn,
die TT-Ränge R1, . . . , RN−1 der zu generierenden TT-Kerne X(1), . . . , X(N−1) für n = 1, 2 . . . , N vor-
geben. Die TT Approximation ist somit quasi optimal [99, S. 2300], denn sie stellt die beste Ap-
proximation für eine gegebene Approximationsgenauigkeit ε dar. Die TT-Kerne X(n) werden dann
für n = 1, . . . , N − 1 durch Umordnen der Elemente der Matrizen U(n) in ihre dreidimensiona-
le Struktur Rn−1 × Jn × Rn überführt, wobei der letzte TT-Kern X(N) sich aus dem Matrixpro-
dukt S(N−1) · V(N−1) ergibt [99, S. 2301].

Werkzeuge zur Berechnung der TT-Dekomposition*

Zur Berechnung der TT-Dekomposition steht momentan (Stand 2017) die Tensor-Train Toolbox [100]
für Matlab

R© sowie die TTpy Toolbox [101] für Python
TM zur Verfügung. Leider existieren bisher

jedoch keine Implementierungen, die die Berechnung der TT-Kerne mit nichtnegativen Elementen
erlauben. Allerdings sind bereits Algorithmen für die nichtnegative TT-Dekomposition theoretisch
beschrieben worden [65], was Hoffnung gibt, dass diese in naher Zukunft auch als entsprechende
Werkzeuge verfügbar sein werden. Auch wenn die Eigenschaft, dass die TT-Kerne negative Elemente
enthalten können prinzipiell ungünstig für die Dekomposition des Verhaltenstensors ist, kann die
TT-Dekomposition aufgrund der einstellbaren Approximationsgüte, als eine Alternative zur CP-
Dekomposition dienen. Wie das Problem der möglicherweise negativen Elemente in den TT-Kernen
mit einem heuristischen Ansatz gelöst werden kann, wird in Kapitel 9 beschrieben.

8.3.3 Speicherbedarf der TT-Dekomposition*
Zum Speicherbedarf der TT-Dekomposition sei angemerkt, dass dieser nicht wie bei der CP-De-
komposition durch die Vorgabe eines festen Dekompositionsrangs R bereits vor der Faktorisierung
feststeht. Dadurch, dass bei der TT-Dekomposition lediglich die Approximationsgüte ε vorgegeben
wird, hängt der Speicherbedarf von der Struktur des zugrundeliegenden Tensors ab. Einfach ausge-
drückt: Für dimensionsgleiche Tensoren mit unterschiedlich komplexen Datenstrukturen wird für die
gleiche vorgegebene Approximationsgüte in der Regel unterschiedlich viel Speicher benötigt.

Definition 8.9 (Speicherbedarf der TT-Dekomposition): Der Speicherbedarf eines Tensors N -ter
Ordnung Y ∈ RJ1×J2×···×JN , der durch die TT-Repräsentation 〈〈X(1), X(2), . . . , X(N)〉〉 mit TT-Kern-
en X(n) ∈ RRn−1×Jn×Rn für n = 1, . . . , N gegeben ist, beträgt

γTT =
N∑

n=1
Rn−1 · Jn · Rn (8.16)

Werte, woraus sich ein Reduktionsfaktor von

ξTT =

N∏
n=1

Jn

N∑
n=1

Rn−1 · Jn · Rn

(8.17)

ergibt.
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8.3 TT-Dekomposition*

8.3.4 TT-Repräsentation des Verhaltenstensors*

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die TT-Dekomposition zur Faktorisierung des Verhaltensten-
sors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M aus Definition 7.1 genutzt werden kann. Aufgrund der Tatsache, dass die TT-
Kerne über ihre rechten und linken Ränge miteinander verknüpft sind (vgl. Abbildung 8.3), spielt im
Hinblick auf die Entwicklung von Algorithmen, die auf Basis der TT-Repräsentation (8.11) arbeiten,
die Reihenfolge der Modi des zu dekomponierenden Tensors eine Rolle. Im Folgenden werden die
Modi des Verhaltenstensors für die TT-Repräsentation permutiert, was wie in der Literatur üblich,
durch die Notation

L = permute
(
L, [Q, M, N, N ]

)
(8.18)

erfolgt.4 Die Permutation der Modi des Verhaltenstensors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M mit den Elemen-
ten l(z̄, w, z, v) führt dementsprechend zu einer alternativen Repräsentation L ∈ [0, 1]Q×M×N×N mit
Elementen

l(w, v, z̄, z) = l(z̄, w, z, v) = L(z̄, w | z, v) ∀z̄, z ∈ Z, w ∈ Wv ∈ V . (8.19)

Der Unterstrich kennzeichnet somit im Folgenden den permutierten Verhaltenstensor, beziehungswei-
se dessen Elemente. Anstatt die Elemente eines bereits vorhandenen Verhaltenstensors umzuordnen,
kann auch direkt ein Tensor des Formats L ∈ [0, 1]Q×M×N×N angelegt werden, dem dann mit

l(w, v, z̄, z) = L(z̄, w | z, v) ∀ z̄, z ∈ Z, w ∈ W, v ∈ V , (8.20)

die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation direkt zugewiesen werden (s. a. Glei-
chung (7.2)). Die Permutation der Tensormodi führt somit zur einer alternativen Darstellung des
Verhaltenstensors, die jedoch exakt den gleichen Informationsgehalt besitzt. Damit kann die TT-
Approximation des Verhaltenstensors, wie folgt definiert werden.

Definition 8.10 (TT-Approximation des Verhaltenstensors): Die Approximation des Verhaltensten-
sors L ∈ [0, 1]Q×M×N×N durch einen Tensor

L̂ ≈ L (8.21)

mit der TT-Repräsentation

L̂ =
〈〈

E, F, G, H
〉〉 ≡ E�F�G�H (8.22)

und TT-Kernen

E ∈ R1×Q×R1 , F ∈ RR1×M×R2 , G ∈ RR2×N×R3 , H ∈ RR3×N×1 ,

wird als TT-Approximation des Verhaltenstensors bezeichnet.

In Definition 8.10 wird der TT-Kern E ∈ R1×Q×R1 als TT-Kern der Ausgaben bezeichnet und die TT-
Kerne F ∈ R1×Q×R1 , G ∈ RR2×N×R3 und H ∈ RR3×N×1 als TT-Kerne der Eingaben, Folgezustände
und Zustände.
Aufgrund der Tatsache, dass die TT-Dekomposition nach Definition 8.10 eine Approximation darstellt
und die Lösung des Optimierungsproblems (8.15) ohne die Nebenbedingung der Nichtnegativität der
TT-Kerne erfolgt, gilt für den approximierten Verhaltenstensor

L̂ ∈ RQ×M×N×N . (8.23)
4Die Permutation des Verhaltenstensors ist aus mathematischer Sicht nicht notwendig. Sie bietet allerdings Vorteile

bei der Implementierung der Gleichungen in der Programmiersprache Python
TM .

153



8 Tensordekomposition

Das bedeutet, dass die Elemente l̂(w, v, z̄, z) sowohl negative als auch Werte größer Eins annehmen
können. Auch hier handelt es sich somit nicht mehr um bedingte Wahrscheinlichkeiten, sondern
um Näherungen, für die lediglich l̂(w, v, z̄, z) ≈ l(w, v, z̄, z) gilt. Ein Element des approximierten
Verhaltenstensors L̂ kann dann mit Gleichung (8.24) berechnet werden:

l̂(w, v, z̄, z) =
R1∑

r1=1

R2∑
r2=1

R3∑
r3=1

e(1, w, r1) · f(r1, v, r2) · g(r2, z̄, r3) · h(r3, z, 1) . (8.24)

Auch für die TT-Dekomposition muss für die weiteren Betrachtungen der exakte Fall eingeführt
werden.

Definition 8.11 (Exakte TT-Dekomposition des Verhaltenstensors): Wenn die Gleichung (8.21) mit
Gleichheit gilt, sprich die Differenz in Gleichung (8.15) ist Null, dann ist

L̂ = L (8.25)

und die TT-Dekomposition des Verhaltenstensors ist exakt.
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9
Beobachteralgorithmen für die CP- und
TT-Repräsentation

Dieses Kapitel stellt die Beobachteralgorithmen zur qualitativen Fehlererkennung, basie-
rend auf der CP- und TT-Repräsentation des Verhaltenstensors vor. Einleitend wird in
Abschnitt 9.1 eine Beobachtergleichung auf Grundlage der Komposition von Submatri-
zen des Verhaltenstensors stochastischer Automaten aufgezeigt. In Erweiterung hierzu
erfolgt die Einführung einer effizienteren Beobachtergleichung, mit der die Zustands-
wahrscheinlichkeitsvektoren des stochastischen Automaten unmittelbar auf Grundlage
der CP-Repräsentation des Verhaltenstensor bestimmt werden können. Abschließend wird
der Beobachteralgorithmus für die qualitative Fehlererkennung definiert. In Abschnitt 9.2
wird eine Beobachtergleichung für die TT-Repräsentation stochastischer Automaten defi-
niert und ein entsprechender qualitativer Beobachteralgorithmus für die Fehlererkennung
beschrieben.

9.1 Beobachtung mit der CP-Repräsentation des Verhaltenstensors

9.1.1 Beobachtung durch Komposition von Submatrizen
Die Beobachtergleichung in Definition 7.2 basiert auf der Matrix-Vektor Multiplikation der in Ab-
hängigkeit von der aktuellen Ein- und Ausgabe selektierten Submatrix L(:, w(k), :, v(k)) ∈ [0, 1]N×N

des Verhaltenstensors L ∈ [0, 1]N×Q×N×M des stochastischen Automaten A, mit dem Zustandswahr-
scheinlichkeitsvektor pz(k) ∈ [0, 1]N . Um die Beobachtergleichung des stochastischen Automaten (7.6)
an die CP-Repräsentation des Verhaltenstensors in Definition 8.5 anzupassen, erscheint es daher nahe-
liegend, ebendiese Submatrix auf Basis der CP-Repräsentation

�
λ; A, B, C, D

�
des Verhaltenstensors

zu berechnen. Die Vorgehensweise hierbei wird im Folgenden erläutert.

Proposition 9.1: Unter der Voraussetzung einer exakten CP-Dekomposition des Verhaltensten-
sors L = �λ; A, B, C, D� nach Definition 8.6 gilt für die in der allgemeinen Beobachtergleichung (7.6)
im Zähler und Nenner auftretende Submatrix

L(:, w(k), :, v(k)) =
�
α(k); A, C

� ∈ [0, 1]N , (9.1)

mit dem Vektor

α(k) = λ ⊗⊕ (
b(w(k), :) ⊗⊕ d(v(k), :)

)T ∈ RR
≥0 . (9.2)

Dabei sind

A ∈ RN×R
≥0 , B ∈ RQ×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0 , λ ∈ RR
≥0 ,

die Faktormatrizen und der Gewichtungsvektor. In (9.2) ist b(w(k), :) ∈ R1×R
≥0 demzufolge die w-te

Zeile der Faktormatrix B und d(v(k), :) ∈ R1×R
≥0 die v-te Zeile der Faktormatrix D.

Beweis: Der Beweis von Proposition 9.1 findet sich im Anhang B.2.
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Wie Proposition 9.1 und der Beweis zeigen, kann mit Gleichung (9.1) für alle Eingänge v(k) und Aus-
gänge w(k) die entsprechende Submatrix aus der CP-Repräsentation des Verhaltenstensors berechnet
werden. Somit lässt sich eine Beobachtergleichung für die CP-Repräsentation wie folgt notieren:

Lemma 9.1 (CP-Beobachtergleichung für komponierte Submatrizen): Durch Einsetzen von Glei-
chung (9.1) in Gleichung (7.6) erhält man die Beobachtergleichung für die CP-Repräsentation des
Verhaltenstensors:

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
�
α(k); A, C

� · pz(k)∥∥�
α(k); A, C

� · pz(k)
∥∥

1
∈ [0, 1]N×N ,

k = 0 : pz(0) = p0 .

(9.3)

Für den in Gleichung (9.1) und (9.3) auftretenden Kruskal-Tensor gilt nach Definition 6.18 die
Beziehung

�
α(k); A, C

�
=

R∑
r=1

αr(k) a:r �• c:r . (9.4)

Aufgrund der Tatsache, dass das äußere Vektorprodukt a:r �• c:r zeitinvariant ist, muss dieses nicht
für jeden Zeitschritt k berechnet werden, sondern kann mit

Kr = a:r �• c:r ∈ RN×N
≥0 (9.5)

für alle r = 1, . . . , R einmalig berechnet werden. Somit erhält man mit K1, . . . , KR eine Anzahl von R
Matrizen der Größe N × N . Da die Skalarmultiplikation mit dem äußeren Produkt verträglich ist,
gilt für den skalaren Multiplikator αr(k) allgemein

αr(k) a:r �• c:r = αr(k) (a:r �• c:r) = αr(k) · Kr , (9.6)

womit sich Gleichung (9.1) wie folgt darstellen lässt

L(:, w(k), :, v(k)) =
R∑

r=1
αr(k) · Kr ∈ [0, 1]N×N . (9.7)

Die Gleichungen (9.1) und (9.7) sind somit äquivalent und durch die Beziehung in (9.6) gilt weiterhin
Beweis B.2. Anstelle von (9.3) kann dann die Gleichung

pz(k + 1) =

(∑R
r=1 αr(k) · Kr

)
· pz(k)∥∥∥(∑R

r=1 αr(k) · Kr

)
· pz(k)

∥∥∥
1

∈ [0, 1]N×N , (9.8)

verwendet werden, bei der der Berechnungsaufwand durch die einmalige Vorprozessierung des Pro-
dukts (9.5) entsprechend geringer ist. Für eine exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors füh-
ren die Gleichungen (9.8) und (9.3) entsprechend auf die gleichen Resultate wie die Beobachterglei-
chung (7.6).
Die Methode der Beobachtung durch Komposition der entsprechenden Submatrizen des Verhaltens-
tensors kann insbesondere bei vielen Zuständen N und großen Dekompositionsrängen R sehr rechen-
und speicherintensiv sein. Generell empfiehlt sich daher die Vorabberechnung der äußeren Produkte,
also die Verwendung von Gleichung (9.8), da damit die Anzahl der Rechenoperationen pro Zeit-
schritt k erheblich reduziert wird. Unabhängig davon, ob die Beobachtergleichung (9.3) oder (9.8)
verwendet wird, besteht bei der Komposition der Submatrizen jedoch das grundlegende Problem, dass
der Speicherbedarf gegenüber dem der CP-Repräsentation des Verhaltenstensors wieder anwächst.
Dies wird im Folgenden anhand der Beobachtergleichung (9.8) erläutert.
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Speicherbedarf bei der Komposition von Submatrizen

Der Speicherbedarf bei der Komposition von Submatrizen beträgt

γCPK = (Q + M) · R + N2 · R + R (9.9)

Werte, da neben den Faktormatrizen B ∈ RQ×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0 und dem Gewichtungsvektor λ ∈ RR
≥0

zusätzlich für alle Indizes r = 1, . . . , R die Matrizen K(r) ∈ RN×N
≥0 gespeichert werden müssen.

Abbildung 9.1 zeigt für verschiedenen Dekompositionsränge R und eine äquivalente Anzahl von Ein-
gaben M , Ausgaben Q und Zuständen N , den Speicherbedarf der CP-Repräsentation des Verhaltens-
tensors γCP aus Gleichung (8.4), im Vergleich zum Speicherbedarf γCPK aus Gleichung (9.9).
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Abbildung 9.1: Speicherbedarf (8.4) eines CP-dekomponierten Verhaltenstensors (x-Achse), im Ver-
gleich zum Speicherbedarf (9.9) mit vorprozessierten Matrizen K(r) (y-Achse). Der
Randmaßstab auf der rechten und oberen Seite steht für die Anzahl der Eingaben M ,
Ausgaben Q und Zustände N , wobei N = M = Q gilt.

Beispielsweise führt die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors eines Systems mit N = M = Q = 40
und einem Dekompositionsrang von R = 50 zu einer Anzahl von (40 + 40 + 40 + 40) · 50 + 50 = 8050
Werten, während bei der Vorberechnung der Matrizen K(r), der Speicherbedarf um über eine Größen-
ordnung höher ist ((40 + 40) · 50 + 40 · 40 · 50 + 50 = 84 050). Dies ist beispielhaft in Abbildung 9.1 in
Rot dargestellt. Allgemein gilt, dass der Speicherbedarf γCPK und γCP für beliebige aber gleiche An-
zahlen von Ein-, Ausgaben und Zuständen N = M = Q mit zunehmendem Rang R in der Art linear
wächst, dass eine Verdopplung des Rangs zu einer Verzweifachung der zu speichernden Werte führt.
Für das in Abbildung 9.1 in Rot dargestellte Beispiel ergibt sich beispielsweise für eine Verdreifachung
des Rangs (R = 150) und N = M = Q = 40 sowohl für den Speicherbedarf γCPK als auch für γCP
jeweils exakt der dreifache Wert, was in Abbildung 9.1 in Grün dargestellt ist. Anders verhält es sich,
wenn man für einen beliebigen Dekompositionsrang R die Anzahl der Zustände N erhöht. Während
der Wert N in Gleichung (8.4) nur einen linearen Einfluss auf den Speicherbedarf γCP hat, besteht
in (9.9) ein quadratischer Zusammenhang zwischen dem Speicherbedarf γCPK und der Anzahl der
Zustände. Wieder ausgehend von dem in Rot eingezeichneten Beispiel erhält man nun für R = 50 und
eine Verdopplung der Anzahlen von Eingängen, Ausgängen und Zuständen (N = M = Q = 80), den
in Magenta eingezeichneten Speicherbedarf γCP = 16 050. Damit ergibt sich in etwa eine Verdopplung
der zu speichernden Werte, während sich der Speicherbedarf γCPK = 328 050 circa vervierfacht. Für
dieses Beispiel beträgt der Speicherbedarf γCPK aufgrund der Vorprozessierung der Matrizen K(r)
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bereits über das 20-fache von dem der reinen CP-Dekomposition. Dies ist wohlgemerkt aber immer
noch deutlich weniger, als wenn man den Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]80×80×80×80 mit 40 960 000 Werten
in der vollen Darstellung speichern würde.
Wie aus den obigen Ausführungen klar wird, scheint es insbesondere für Systeme mit einer hohen An-
zahl von Zuständen nicht zielführend zu sein, die Submatrizen des Verhaltenstensor zu komponieren.
Es ist somit naheliegend, dass um das gesamte Potenzial der CP-Dekomposition auszuschöpfen, die
Berechnung des Zustandswahrscheinlichkeitsvektors pz(k + 1), direkt auf Basis der Faktormatrizen
erfolgen muss – und zwar ohne die Vorprozessierung der Submatrizen. Eine Beobachtergleichung die
dieser Anforderung gerecht wird, wird im Folgenden beschrieben.

9.1.2 CP-Beobachtergleichung
Nachstehend wird eine Beobachtergleichung für die CP-Repräsentation des Verhaltenstensors vorge-
stellt, welche die direkte Berechnung des Zustandswahrscheinlichkeitsvektors ermöglicht.

Proposition 9.2: Unter der Voraussetzung einer exakten CP-Dekomposition des Verhaltensten-
sors L = �λ; A, B, C, D� nach Definition 8.6 gilt für das in der erweiterten Beobachtergleichung (7.15)
im Zähler und Nenner auftretende kontrahierte Tensorprodukt〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉

= A ·
(

λ ⊗⊕
(

BT · pw(k)
)

⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
(

DT · pv(k)
))

∈ [0, 1]N .
(9.10)

Dabei sind die Faktormatrizen, der Gewichtungsvektor und die Wahrscheinlichkeitsvektoren der Ein-
gaben, Ausgaben und Zustände wie folgt gegeben:

A ∈ RN×R
≥0 , B ∈ RQ×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0 , λ ∈ RR
≥0 ,

pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ [0, 1]Q , pv(k) ∈ [0, 1]M .

Beweis: Der Beweis von Proposition 9.2 findet sich im Anhang B.3.

Lemma 9.2 (CP-Beobachtergleichung): Durch Einsetzen von Gleichung (9.10) in den Zähler und
Nenner von Gleichung (7.15) folgt mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
A ·

(
λ ⊗⊕

(
BT · pw(k)

)
⊗⊕

(
CT · pz(k)

)
⊗⊕

(
DT · pv(k)

))
∥∥∥∥A ·

(
λ ⊗⊕

(
BT · pw(k)

)
⊗⊕

(
CT · pz(k)

)
⊗⊕

(
DT · pv(k)

))∥∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 (9.11)

die allgemeine CP-Beobachtergleichung für exakt CP-dekomponierte Verhaltenstensoren. Dabei
gilt pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ [0, 1]Q sowie pv(k) ∈ [0, 1]M .

Korollar 9.1: Aus dem Beweis der Proposition 9.2 und dem Beweis der Proposition 7.1 folgt un-
mittelbar, dass

L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)

= A ·
(

λ ⊗⊕
(

BT · pw(k)
)

⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
(

DT · pv(k)
))

∈ [0, 1]N
(9.12)

gilt, wenn die Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren exakt und durch pw(k) ∈ {0, 1}Q

und pv(k) ∈ {0, 1}M gegeben sind.
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Ein direkter Beweis des Korollars 9.1 findet sich auch in [91]. Zusammenfassend können nun zwei
grundlegende Aussagen bezüglich der Beobachtung mit CP-dekomponierten Verhaltenstensoren for-
muliert werden:

1. Lemma 9.2 führt für eine exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors und unsichere Ein-
und Ausgaben auf die gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten wie die erweiterte Beobachterglei-
chung (7.15), wobei die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen durch (7.14) gegeben sind.

2. Aus dem Korollar 9.1 folgt, dass Lemma 9.2 für eine exakte CP-Dekomposition und exakt
bekannte Ein- und Ausgaben die gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten wie die Beobachter-
gleichung (7.6) generiert. Die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen sind dann entsprechend
durch (3.59) gegeben.

Ist die CP-Dekomposition nicht exakt, das heißt der Verhaltenstensor stellt nur eine Approximati-
on L̂ ∈ RN×Q×N×M

≥0 mit Elementen l̂(z̄, w, z, v) dar, dann ist offensichtlich, dass auch der mit der
Beobachtergleichung (9.11) berechnete Vektor der Zustandswahrscheinlichkeiten nur eine Approxi-
mation p̂z(k + 1) ∈ RN

≥0 repräsentiert.
Die Struktur der CP-Beobachtergleichung kann zum besseren Verständnis auch grafisch interpretiert
werden. Abbildung 9.2 zeigt die Visualisierung des Terms (9.10) aus Proposition 9.2, der sowohl im
Nenner als auch im Zähler des Lemmas 9.2 auftritt.

A λ BT CT DTpw(k) pz(k) pv(k)

N × R R R × Q R × N R × MQ N M

· · ⊗⊕⊗⊕· ⊗⊕ ·

A

N × R R R R R

= ⊗⊕ ⊗⊕ ⊗⊕·

A

N × R R N

· ==

Abbildung 9.2: Grafische Interpretation der CP-Beobachtergleichung

9.1.3 CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung

Der Algorithmus 9.1 zur qualitativen Fehlerdetektion ist hier für den in der Praxis relevanten Fall
eines approximierten Verhaltenstensors notiert. Die approximierten Größen des qualitativen Modells
werden dabei durch das Symbol » ̂ « gekennzeichnet. Der Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]N×Q×N×M

des qualitativen Modells ist somit durch die CP-Repräsentation ̂̃L = �λ; A, B, C, D� ∈ RN×Q×N×M
≥0

gegeben, welche durch die Rang-R Approximation in Definition 8.5 berechnet wird. Dabei sei darauf
hingewiesen, dass im approximativen Fall die Summennorm im Nenner der Beobachtergleichung

159



9 Beobachteralgorithmen für die CP- und TT-Repräsentation

mitunter Werte ̂̃b(k) > 1 annimmt (vgl. Abschnitt 8.2.4). Außerdem führt die Approximation des
Verhaltenstensors dazu, dass dessen Nullelemente in der Näherung ̂̃L durch sehr kleine Werte ungleich
null repräsentiert werden. Da die Nullelemente jedoch eine entscheidende Rolle bei der Fehlerdetektion
spielen, ist das Festlegen des Schwellwerts τ aus Gleichung (4.48) in der Regel zwingend erforderlich (s.
Abschnitt 4.4.3). Welchen Wert genau man für den Schwellwert τ wählen muss, lässt sich nicht
pauschal beantworten, da dies zum einen von der Approximationsgüte der Dekomposition abhängt
und zum anderen eine Frage der gewünschten Sensitivität ist.
Der Ablauf des nachstehend angegebenen Algorithmus 9.1 zur qualitativen Fehlererkennung erfolgt
analog zur Beschreibung in Abschnitt 4.4.4.

Algorithmus 9.1: CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (4.15) mit Verhaltenstensor

in CP-Repräsentation ̂̃L = �λ; A, B, C, D�, Gl. (8.7)
Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge P̃v(0...T ), Gl. (7.31)
Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge P̃w(0...T ), Gl. (7.32)

Initialisiere: k = 0 , ̂̃pz(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne A·(λ ⊗⊕(BT· p̃w(k)) ⊗⊕(CT· ̂̃pz(k)) ⊗⊕(DT· p̃v(k)), Gl. (9.11)

3 berechne ‖A·(λ ⊗⊕(BT· p̃w(k)) ⊗⊕(CT· ̂̃pz(k)) ⊗⊕(DT· p̃v(k))‖1 =: ̂̃b(k) ,

4 berechne ̂̃bm(k) , Gl. (4.46) und ̂̃bb(k) , Gl. (4.48)

5 wenn ̂̃b(k) = 0 dann
6 setze ̂̃pz(k + 1) = p̃0

7 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
8 sonst
9 berechne ̂̃pz(k + 1) , Gl. (9.11)
10 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: Folge ̂̃P z0...T + 1 | P̃v(0...T ), P̃w(0...T ) , Gl. (7.36)
Folge ̂̃B(0...T | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) , Gl. (7.38)
Folge ̂̃Bm(0...T ) , Gl. (4.47)
Folge ̂̃Bb(0...T ) , Gl. (4.49)

Eine Demonstration des CP-Algorithmus 9.1 zur qualitativen Fehlererkennung erfolgt in Beispiel 9.1
für den simulierten Erhitzer aus Abschnitt 5.2.6 und in Beispiel 9.2 für den der realen RLT-Anlage
aus Abschnitt 5.3.

Beispiel 9.1 (CP-Beobachtergleichung): Im Folgenden wird das Prinzip der CP-Beobachtergleich-
ung (9.11) an einer Rang-4 Approximation des Verhaltenstensors L̃ ∈ [0, 1]6×3×6×2 aus (7.24) demon-
striert. Dies ist der Verhaltenstensor eines qualitativen Erhitzermodells mit den Modellparametern
aus Tabelle 5.5 und der Beobachterzeitschrittdauer Tb = 6. Die Rang-4 Approximation des Tensor
führt dabei zu den Faktormatrizen

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0.186 0.996

0.075 0.001 0.983 0.085
0 0 0 0
0 0 0 0

0.996 0.058 0 0
0.053 0.998 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠∈ R6×4
≥0 , B =

⎛⎝0 0 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0

⎞⎠∈ R3×4
≥0 ,
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C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0.924

0.959 0 0.709 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0.9745 0 0.298 0
0 0.945 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠∈ R6×4
≥0 , D =

(
0.412 0 1 1
0.911 1 0 0

)
∈ R2×4

≥0

und dem Gewichtungsvektor λ = 14, der ausschließlich die Werte Eins enthält. Der qualitative Ein-
gang zur Zeit k = 0 ist v(0) = 2 und für den Ausgang gilt w(0) = 3. Damit ist der Wahrscheinlich-
keitsvektor des qualitativen Eingangs durch

p̃v(0) = (0 1)T

und der qualitative Ausgangswahrscheinlichkeitsvektor mit

p̃w(0) = (0 0 1)T

gegeben. Der initiale Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Zustände sei

̂̃pz(0) = p̃0 = (0 0 0 0 0 1)T .

Nun können die Matrix-Vektor-Produkte BT · p̃w(0), CT · ̂̃pz(0) und DT· p̃v(0) in der CP-Beobachter-
gleichung (9.11) berechnet werden. Da jeder dieser Vektoren nur ein Einselement besitzt, wird durch
das Matrix-Vektorprodukt jeweils nur diejenige Spalte der transponierten Faktormatrix selektiert, die
dem Index des Einselements des entsprechenden Vektors entspricht. Es ist somit

BT · p̃w(0) = (0 1 0 0)T ,

CT · ̂̃pz(0) = (0 0.945 0 0)T ,

DT · p̃v(0) = (0.911 1 0 0)T .

Damit kann der Nenner der CP-Beobachtergleichung notiert und berechnet werden:

A ·
(

λ ⊗⊕ (
BT · p̃w(0)

)⊗⊕
(

CT · ̂̃pz(0)
)

⊗⊕ (
DT· p̃v(0)

))

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0.186 0.996

0.075 0.001 0.983 0.085
0 0 0 0
0 0 0 0

0.996 0.058 0 0
0.053 0.998 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

1
1
1
1

⎞⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎝
0
1
0
0

⎞⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎝
0

0.945
0
0

⎞⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎝
0.911

1
0
0

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0.186 0.996

0.075 0.001 0.983 0.085
0 0 0 0
0 0 0 0

0.996 0.058 0 0
0.053 0.998 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎝
0

0.945
0
0

⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

0.001
0
0

0.055
0.943

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (9.13)

Im Nenner der CP-Beobachtergleichung steht wiederum die Summennorm, was bedeutet, dass jedes
Element des Vektors (9.13) durch die Summe seiner Elemente dividiert werden muss. Diese Summe
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9 Beobachteralgorithmen für die CP- und TT-Repräsentation

beträgt hier 0.999, womit man unmittelbar den Vektor der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten
zur Zeit k = 1 erhält

̂̃pz(1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0.001

0
0

0.055
0.944

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (9.14)

Der Wert des Vektors (9.14) stellt dabei eine sehr gute Näherung der Wahrscheinlichkeiten der sech-
sten Spalte des Subtensors L̃(:, 3, :, 2) aus Gleichung (7.24) dar. Ebendiese Zustandswahrscheinlich-
keiten erhält man für das gegebene E/A Paar w(0) = 3, v(0 = 2) auch mit der Tensor-Beobachter-
gleichung (7.25) des nicht dekomponierten Verhaltenstensors aus Gleichung (7.24):

p̃z(1) =
L̃(:, 3, :, 2) · p̃z(0)∣∣∣∣L̃(:, 3, :, 2) · p̃z(0)

∣∣∣∣
1

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0.001

0
0

0.055
0.944

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Der Speicherbedarf des qualitativen Modells beträgt nach Gleichung (8.4) bei der Rang-4 Approximati-
on γCP = 4 · (6 + 3 + 6 + 2) + 4 = 72 Werte, was nur noch 28.1 % des ursprünglichen Speicherbedarfs
des Verhaltenstensors von γ = 256 Werten entspricht. Abbildung 9.3 zeigt dabei einen Vergleich der
Verhaltenssignale für den gesamten Zeitbereich der Anwendungsdaten aus Abbildung 5.8. Wie man
erkennen kann, reichen eine Rang-2 und Rang-3 Dekomposition nicht aus, um das Verhalten des
Erhitzers hinsichtlich seines Nominal- und Fehlerverhaltens ordnungsgemäß zu bewerten. Die Rang-4
Approximation liefert hingegen ein sehr gutes Ergebnis, welches nahezu dem ohne Dekomposition
entspricht.

̂̃ B b
(R

=
4)̂̃ B b

(R
=

3)̂̃ B b
(R

=
2)̂̃ B b

Abbildung 9.3: Verhaltenssignale ̂̃Bb von oben nach unten: ohne Dekomposition, Rang-4
(RMSD=0.039), Rang-3 (RMSD=0.46), Rang-2 Approximation (RMSD=0.55). Alle
Signale wurden mit den Parametern φ = 2, τ = 1% und Tb = 6 bestimmt.
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Die in der Beschriftung von Abbildung 9.3 angegebene Wurzel der mittleren quadratischen Abwei-
chung ( engl.: root-mean-square deviation (RMSD)) wurde jeweils anhand des Verhaltenssignals ohne
Dekomposition B̃ und denjenigen mit Dekomposition ̂̃B berechnet. Dabei wurden die jeweils unverän-
derten Verhaltenssignale verwendet, also ohne Mittelwertbildung und Anwendung des Schwellwerts τ .

Beispiel 9.2 (Fehlererkennung mit der CP-Repräsentation): Die qualitative Beobachtung und Feh-
lererkennung mit der CP-Repräsentation wird im Folgenden anhand einer Rang-50 Approximation
des Verhaltenstensors

L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 (9.15)

eines qualitativen Modells des Erhitzers aus Abschnitt 5.3 gezeigt. Die Dimensionen des Verhaltens-
tensors (9.15) ergeben sich aus der in Tabelle 5.11 gegebenen Anzahl der qualitativen Zustände N = 36,
Ausgänge Q = 36 und Eingänge M = 36. Die Rang-50 Approximation dieses Tensors führt entspre-
chend Definition (8.5) auf die CP-Repräsentation̂̃L = �λ; A, B, C, D� ∈ R36×36×36×36

≥0 (9.16)

mit den Faktormatrizen

A ∈ R36×50
≥0 , B ∈ R36×50

≥0 , C ∈ R36×50
≥0 , D ∈ R36×50

≥0

und dem Gewichtungsvektor λ ∈ R50
≥0. Für die Dekomposition wurde der HALS Algorithmus (C) aus

Tabelle 8.1 mit 200 Iterationsschritten verwendet. Der Wahl des Dekompositionsrangs R = 50 stellt
dabei den kleinstmöglichen Wert dar, mit dem sich ein vergleichbares Ergebnis wie bei der Betrach-
tung ohne Dekomposition realisieren ließ. Da das Optimierungsproblem der CP-Dekomposition mit
zufälligen Startwerten iterativ gelöst wird, ist es jedoch nicht auszuschließen, dass man auch präzisere
Zerlegungen mit womöglich niedrigerem Dekompositionsrang R finden kann, wenn man eine Vielzahl
weiterer Dekompositionen berechnet.
Basierend auf der Zerlegung (9.16) kann nun der CP-Algorithmus 9.1 zur qualitativen Fehlerdetektion
verwendet werden. Die Abbildung 9.4 zeigt dabei den Vergleich der Zustandswahrscheinlichkeiten der
Wasseraustrittstemperatur TWA

des Erhitzers für den fehlerhaften Zeitbereich (vgl. Abbildung 5.19).
Auf der linken Seite ist das Ergebnis des CP-Beobachteralgorithmus 9.1 dargestellt und auf der rechten
Seite das Resultat ohne Dekomposition, berechnet mit Gleichung (7.25).
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Abbildung 9.4: Vergleich der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten mit Dekomposition (links)
und ohne Dekomposition (rechts)

Das Ergebnis des CP-Algorithmus erweckt dabei zunächst den Eindruck eines völlig anderen Ergeb-
nisses, welches den fehlerhaften Bereich mit positiven Zustandswahrscheinlichkeiten bewertet. Ein
anderes Ergebnis zeigt sich jedoch, wenn man die Zustandswahrscheinlichkeiten jeweils vor der Nor-
mierung durch den Nenner der jeweiligen Beobachtergleichung betrachtet, was in Abbildung 9.5 dar-
gestellt ist.
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Abbildung 9.5: Vergleich der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten vor der Normierung und der
Verhaltenssignale mit Dekomposition ̂̃B (links) und ohne Dekomposition B̃ (rechts)

Ein eindeutigeres Resultat zeigen grundsätzlich die Verhaltenssignale ̂̃B (links) und B̃ (rechts) in
Abbildung 9.5, welche die Normierungssummen der Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren für jeden
Zeitschritt beschreiben. Während diese innerhalb des Fehlerbereichs auf der rechten Seite tatsächlich
Null sind, besitzen diese im dekomponierten Fall größtenteils sehr kleine Werte. Aus diesem Grund
ist es bei den Algorithmen, die auf der dekomponierten Struktur des Verhaltenstensors basieren in
der Regel notwendig, den Schwellwert für die Fehlererkennung τ auf einen kleinen Wert zu setzten,
damit solche niedrigen Signalwerte entsprechend als Fehler detektiert werden können. Die beiden
nachstehenden Abbildungen zeigen die Fehlersignale mit Dekomposition (links) und ohne Dekomposi-
tion (rechts) für einen Schwellwert τ = 1% sowie einen gleitenden Mittelwert mit einer Fensterbreite
von φ = 2.
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Abbildung 9.6: Vergleich der Verhaltenssignale ̂̃Bb (links) und B̃b (rechts)

Wie dieses Beispiel zeigt, lassen sich mit der CP-Dekomposition entsprechend gleichwertige Fehlerer-
kennungsergebnisse erzielen, und das, obwohl der Speicherbedarf in diesem Beispiel um den Faktor 231
mal geringer ist als bei der vollen Repräsentation des Verhaltenstensors. Anstelle von 1 679 616 Wer-
te müssen dabei lediglich 7250 Werte gespeichert werden. Die Tabelle 9.1 fasst dabei die Ergebnisse
dieses Beispiels zusammen.

Tabelle 9.1: Speicherbedarf des Verhaltenstensors des qualitativen Erhitzermodells ohne Dekomposi-
tion und für die Rang-50 Approximation der CP-Repräsentation

Repräsentation des Verhaltenstensors
Fehlererk.

Algorithmus

Speicher-

bedarf

Reduktions-

faktor

RMSD

B̃ zu ̂̃B
L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 , Gl. (9.15) 7.1 γ = 1 679 616 0 0̂̃L = �λ; A, B, C, D� , Gl. (9.16) 9.1 γCP = 7250 ξCP = 231 0.179

In der letzten Spalte der Tabelle ist die Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung (RMSD)
der Verhaltenssignale B̃ und ̂̃B für den Trainingszeitraum des qualitativen Modells angegeben, die
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9.2 Beobachtung mit der TT-Repräsentation des Verhaltenstensors*

hier als Indikator der Approximationsgüte der Dekomposition angesehen werden kann und im Fol-
genden zum Vergleich verschiedener Dekompositionen verwendet wird. Zwar geben alle Toolboxen
zur Tensordekomposition in Tabelle 8.1 einen Approximationsfehler für die Faktorisierung an; jedoch
basiert dessen Berechnung nicht bei allen auf der gleichen Vorgehensweise. Aus diesem Grund wird
hier die RMSD zwischen den Verhaltenssignalen mit und ohne Dekomposition, basierend auf dem
Trainingszeitraum des qualitativen Modells, verwendet.

9.1.4 Vergleich der Rechenzeiten
Die Tabellen 9.2 und 9.3 zeigen einen Vergleich der Rechenzeiten des einfachen Beobachteralgorith-
mus 7.1, des erweiterten Beobachteralgorithmus 7.2 sowie des CP-Beobachteralgorithmus 9.1. Die
Berechnungen wurden dabei als »worst-case« Szenario durchgeführt, das heißt alle Vektoren, Matri-
zen und Tensoren besaßen keine Nullelemente.

Tabelle 9.2: L ∈ [0, 1]10×10×10×10, beste Zeit aus 10.000 Wiederholungen
Algorithmus Rechenzeit für einen Zeitschritt k in μs

7.1 2.0
7.2 62
9.1 Rang 5 10 25 50 100 250 500 1000

8.4 8,7 9,08 9.18 10,6 14,3 18,3 33,4

Tabelle 9.3: L ∈ [0, 1]100×100×100×100, beste Zeit aus 1.000 Wiederholungen (�beste aus 100 Wdh.)
Algorithmus Rechenzeit für einen Zeitschritt k in μs

7.1 10
7.2 555 000�

9.1 Rang 5 10 25 50 100 250 500 1000
17.6 12.5 13.1 20.3 24.1 39.3 58.8 190

Alle oben gezeigten Ergebnisse wurden mit einem Intel R© CoreTM i5 CPU @2.50GHz mit 8 GB RAM
berechnet. Wie man sieht, bietet die einfache Beobachtergleichung mit Abstand die kürzesten Re-
chenzeiten. Allerdings ist ein Vergleich mit den anderen beiden Algorithmen nur schwer möglich, da
diese mit den vektoriellen Ein- und Ausgaben auch Unsicherheiten berücksichtigen können. Jedoch
zeigen die Tabellen deutlich, dass der CP-Beobachteralgorithmus selbst für große Dekompositions-
ränge wesentlich kürzere Rechenzeiten bietet, als der erweiterte Beobachteralgorithmus.

9.2 Beobachtung mit der TT-Repräsentation des Verhaltenstensors*

9.2.1 TT-Beobachtergleichung*

Auch für den TT-dekomponierten und permutierten Verhaltenstensor in Definition 8.10 lässt sich eine
Beobachtergleichung ableiten, die auf Basis der TT-Kerne, den Wahrscheinlichkeitsvektor pz(k + 1)
berechnet. Bevor die im Folgenden als TT-Beobachtergleichung bezeichnete Formel aufgestellt werden
kann, müssen jedoch noch die einfachen Beobachtergleichungen an den permutierten Verhaltensten-
sor L ∈ [0, 1]Q×M×N×N mit den Elementen l(w, v, z̄, z) aus Gleichung (8.18) angepasst werden. Die
einfache Matrix-Vektor Beobachtergleichung (7.6) nimmt dabei folgende Form an:

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
L(w(k), v(k), :, :) · pz(k)

‖L(w(k), v(k), :, :) · pz(k)‖1
∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 .

(9.17)
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9 Beobachteralgorithmen für die CP- und TT-Repräsentation

Da für die Elemente l(w, v, z̄, z) des Verhaltenstensors L ∈ [0, 1]Q×M×N×N die Beziehung

l(w, v, z̄, z) = l(z̄, w, z, v) = L(z̄, w | z, v) (9.18)

gilt, führt auch Gleichung (9.17) auf die gleichen Ergebnisse wie Gleichung (7.6). Um die erwei-
terte Beobachtergleichung (7.15) auf Basis des kontrahierten Tensorprodukts für den permutierten
Verhaltenstensor L aufzustellen, lässt sich analog zu Proposition 7.1, die folgende Behauptung auf-
stellen:

Proposition 9.3: Für exakte Ein- und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren gilt auf Basis des per-
mutierten Verhaltenstensors〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)
= L(w(k), v(k), :, :) · pz(k) ∈ [0, 1]N (9.19)

mit pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ {0, 1}Q sowie pv(k) ∈ {0, 1}M .

Beweis: Der Beweis von Proposition 9.3 findet sich im Anhang B.4.

Dabei ist zu beachten, dass sich die Reihenfolge der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsvektoren
innerhalb des Kruskal-Rang-1 Tensors �·� geändert hat.1 Da die Modi entlang derer die Tensoren
in (9.19) kontrahiert werden, nicht mehr der Vorgabe aus Definition 6.15 entsprechen, müssen diese
hier explizit angegeben werden. Analog zur erweiterten Beobachtergleichung (7.15), kann damit die
erweiterte Beobachtergleichung für den permutierten Verhaltenstensor notiert werden:

k ≥ 0 : pz(k + 1) =

〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)∥∥∥〈L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)

∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 .

(9.20)

Mit Gleichung (9.20) erhält man entsprechend für exakte Ein- und Ausgänge, die Zustandswahr-
scheinlichkeitsverteilungen (3.54) und für unsichere Ein- und Ausgänge, diejenigen aus der Glei-
chung (7.14). Damit kann die TT-Beobachtergleichung wie folgt aufgestellt werden:
Proposition 9.4: Unter der Voraussetzung einer exakten TT Dekomposition des Verhaltensten-
sors L = 〈〈E, F, G, H〉〉 nach Definition 8.11 gilt für das in der erweiterten Beobachtergleichung (9.20)
im Zähler und Nenner auftretende kontrahierte Tensorprodukt〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)

=
(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) pz(k)

) ∈ [0, 1]N .
(9.21)

Dabei sind die TT-Kerne sowie die Wahrscheinlichkeitsvektoren der Eingänge, Ausgänge und Zu-
stände durch

E ∈ R1×Q×R1 , F ∈ RR1×M×R2 , G ∈ RR2×N×R3 , H ∈ RR3×N×1,

pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ {0, 1}Q, pv(k) ∈ {0, 1}M ,

gegeben.

Beweis: Der Beweis von Proposition 9.4 findet sich im Anhang B.5.
1Die Änderung der Reihenfolge der Vektoren im Kruskal-Tensor ist nicht zwingend erforderlich. Man kann anstelle

von (9.19) auch
〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉

(1,4,2|1,2,3)
schreiben.
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Lemma 9.3 (TT-Beobachtergleichung): Durch Einsetzen von Gleichung (9.21) in den Zähler und
Nenner von Gleichung (9.20) folgt mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) pz(k)

)∣∣∣∣(E ×̄(2) pw(k)
)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) pz(k)

)∣∣∣∣
1

∈ [0, 1]N , (9.22)

k = 0 : p̃z(0) = p̃0

die allgemeine Beobachtergleichung für exakt TT-dekomponierte Verhaltenstensoren. Dabei
gilt pz(k) ∈ [0, 1]N , pw(k) ∈ [0, 1]Q sowie pv(k) ∈ [0, 1]M .

Korollar 9.2: Aus dem Beweis der Proposition 9.4 sowie dem Beweis der Proposition 9.3 folgt
unmittelbar, dass

L(w(k), v(k), :, :) · pz(k) =
(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) pz(k)

) ∈ [0, 1]N (9.23)

gilt, wenn die Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren exakt und durch pw(k) ∈ {0, 1}Q

und pv(k) ∈ {0, 1}M gegeben sind.

Ein direkter Beweis des Korollars 9.2 findet sich auch in [91]. Aus Lemma 9.3 und Korollar 9.2 lassen
sich analog zur CP-Beobachtergleichung zwei grundlegende Aussagen formulieren:

1. Lemma 9.3 führt für eine exakte TT-Dekomposition des permutierten Verhaltenstensors und
unsichere Ein- und Ausgaben auf die gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten wie die erweiterte
Beobachtergleichung (9.20), wobei die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen durch (7.14)
gegeben sind.

2. Aus dem Korollar 9.2 folgt, dass Lemma 9.3 für eine exakte TT-Dekomposition und exakt
bekannte Ein- und Ausgaben die gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten wie die Beobachter-
gleichung (9.17) generiert. Die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen sind dann wiederum
durch (3.54) gegeben.

Dabei gilt auch für die TT-Dekomposition, dass wenn diese nur eine Näherung des permutierten Ver-
haltenstensors L̂ ∈ RQ×M×N×N mit den Elementen l̂(w, v, z̄, z) darstellt, dann wird auch der Vektor
der Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen nur eine Approximation p̂z(k + 1) ∈ RN repräsentieren.
Die Struktur der TT-Beobachtergleichung lässt sich ebenfalls visualisieren, was in Abbildung 9.7 auf
Seite 169 für die Gleichung (9.21) gezeigt ist.

9.2.2 TT-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung*

Der Algorithmus 9.2 zur qualitativen Fehlerdetektion ist hier für den Fall eines approximierten Ver-
haltenstensors notiert. Es wird also angenommen, dass der Verhaltenstensor des qualitativen Mo-
dells L̃ ∈ [0, 1]Q×M×N×N durch eine approximierte TT-Repräsentation 〈〈E, F, G, H〉〉= ̂̃L ∈ RQ×M×N×N

nach Definition 8.10 gegeben ist. Bei der TT-Dekomposition muss im approximativen Fall jedoch be-
rücksichtigt werden, dass die Elemente der TT-Kerne auch negative Elemente enthalten können, was
in (9.22) zu einem Vektor ̂̃pz(k + 1) ∈ RN mit möglicherweise negativen Komponenten führt. Auch
darf in diesem Fall die Normierung des Vektors nicht direkt durch die Summennorm ‖·‖1 erfolgen, da
diese die Beträge der Vektorkomponenten aufsummiert, was zu einer falschen Normalisierung führt.
Es wird somit ein Zwischenschritt

Ω(k) =
(
E ×̄(2) p̃w(k)

)
�

(
F ×̄(2) p̃v(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) ̂̃pz(k))

)
∈ RN (9.24)

167
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eingeführt, bei dem der Vektor Ω(k) mit den Komponenten Ωi(k) für i = 1, . . . , N , auf einen Vek-
tor Ψ(k) ∈ RN

≥0 mit Komponenten

Ψi(k) =
{

0 wenn Ωi(k) < 0 ,
Ωi(k) sonst ,

(9.25)

abgebildet wird. Der Vektor der approximierten Zustandswahrscheinlichkeiten ist dann definiert
durch

̂̃pz(k + 1) =
Ψ(k)

‖Ψ(k)‖1
∈ [0, 1]N . (9.26)

Die Funktionalität des TT-Algorithmus 9.2 zur qualitativen Fehlererkennung wird in Beispiel 9.3
wieder anhand des Erhitzers der realen RLT-Anlage aus Abschnitt 5.3 demonstriert.

Algorithmus 9.2: TT-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (4.15) mit Verhaltenstensor in

TT-Repräsentation ̂̃L = 〈〈E, F, G, H〉〉, Gl. (8.22)
Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge P̃v(0...T ), Gl. (7.31)
Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge P̃w(0...T ), Gl. (7.32)

Initialisiere: k = 0 , ̂̃pz(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne Ω(k), Gl. (9.24)
3 berechne Ψ(k), Gl. (9.25)

4 berechne ‖Ψ(k)‖1 =: ̂̃b(k), Gl. (9.26)

5 berechne ̂̃bm(k) , Gl. (4.46) und ̂̃bb(k) , Gl. (4.48)

6 wenn ̂̃b(k) = 0 dann
7 setze ̂̃pz(k + 1) = p̃0

8 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
9 sonst
10 berechne ̂̃pz(k + 1) = Ψ(k)/‖Ψ(k)‖1 , Gl. (9.26)
11 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: Folge ̂̃P z0...T + 1 | P̃v(0...T ), P̃w(0...T ) , Gl. (7.36)
Folge ̂̃B(0...T | P̃v(0...T ), P̃w(0...T )) , Gl. (7.38)
Folge ̂̃Bm(0...T ) , Gl. (4.47)
Folge ̂̃Bb(0...T ) , Gl. (4.49)

Beispiel 9.3 (Fehlererkennung mit der TT-Repräsentation): Dieses Beispiel zeigt die qualitative Be-
obachtung und Fehlererkennung anhand der TT-Repräsentation des Verhaltenstensors eines qualitati-
ven Modells des Erhitzers aus Abschnitt 5.3 mit den Modellparametern aus Tabelle 5.11. Die Elemente
des entsprechenden Verhaltenstensors wurden dabei nach Gleichung (8.18) umgeordnet, sodass hier
anstelle des Verhaltenstensors (9.15) der permutierte Verhaltenstensors L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 verwen-
det wird. Die TT-Approximation ̂̃L =

〈〈
E, F, G, H

〉〉 ∈ R36×36×36×36 (9.27)
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×̄(2)×̄(2) ×̄(2)�

�

� �

�

�

�

�

�

=

=

=

=

1 × Q × R1

E

Q

pw

R1 × M × R2

F

M

pv

R2 × N × R3

G

R3 × N × 1

H

N

pz

1 × R1

G

R1 × R2 R2 × N × R3 R3 × 1

1 × R2 R2 × N × R3

G

R3 × 1

1 × N × R3 R3 × 1

1 × N × 1

Abbildung 9.7: Grafische Interpretation der TT-Beobachtergleichung

des Verhaltenstensors nach Definition 8.10 wurde dabei mit einer Approximationsgüte von ε = 0.27
berechnet und besitzt die TT-Kerne

E ∈ R1×36×27, F ∈ R27×36×67, G ∈ R67×36×25, H ∈ R25×36×1 .

Es gilt also für die TT-Ränge R1 = 27, R2 = 67 und R3 = 25, wobei die Berechnung der TT-
Dekomposition mit der Matlab

R© Toolbox [100] und einer Approximationsgüte ε = 0.27 realisiert
wurde. Die Wahl der Approximationsgüte erfolgte auch hier als die kleinstmögliche, mit der sich
näherungsweise das gleiche Fehlererkennungsverhalten wie ohne Dekomposition abbilden ließ. Basie-
rend auf der TT-Repräsentation des Verhaltenstensors kann nun der Algorithmus 9.2 zur qualitativen
Fehlerdetektion auf die Messdaten des Erhitzers angewendet werden. Die Abbildung 9.8 zeigt auf der
rechten Seite das Ergebnis ohne Dekomposition und auf der linken Seite das des TT-Algorithmus für
die Wasseraustrittstemperatur TWA

.
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Abbildung 9.8: Vergleich der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten und der Verhaltenssignale
mit Dekomposition ̂̃Bb (links) und ohne Dekomposition B̃b (rechts) (τ = 1%, φ = 2)

Wie die Abbildung 9.8 zeigt, approximiert die TT-Dekomposition den Verhaltenstensor mit hoher
Genauigkeit. Dies ist daran zu erkennen, dass innerhalb des nicht nominalen Zeitbereichs keine Zu-
standswahrscheinlichkeiten existieren. Die Werte des Verhaltenssignals sind hier tatsächlich Null,
was einen Vorteil gegenüber der CP-Dekomposition im Anwendungsbeispiel 9.2 darstellt. Wie die
Tabelle 9.4 zeigt, benötigt die TT-Dekomposition mit 127 296 Werten jedoch deutlich mehr Speicher
als die CP-Dekomposition.

Tabelle 9.4: Speicherbedarf des Verhaltenstensors des qualitativen Erhitzermodells ohne Dekomposi-
tion, für die Rang-50 Approximation der CP-Repräsentation und die TT-Approximation
mit ε = 0.27

Repräsentation des Verhaltenstensors
Fehlererk.

Algorithmus

Speicher-

bedarf

Reduktions-

faktor

RMSD

B̃ zu ̂̃B
L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 , Gl. (9.15) 7.1 γ = 1 679 616 0 0̂̃L = �λ; A, B, C, D� , Gl. (9.16) 9.1 γCP = 7250 ξCP = 231 0.179̂̃L =

〈〈
E, F, G, H

〉〉
, Gl. (9.27) 9.2 γTT = 127 296 ξTT = 13 0.096
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10
Beobachteralgorithmen für die erweiterte
CP-Repräsentation

Dieses Kapitel beschreibt die Beobachtung und Fehlererkennung mit qualitativen Mo-
dellen, deren Ein-, Ausgänge und Zustände komponentenweise quantisiert sind. Ab-
schnitt 10.1 bildet mit der formalen Beschreibung eines stochastischen Automaten mit
vektoriellen Ein- und Ausgaben die Grundlage für ein entsprechendes qualitatives Modell
mit komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen, welches in Abschnitt 10.2 ein-
geführt wird. Abschnitt 10.3 beschreibt einen autonomen stochastischen Automaten mit
vektoriellen Zuständen. Ein stochastischer Automat mit vektoriellen Eingaben, Ausga-
ben und Zuständen wird in Abschnitt 10.4 eingeführt, der dann wiederum die Basis für
ein qualitatives Modell bildet, bei dem alle Systemgrößen komponentenweise quantisiert
sind, was in Abschnitt 10.5 beschrieben wird. Das allgemeine Ziel dieses Kapitels ist da-
bei die weitere Reduktion des Speicherbedarfs stochastischer Automaten und qualitativer
Modelle.

10.1 Stochastischer Automat mit vektoriellen Ein- und Ausgaben

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie ein stochastischer Automat A zur Beobachtung eines
stochastischen Prozesses mit vektoriellen Ein- und Ausgaben verwendet werden kann. Die folgenden
Erläuterungen bilden damit die automatentheoretische Grundlage für ein qualitatives Modell, welches
ein quantisiertes System mit komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen beschreiben soll.

10.1.1 Stochastischer Prozess
Ein stochastischer Prozess mit vektoriellen Ein- und Ausgabefolgen ist dadurch definiert, dass er nicht
nur eine einzige Folge von Ein und Ausgaben besitzt, sondern eine Anzahl von m Eingabefolgen und q
Ausgabefolgen (s. Abbildung 10.1).

Stochastischer Prozess

V1(0...k)
V2(0...k)

Vm(0...k)
...

Z(0...k)

W1(0...k)
W2(0...k)

Wq(0...k)
...

V (0...k) W (0...k)

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) , z̄ ∈ Z, k = 0, 1, . . . , T

Stochastischer
Automat A

Beobachter

Abbildung 10.1: Stochastischer Prozess mit vektoriellen Ein- und Ausgabefolgen

In Abbildung 10.1 besitzt jede Eingabefolge Vt(0...T ) die Elemente vt(k) ∈ Vt := {1, 2, . . . , Mt} für
Indizes t = 1, 2, . . . , m und jede Ausgabefolge Wj(0...T ) die Elemente wj(k) ∈ Wj := {1, 2, . . . , Qj}

171
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für j = 1, 2, . . . , q. Die Eingaben und Ausgaben können damit zu Ein- und Ausgabevektoren

v(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1(k)
v2(k)

...
vm(k)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ V , w(k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
w1(k)
w2(k)

...
wq(k)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ W (10.1)

zusammengefasst werden, wobei

V = V1 × V2 × · · · × Vm ⊆ Nm (10.2)

die Menge aller möglichen Eingabetupel und

W = W1 × W2 × · · · × Wq ⊆ Nq (10.3)

die Menge aller Ausgabetupel repräsentiert. Wie in der Abbildung 10.1 dargestellt, können die Vek-
toren der Ein- und Ausgaben (10.1) für k = 0, 1, 2, . . . , T durch die Vektorfolgen

V (0...T ) = (v(0), v(1), v(2), . . . , v(T )) (10.4)

und

W (0...T ) = (w(0), w(1), w(2), . . . , w(T )) (10.5)

repräsentiert werden. Damit kann nun ein stochastischer Automat definiert werden, der den sto-
chastischen Prozess in Abbildung 10.1 beschreibt. Da der stochastische Prozess über vektorielle E/A
Folgen verfügt, wird der entsprechende Automat im Folgenden als initialer stochastischer Automat
mit vektoriellen Ein- und Ausgaben bezeichnet.

10.1.2 Stochastischer Automat

Definition 10.1 (Initialer stochastischer Automat mit vektoriellen Ein- und Ausgaben): Das 5-Tupel

A = (Z, V , W ,L, p0) , (10.6)

mit der Eingabemenge V, der Ausgabemenge W, der Zustandsmenge Z sowie der Verhaltensrela-
tion L und dem initialen Wahrscheinlichkeitsvektor der Zustände p0, heißt initialer stochastischer
Automat mit vektoriellen Ein- und Ausgaben.

In (10.6) ist L wieder eine Funktion, welche die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

L : Z × W × Z × V −→ [0, 1]

repräsentiert und analog zu (3.34), als Verhaltensrelation des stochastischen Automaten A bezeichnet
wird. Diese Verhaltensrelation ist durch

L(z̄, w, z, v) = Pr
(

Z(k + 1) = z̄ , Z(k) = z ,
W (k) = w V (k) = v

)
(10.7)

gegeben und beschreibt die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Automat bei der vektoriellen
Eingabe v vom Zustand z in den Folgezustand z̄ wechselt und die vektorielle Ausgabe w erzeugt. Da
die Verhaltensrelation (10.7) eine bedingte Wahrscheinlichkeit repräsentiert, wird zur Verdeutlichung
dieser Tatsache die Notation L(z̄, w | z, v) anstelle von L(z̄, w, z, v) verwendet. Dabei ist zu beachten,
dass (10.7) eine Kurznotation der expliziten Schreibweise

L( z̄, w1, w2, . . . , wq | z, v1, v2, . . . , vm)

= Pr
(

Z(k + 1) = z̄ , Z(k) = z ,
W1(k) = w1, . . . , Wq(k) = wq V1(k) = v1, . . . , V1(k)m = vm

) (10.8)

darstellt.
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10.1.3 Tensorrepräsentation
Die bedingten Übergangswahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation L(z̄, w | z, v) des stochastischen
Automaten (10.6) können nun wiederum in einem Verhaltenstensor angeordnet werden. Dabei wird
das gleiche Symbol L verwendet wie in Abschnitt 7.1.1, da im Folgenden stets aus dem Kontext
ersichtlich sein wird, um welche Repräsentation es sich handelt. Der Verhaltenstensor ist damit durch
den Tensor

L ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm (10.9)

mit den Elementen

l(z̄, w1, w2, . . . , wq, z, v1, v2, . . . , vm) = L(z̄, w1, w2, . . . , wq | z, v1, v2, . . . , vm) (10.10)

definiert. Im Folgenden wird, wenn keine explizite Indexierung der Tensorelemente nötig ist, auch
hier die Kurznotation l(z̄, w, z, v) verwendet. Die CP-Repräsentation des Verhaltenstensors (10.9) ist
dabei durch

L =
�
λ; A, B1, B2, . . . , Bq, C, D1, D2, . . . , Dm

�
(10.11)

gegeben, wobei angenommen wird, dass es sich um eine exakte Faktorisierung handelt. Dabei bezeich-
net A ∈ RN×R

≥0 die Faktormatrix der Folgezustände und C ∈ RN×R
≥0 die Faktormatrix der Zustände.

Die Faktormatrizen der Ausgaben sind durch Bj ∈ R
Qj×R
≥0 für Indizes j = 1, . . . , q und die Faktor-

matrizen der Eingaben durch Di ∈ RMi×R
≥0 für i = 1, . . . , m gegeben. Auf Grundlage des Verhaltens-

tensors (10.9) lassen sich nun zunächst die Gleichungen zur Zustandsbeobachtung aufstellen.

10.1.4 Allgemeine Beobachtung

Eine einfache Beobachtergleichung auf Basis des Verhaltenstensors (10.9) kann analog zu Definiti-
on 7.2 aufgestellt werden:

k ≥ 0 : pz(k + 1) =
L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)

‖L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)‖1
∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 .

(10.12)

Der einzige Unterschied zur Beobachtergleichung (7.6) besteht somit darin, dass die Eingaben und
Ausgaben nun durch die Vektoren v(k) und w(k) gegeben sind. Die in der Abbildung 10.1 einge-
zeichneten Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k + 1 sind dann für alle z̄ ∈ Z durch den Vektor

pz(k + 1)=

⎛⎜⎜⎜⎝
pz(k + 1, 1)
pz(k + 1, 2)

...
pz(k + 1, N)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Z(k + 1) = 1 | V (0...k), W (0...k))
Pr(Z(k + 1) = 2 | V (0...k), W (0...k))

...
Pr(Z(k + 1) = N | V (0...k), W (0...k))

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]N (10.13)

gegeben. Wendet man die Beobachtergleichung entsprechend auf gegebene vektorielle E/A Fol-
gen (V (0...T ), W (0...T )) an, erhält man die Folge

Pz(0...T + 1 | V (0...T ), W (0...T )) = (pz(0), pz(1), pz(2), . . . , pz(T + 1)) (10.14)

von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren.
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Zur Berücksichtigung unsicherer Ein- und Ausgaben kann wie in Abschnitt 7.1.3 eine erweiterte
Beobachtergleichung auf Grundlage des kontrahierten Tensorprodukts (6.36) definiert werden. Da-
bei treten für t = 1, 2, . . . , m und j = 1, 2, . . . , q anstelle der skalaren Eingabefolgen Vt(0...T ) und
Ausgabefolgen Wj(0...T ) die Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren

P (t)
v (0...T ) = (p(t)

v (0), p(t)
v (1), p(t)

v (2), . . . , p(t)
v (T )) ,

P (j)
w (0...T ) = (p(j)

w (0), p(j)
w (1), p(j)

w (2), . . . , p(j)
w (T ))

deren Elemente für k = 0, 1, 2, . . . , T durch

p(t)
v (k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Vt(k) = 1)
Pr(Vt(k) = 2)

...
Pr(Vt(k) = Mt)

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]Mt , p(j)
w (k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Wj(k) = 1)
Pr(Wj(k) = 2)

...
Pr(Wj(k) = Qj)

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]Qj (10.15)

gegen sind. Bei der folgenden Verwendung der Wahrscheinlichkeitsvektoren der Eingaben und Ausga-
ben (10.15) sei dabei die Annahme impliziert, dass die Zufallsvariablen der Eingaben V1(k), . . . , Vm(k)
und der Ausgaben W1(k), . . . , Wq(k) jeweils voneinander stochastisch unabhängig sind (s. hierzu De-
finition 10.2).

Definition 10.2 (Stochastische Unabhängigkeit): Zufallsvariablen Z1(k), . . . , Zn(k) mit Werten
in Z1 = {1, . . . , N1}, . . . , Zn = {1, . . . , Nn} heißen stochastisch unabhängig, wenn für alle z1 ∈ Z1
bis zn ∈ Zn zum Zeitpunkt k folgendes gilt:

Pr(Z1(k) = z1, . . . , Zn(k) = zn) = Pr(Z1(k) = z1) · · · Pr(Zn(k) = zn) . (10.16)

Die Annahme der stochastischen Unabhängigkeit ist beispielsweise dann erfüllt, wenn die Ein- und
Ausgaben exakt bekannt und die Wahrscheinlichkeitsvektoren (10.15) auf der Menge {0, 1} defi-
niert sind und somit nur ein Einselement besitzen, während alle anderen Komponenten Null sind (s.
Abschnitt 7.1.3, S. 130). Für solche wieder als exakt bezeichneten Ein- und Ausgabewahrscheinlich-
keitsvektoren kann nun gezeigt werden, dass folgendes gilt:

Proposition 10.1: Für exakte Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren gilt〈
L
⏐⏐ �

p(1)
w (k), . . . , p(q)

w (k), pz(k), p(1)
v (k), . . . , p(m)

v (k)
�〉

= L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k) (10.17)

mit pz(k) ∈ [0, 1]N , p(j)
w (k) ∈ {0, 1}Qj für j = 1, 2, . . . , q sowie p(t)

v (k) ∈ {0, 1}Mt für t = 1, 2, . . . , m.

Beweis: Der Beweis der Proposition 10.1 findet sich im Anhang B.6.

Durch Einsetzen von (10.17) in (10.12) erhält man damit die erweiterte Beobachtergleichung

k ≥ 0 : pz(k + 1) =

〈
L
⏐⏐ �

p(1)
w (k), . . . , p(q)

w (k), pz(k), p(1)
v (k), . . . , p(m)

v (k)
�〉∥∥∥〈L

⏐⏐ �
p(1)

w (k), . . . , p(q)
w (k), pz(k), p(1)

v (k), . . . , p(m)
v (k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 (10.18)

die für gegebene Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren der Eingaben P (t)
v (0...T ), t = 1, . . . , m und

Ausgaben P (j)
w (0...T ), j = 1, . . . , q auf eine Folge von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren

Pz(0...T + 1 | P (1)
v (0...T ), . . . , P (m)

v (0...T ), P (1)
w (0...T ), . . . , P (q)

w (0...T ))
= (pz(0), pz(1), pz(2), . . . , pz(T + 1))

(10.19)
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führt. Unsicherheiten in den Eingaben und Ausgaben können dann wie bereits in Abschnitt 7.1.3 auf
Seite 132 beschrieben berücksichtigt werden, indem man die Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeits-
vektoren entsprechend auf dem Einheitsintervall [0, 1] definiert. Für exakte Ein- und Ausgabefolgen
erhält man mit Gleichung (10.18) aufgrund von Proposition 10.1 die gleichen Ergebnisse wie mit
Gleichung (10.12), das heißt, für die Folge (10.19) der Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren gilt

Pz(0...T + 1 | P (1)
v (0...T ), . . . , P (m)

v (0...T ), P (1)
w (0...T ), . . . , P (q)

w (0...T ))
= Pz(0...T + 1 | V (0...T ), W (0...T )) .

(10.20)

10.1.5 Beobachtung mit der CP-Repräsentation

Für die Beobachtung mit der CP-Repräsentation des Verhaltenstensors (10.11) gilt die folgende
Proposition.

Proposition 10.2: Für eine exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors (10.11) gilt für das in
der erweiterten Beobachtergleichung (10.18) auftretende kontrahierte Tensorprodukt〈

L
⏐⏐ �

p(1)
w (k), . . . , p(q)

w (k), pz(k), p(1)
v (k), . . . , p(m)

v (k)
�〉

= A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

)) (10.21)

mit pz(k) ∈ [0, 1]N , p(j)
w (k) ∈ [0, 1]Qj für j = 1, 2, . . . , q sowie p(t)

v (k) ∈ [0, 1]Mt für t = 1, 2, . . . , m.

Beweis: Der Beweis von Proposition 10.2 befindet sich im Anhang B.7.

Lemma 10.1 (CP-Beobachtergleichung für stochastische Automaten mit vektoriellen Ein- und Aus-
gaben): Durch Einsetzen von Gleichung (10.21) in den Zähler und Nenner von Gleichung (7.6) folgt
mit

k ≥ 0 : pz(k + 1) =

A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))
∥∥∥∥A ·

(
λ ⊗⊕

( q⊗
j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))∥∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : pz(0) = p0 (10.22)

die CP-Beobachtergleichung für stochastische Automaten mit vektoriellen Ein- und Ausgaben nach
Definition 10.1. Dabei ist pz(k) ∈ [0, 1]N , p(j)

w (k) ∈ [0, 1]Qj für j = 1, 2, . . . , q sowie p(t)
v (k) ∈ [0, 1]Mt

für t = 1, 2, . . . , m.

Korollar 10.1: Aus den Beweisen der Proposition 10.1 und dem Beweis der Proposition 10.2 folgt
unmittelbar, dass

A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))
= L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k)

(10.23)

gilt, wenn die Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren exakt und durch p(j)
w (k) ∈ {0, 1}Qj

und p(t)
v (k) ∈ {0, 1}Mt für t = 1, 2, . . . , m und j = 1, 2, . . . , q gegeben sind.
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Die Erkenntnisse aus Lemma 10.1 und dem Korollar 10.1 lassen sich in den folgenden beiden Aussagen
zusammenfassen:

1. Mit Lemma 10.1 erhält man für eine exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors (10.11)
und unsichere Folgen von Ein- und Ausgaben die gleiche Folge von Zustandswahrscheinlich-
keitsvektoren (10.19) wie mit der erweiterten Beobachtergleichung (10.18).

2. Mit dem Korollar 10.1 ist gezeigt, dass Lemma 10.1 für eine exakte CP-Dekomposition sowie
exakt bekannte Folgen von Ein- und Ausgaben zur gleichen Folge von Zustandswahrscheinlich-
keitsvektoren (10.14) führt wie die einfache Beobachtergleichung (10.12).

10.2 Qualitatives Modell für komponentenweise quantisierte Ein- und
Ausgänge

In diesem Abschnitt wird das qualitative Modell für komponentenweise quantisierte Ein- und Ausgän-
ge eingeführt, welches auf einem stochastischen Automaten nach Definition 10.1 basiert. Die folgende
Tabelle 10.1 zeigt dabei den Speicherbedarf γCP für eine Rang-50 Approximation des Verhaltensten-
sors L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 des qualitativen Erhitzermodells aus Beispiel 9.2 und dem eines qualitativen
Modells mit komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6.

Tabelle 10.1: Speicherbedarf γ und γCP für verschiedendimensionale Verhaltenstensoren qualitativer
Modelle des Erhitzers mit den Modellparametern aus Tabelle 5.11

Anzahl qualitativer Größen
Dimensionalität des
Verhaltenstensors

Speicher-
bedarf γ

Speicherbedarf
γCP (R = 50)

N = Q = M = 36 L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 1 679 616 7250
N = 36, M1 = M2 = 6, Q1 = Q2 = 6 L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6 1 679 616 4850

Wie man in Tabelle 10.1 erkennt, ist der Speicherbedarf für einen gleichen Dekompositionsrang
von R = 50 für die beiden Verhaltenstensoren unterschiedlich, obwohl diese in der vollen Repräsenta-
tion eine identische Anzahl von Werten als auch den gleichem Informationsgehalt besitzen. Welcher
Zusammenhang zwischen den beiden Darstellungen besteht, wird im Folgenden erläutert.

10.2.1 Komponentenweise Quantisierung

Die komponentenweise Quantisierung wird im Folgenden wieder anhand des quantitativen Zustands-
vektors x ∈ Rn eines zeitdiskreten Prozesses wie in Abbildung 1.3 erläutert und gilt gleichermaßen
für den Eingangsvektor u ∈ Rm und den Ausgangsvektor y ∈ Rq.
Als komponentenweise Signalquantisierung wird eine Methode bezeichnet, welche alle Komponen-
ten xi ∈ R eines reellwertigen Zustandsvektors x ∈ Rn auf einzelne qualitative Werte [xi] abbildet.
Die komponentenweise Quantisierung des Zustands kann durch die Funktionen

Exi : R → Xi (10.24)

beschrieben werden. Dabei wird für alle i = 1, 2, . . . , n der eindimensionale Zustandsraum R auf den
qualitativen Zustandsraum Xi = {1, 2, . . . , Ni} und jeder reellwertige Zustand xi ∈ R auf seinen
quantisierten Wert [xi] ∈ Xi abgebildet:

xi ∈ R
Quantisierung−−−−−−−−−−→ [xi] ∈ Xi (10.25)
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Die Quantisierung erfolgt durch die Festlegung von Partitionierungen Exi(zi), zi ∈ Xi, die ebenfalls
wieder als beschränkt und disjunkt für alle i = 1, 2, . . . , n angenommen werden. Der qualitative
Wert des quantisierten Zustands [xi] wird von der Nummer zi ∈ Xi bestimmt, die angibt, zu welcher
Menge Exi(zi) der quantitative Zustand xi gehört:

[xi] = zi ⇐⇒ xi ∈ Exi(zi) ∀ i = 1, 2, . . . , n . (10.26)

Die qualitativen Werte der quantisierten Zustände [xi] sind damit für i = 1, . . . , n durch die qualita-
tiven Zustände zi ∈ Xi gegeben, was sich in einer vektoriellen Notation

[[x]] =

⎛⎜⎜⎜⎝
[x1]
[x2]

...
[xn]

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...

zn

⎞⎟⎟⎟⎠ = z ∈ X (10.27)

zusammenfassen lässt. Der Vektor z ∈ X , dessen Komponenten durch die qualitativen Zustän-
de zi ∈ Xi gegeben sind, wird als qualitativer Zustandsvektor bezeichnet (s. Anmerkung 10.1). Die
Menge X stellt dabei das kartesische Produkt

X = X1 × X2 × · · · × Xn ⊆ Nn (10.28)

der einzelnen qualitativen Zustandsräume Xi dar. Der Umstand, dass hier der Zustandsvektor x ∈ Rn

nicht auf einen einzigen qualitativen Zustand z ∈ X , sondern auf einen qualitativen Zustands-
vektor z ∈ X abgebildet wird, wird durch die Verwendung fetter Klammern [[·]] gekennzeichnet.
Der Ausdruck [[x]] = z ∈ X kennzeichnet somit einen komponentenweise quantisierten Zustandsvek-
tor x ∈ Rn, während die Notation [x] = z ∈ X die allgemeine Quantisierung ausdrückt (vgl. Glei-
chung (4.11)).

Anmerkung 10.1 (Qualitativer Zustandsvektor): Genau genommen stellt die vektorielle Darstel-
lung des qualitativen Zustandsvektors (10.27) einen leichten Missbrauch der Vektornotation dar. Der
Grund dafür ist, dass die mit X bezeichnete Menge aller möglichen qualitativen Zustandstupel keinen
Vektorraum bildet, sondern nur eine Teilmenge Nn ⊆ Rn.

Auch der quantitative Eingangsvektor u ∈ Rm mit den reellwertigen Eingänge uj ∈ R, j = 1, 2, . . . , m
und der quantitative Ausgangsvektor y ∈ Rq mit den Ausgängen yt ∈ R, t = 1, 2 . . . , q werden kom-
ponentenweise durch die Partitionierung der qualitativen Eingangsräume Uj = {1, 2, . . . , Mj} und
Ausgangsräume Yt = {1, 2, . . . , Qt} quantisiert. Dabei wird jeder reellwertige Eingang uj ∈ R auf
einen qualitativen Eingang [uj ]=vj ∈ Uj und jeder Ausgang yt ∈ R auf einen qualitativen Aus-
gang [yt] = wt ∈ Yt abgebildet. Die Partitionierungen der einzelnen Ein- und Ausgänge werden
mit Evj (vj), vj ∈ Uj und Eyt(wt), wt ∈ Yt bezeichnet, womit wieder folgender Zusammenhang gilt:

[uj ] = vj ⇐⇒ uj ∈ Euj (vj) ∀ j = 1, 2, . . . , m , (10.29)
[yt] = wt ⇐⇒ yt ∈ Eyt(wt) ∀ t = 1, 2, . . . , q . (10.30)

Die Beziehungen (10.29) und (10.30) können dann wieder in einer vektoriellen Repräsentation aus-
gedrückt werden:

[[u]] =

⎛⎜⎜⎜⎝
[u1]
[u2]

...
[um]

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
v1
v2
...

vm

⎞⎟⎟⎟⎠ = v ∈ U , [[y]] =

⎛⎜⎜⎜⎝
[y1]
[y2]

...
[yq]

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
w1
w2
...

wq

⎞⎟⎟⎟⎠ = w ∈ Y . (10.31)
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Der Vektor v ∈ U wird als qualitativer Eingangsvektor und der Vektor w ∈ Y als qualitativer
Ausgangsvektor bezeichnet, wobei entsprechend Anmerkung 10.1 gilt. Die Mengen U und Y sind
wieder durch die kartesischen Produkte

U = U1 × U2 × · · · × Um ⊆ Nm (10.32)

und

Y = Y1 × Y2 × · · · × Yq ⊆ Nq (10.33)

gegeben. Werden die reellwertigen Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsfolgen (4.1)–(4.3) nun mithilfe
der Beziehungen (10.26), (10.29) und (10.30) komponentenweise quantisiert, dann ergibt sich eine
vektorielle quantisierte Eingangsfolge

[[U(0...T )]] = ([[u(0)]], [[u(1)]], [[u(2)]], . . . , [[u(T )]]) , (10.34)

eine vektorielle quantisierte Zustandsfolge

[[X(0...T + 1)]] = ([[x(0)]], [[x(1)]], [[x(2)]], . . . , [[x(T + 1)]]) (10.35)

sowie eine vektorielle quantisierte Ausgangsfolge

[[Y (0...T )]] = ([[y(0)]], [[y(1)]], [[y(2)]], . . . , [[y(T )]]) . (10.36)

Die komponentenweise Quantisierung wird abschließend anhand des folgenden Beispiels erläutert.

Beispiel 10.1 (Komponentenweise Quantisierung): Gegeben ist wieder ein Prozess mit den quanti-
tativen Zuständen x1 ∈ R und x2 ∈ R, die durch den Zustandsvektor x ∈ R2 gegeben sind und deren
Verlauf links in Abbildung 10.2 dargestellt ist (vgl. Abbildung 4.2). Das Signal x1 ∈ R wird dabei auf

k0 1 2 3 4 5 6 7
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80

x1(◦C)

k0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

[x1]

30

0

60
80

x1(◦C)

Ex1(1)

Ex1(2)

Ex1(3)

25

10
0
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Ex2(3)

Ex2(4)

k0 1 2 3 4 5 6 7
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20
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40
50
x2(◦C)

k0 1 2 3 4 5 6 7
1

2

3

4

[x2]

Abbildung 10.2: Komponentenweise Quantisierung eines Zustandssignals x ∈ R2

einen qualitativen Zustandsraum X1 = {1, 2, 3}, also einen Zustandsraum mit N1 = 3 qualitativen
Zuständen z1 ∈ X1 abgebildet. Oben in der Mitte der Abbildung ist eine mögliche Partitionierung
des quantitativen Zustandsraumes R durch die drei Bereiche Ex1(z1) für z1 = 1, 2, 3 dargestellt. Für
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den zur Zeit k = 7 in Rot eingezeichneten Zustand x1(7) = 65 ◦C ist offensichtlich, dass dieser zur
Menge Ex1(3) gehört und sein qualitativer Wert damit durch [x1(7)] = 3 gegeben ist.
Ebenso erfolgt die Quantisierung des Zustandes x2 ∈ R, der durch die Partitionen Ex2(1), . . . , Ex2(4)
auf den qualitativen Zustandsraum X2 = {1, 2, 3, 4} abgebildet wird und für dessen qualitative Zu-
stände entsprechend z2 ∈ X2 gilt. Der in Rot eingezeichnete Zustand x2(7) = 20 ◦C gehört hier zur
Menge Ex2(2) und besitzt den qualitativen Wert [x2(7)] = 2. Die komponentenweise Quantisierung
des Zustandsvektors x(7) ∈ R2 ist damit wie folgt gegeben:

x(7) =
(

x1(7)
x2(7)

)
=

(
65
20

)
∈ R2 komponentenweise−−−−−−−−−−−−→

Quantisierung
[[x(7)]] =

(
[x1(7)]
[x2(7)]

)
=

(
3
2

)
∈ X .

Die Menge X ist nach (10.28) durch das kartesische Produkt

X1 × X2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}
gegeben und enthält für z1 ∈ X1 und z2 ∈ X2 alle 12 möglichen qualitativen Zustandstupel (z1, z2). Die
komponentenweise Quantisierung führt damit für alle in der Abbildung eingezeichneten Zeitschritte
auf eine quantisierte vektorielle Zustandsfolge

[[X(0...7)]] =
((

2
2

)
,

(
1
3

)
,

(
3
4

)
,

(
2
2

)
,

(
2
1

)
,

(
2
4

)
,

(
1
4

)
,

(
3
2

))
.

Die komponentenweise Quantisierung der Zustände, Eingänge und Ausgänge kann dabei einfach
in die allgemeine Quantisierung aus Abschnitt 4.2.2 überführt werden. Wie sich dies algorithmisch
für beliebig dimensionale Eingangs-, Ausgangs-, und Zustandsräume verwirklichen lässt, wird im
nächsten Abschnitt beschrieben.

Enumerationsgleichung und -algorithmus

Die folgende Erläuterung bezüglich der Enumerationsgleichung erfolgt wieder anhand der Zustände
und gilt entsprechend für die Ein- und Ausgangsgrößen.
Der qualitative Zustand z ∈ X = {1, 2, . . . , N} bei der allgemeinen Quantisierung in Abschnitt 4.2.2
kann direkt aus den qualitativen Zuständen zi ∈ Xi = {1, 2, . . . , Ni}, i = 1, 2, . . . , n der komponen-
tenweisen Quantisierung bestimmt werden:

Definition 10.3 (Enumerationsgleichung (zi ∈ Xi −→ z ∈ X )): Sind die qualitativen Zustände der
komponentenweisen Quantisierung zi ∈ Xi = {1, 2, . . . , Ni} für i = 1, 2, . . . , n gegeben, dann ist

z = z1z2 . . . zn = zn + (zn−1 − 1)Nn + (zn−2 − 1)Nn−1Nn + · · · +
+ (z2 − 1)N3N4 . . . Nn + (z1 − 1)N2N3N4 . . . Nn ∈ X (10.37)

der qualitative Zustand bei der allgemeinen Quantisierung. Dabei gilt entsprechend X = {1, 2, . . . , N}
mit N = N1N2 · · · Nn.

In Gleichung (10.37) ist z1z2 . . . zn der Multiindex aus Definition 6.4. Dabei werden hier jedoch nicht
die Indizes eines mehrdimensionalen Tensors, sondern die qualitativen Zustände z1, z2, . . . , zn auf
den skalaren Wert z ∈ X abgebildet. Die Funktion des Multiindex ist jedoch in beiden Fällen iden-
tisch. Durch die Enumerationsgleichung ist der Zusammenhang zwischen den qualitativen Zustän-
den zi ∈ Xi der komponentenweisen Quantisierung und dem einzelnen qualitativen Zustand z ∈ X
der allgemeinen Quantisierung eindeutig definiert. Bei der Enumerationsgleichung (10.37) ist jedoch
zu beachten, dass sich diese nicht ohne Weiteres umkehren lässt. Sie kann also nicht dazu verwendet
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10 Beobachteralgorithmen für die erweiterte CP-Repräsentation

werden, um aus einem qualitativen Zustand z ∈ X , die qualitativen Zustände zi ∈ Xi, i = 1, . . . , n bei
der komponentenweisen Quantisierung zu berechnen. Dies kann mit dem Algorithmus 10.1 realisiert
werden.

Algorithmus 10.1: Enumerationsalgorithmus (z ∈ X −→ zi ∈ Xi)
Gegeben: Qualitativer Zustand z ∈ X = {1, 2, . . . , N},

Anzahlen qualitativer Zustände N1, N2, . . . , Nn aus der
komponentenweisen Quantisierung

Initialisiere: jn = z − 1 für ein beliebiges z ∈ X
Iteriere: 1 für i = n, n − 1, . . . , 1

2 zi = (ji mod Ni) + 1 (a

3 ji−1 =
⌊ ji

Ni

⌋
(b

Ergebnis: Qualitative Zustände zi ∈ Xi = {1, . . . , Ni} für i = n, n − 1, . . . , 1

aFür natürliche Zahlen x ∈ N und y ∈ N≥0 bestimmt die modulo Funktion (x mod y) ∈ N den ganzzahligen Rest der
Division x/y. Es ist beispielsweise (5 mod 3) = 2.

bDer Ausdruck �x� bezeichnet wiederum eine Abrundungsfunktion, mit der eine reelle Zahl x ∈ R auf die größte ganze
Zahl abgerundet wird, die kleiner oder gleich x ist. Es ist beispielsweise �5.97� = 5 (s. a. Abschnitt 5.2.2, S. 78).

In der Praxis enthalten Programmiersprachen wie Matlab
R© oder Python

TM Standardfunktionen,
die ebensolche Zuordnungen wie in Definition in 10.3 und Algorithmus 10.1 einfach ermöglichen.

Beispiel 10.2 (Enumerationsgleichung und -algorithmus): Für ein System mit n = 2 quantitativen
Zuständen geht die Gleichung (10.37) in folgende Form über:

z = z1z2 = z2 + (z1 − 1)N2 ∈ X .

Für die in Abbildung 10.2 gegebenen Partitionierungen Ex(z1) mit z1 ∈ X1 := {1, 2, 3} und Ex(z2)
mit z2 ∈ X2 := {1, 2, 3, 4} folgt mit N = N1N2 = 3 · 4 = 12, dass für die Nummerierung des
mehrdimensionalen qualitativen Zustandsraums z ∈ X = {1, 2, . . . , 12} gilt. Damit können für alle
Kombinationen von z1 und z2 die Werte z berechnet werden:

11 = 1 + (1 − 1) · 4 = 1
21 = 1 + (2 − 1) · 4 = 5
31 = 1 + (3 − 1) · 4 = 9
12 = 2 + (1 − 1) · 4 = 2
22 = 2 + (2 − 1) · 4 = 6
32 = 2 + (3 − 1) · 4 = 10

...
34 = 4 + (3 − 1) · 4 = 12

Damit ist festgelegt wie die Partitionierungen Ex(z), z ∈ X bei der allgemeinen Quantisierung num-
meriert sind und welche Kombinationen aus qualitativen Zuständen z1 und z2 zu einem qualitativen
Zustand z führen (vgl. Abbildung 4.2).
Möchte man nun beispielsweise vom qualitativen Zustand z = 10 zurückschließen auf die qualitativen
Zustände z1, z2 der komponentenweisen Quantisierung, dann kann der Algorithmus 10.1 verwendet
werden. Für z = 10 und n = 2 wird der Algorithmus mit j2 = 10 − 1 = 9 initialisiert und die Iterati-
onsschleife beginnt in Schritt 1 mit i = 2. Damit erhält man in Schritt 2 den qualitativen Zustand

z2 = (j2 mod N2) + 1 = (9 mod 4) + 1 = 2 .
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In Schritt 3 ergibt sich

j1 =
⌊ j2

N2

⌋
=

⌊9
4

⌋
= 2 .

Nun beginnt die Schleife in Schritt 1 mit i = 1 von neuem und man erhält in Schritt 2 den qualitativen
Zustand

z1 = (j1 mod N1) + 1 = (2 mod 3) + 1 = 3 .

Formal folgt in Schritt 3 noch die Berechnung des Werts j0, der jedoch nicht mehr zur weiteren
Berechnung benötigt wird, da die Schleife nicht erneut durchlaufen wird.

10.2.2 Quantisiertes System

Abbildung 10.3 zeigt nun ein quantisiertes System, bei dem die qualitativen Werte der reellwer-
tigen Ein- und Ausgangsvektoren durch die komponentenweise Quantisierung [[u(k)]] = v ∈ U so-
wie [[y(k)]] = w ∈ Y gegeben sind (vgl. Abschnitt 10.2.1). Dabei ist v der qualitative Eingangs-
vektor und w der qualitative Ausgangsvektor aus Gleichung (10.31). Das heißt, für die Elemen-
te der qualitativen Eingangs- und Ausgangsvektoren gilt vt ∈ Ut := {1, . . . , Mt}, t = 1, . . . , m so-
wie wj ∈ Yj := {1, . . . , Qj}, j = 1, . . . , q. Die qualitativen Zustände sind jedoch durch die allgemeine
Quantisierung [x(k)] = z ∈ X := {1, . . . , N} gegeben (vgl. Abschnitt 4.2.2).

Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[[y(k)]][[u(k)]]

[x(k)]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Komponentenw.
quantisierter

Eingangsvektor

Komponentenw.
quantisierter

Ausgangsvektor

Pr([x(k + 1)] = z̄ | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]) , z̄ ∈ X , k = 0, 1, . . . , T

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Qualitatives Modell Ã
Qualitativer Beobachter

Abbildung 10.3: Quantisiertes System mit komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen

Ein solches quantisiertes System ist durch einen stochastischen Automaten

Ã =
(X , U , Y , L̃, p0

)
, (10.38)

mit der Eingabemenge U , der Ausgabemenge Y , der Zustandsmenge X sowie der Verhaltensrelation L̃

beschreibbar (vgl. Definition 10.6). Der stochastische Automat Ã wird dabei wieder als qualitatives
Modell des quantisierten Systems bezeichnet. Die Verhaltensrelation des qualitativen Modells ist nun
durch die Beziehung

L̃(z̄, w | z, v) = Pr
(

[x(k + 1)] = z̄ , [x(k)] = z ,
[[y(k)]] = w [[u(k)]] = v

)
(10.39)
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gegeben und beschreibt die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass das quantisierte System vom
qualitativen Zustand [x(k)] = z bei qualitativem Eingang [[u(k)]] = v, in den qualitativen Folgezu-
stand [x(k + 1)] = z̄ wechselt und dabei den qualitativen Ausgang [[y(k)]] = w erzeugt. Dabei ist die
explizite Notation der Verhaltensrelation durch die Beziehung

L̃( z̄, w1, . . . , wq | z, v1, . . . , vm) (10.40)

= Pr
(

[x(k + 1)] = z̄ , [x(k)] = z ,
[y1(k)] = w1, . . . , [yq(k)] = wq [u1(k)] = v1, . . . , [u1(k)]m = vm

)
gegeben. Die Verhaltensrelation L̃ stellt dabei erneut nur eine Approximation dar, da wie bereits
erwähnt nicht angenommen werden kann, dass das quantisierte System die Markow-Eigenschaft be-
sitzt. Zudem kann die hier verwendete Methode der stochastischen qualitativen Identifikation nicht
die Vollständigkeit des qualitativen Modells garantieren. Die Prozedur zur Generierung des qua-
litativen Modells (10.38), beziehungsweise die Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeiten der
Verhaltensrelation L̃ erfolgt analog zur Beschreibung in Abschnitt 4.3.2. Dabei treten anstelle der
Gleichung (4.22) die Tupel

[Θ(k)] = ([x(k + 1)], [[y(k)]], [x(k)], [[u(k)]])
= ([x(k + 1)], [y1(k)], . . . , [yq(k)], [x(k)], [u1(k)], . . . , [um(k)]) ,

womit alle weiteren Schritte (4.23)–(4.27) entsprechend folgen und in (4.27) zu einer Approxima-
tion L̃(z̄, w1, . . . , wq | z, v1, . . . , vm) der Verhaltensrelation führen. Die somit berechneten bedingten
Wahrscheinlichkeiten werden dann in einem Verhaltenstensor

L̃ ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm (10.41)

mit Elementen

l̃(z̄, w1, w2, . . . , wq, z, v1, v2, . . . , vm) = L̃(z̄, w1, w2, . . . , wq | z, v1, v2, . . . , vm)

gespeichert. Im Folgenden wird zur Indexierung der Tensorelemente wenn möglich die Kurznotati-
on l̃(z̄, w, z, v) verwendet.

10.2.3 Qualitative Beobachtung

Die Definition einer einfachen Beobachtergleichung für komponentenweise quantisierte Ein- und Aus-
gänge, mit der die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr([x(k + 1)] = z̄ | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]) aus Abbil-
dung 10.3 näherungsweise berechnet werden kann, erfolgt analog zu Gleichung (10.12):

Definition 10.4 (Qualitative Beobachtergleichung für komponentenweise quantisierte Ein- und Aus-
gänge): Sind die komponentenweise quantisierten E/A Folgen [[U(0...T )]], [[Y (0...T )]] des quantisier-
ten Systems konsistent mit dem qualitativen Modell Ã, dann kann eine Approximation der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der qualitativen Zustände mit

k ≥ 0 : p̃z(k + 1) =
L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)∣∣∣∣L̃(:, w(k), :, v(k)) · p̃z(k)

∣∣∣∣
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : p̃z(0) = p̃0

(10.42)

für alle Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T berechnet werden. Der qualitative Eingangsvektor v(k) und Aus-
gangsvektor w(k) sind dabei in jedem Zeitschritt k durch die komponentenweise quantisierte Ein-
gangsgröße [[u(k)]] = v(k) und Ausgangsgröße [[y(k)]] = w(k) gegeben.
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Die Zustandswahrscheinlichkeiten Pr([x(k +1)] = z̄ | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]), z ∈ X sind dann entspre-
chend durch den Vektor

p̃z(k + 1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
[x(k + 1)] = 1 | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]
[x(k + 1)] = 2 | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]

...
[x(k + 1)] = N | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N (10.43)

gegeben. Wie bereits erwähnt, repräsentiert der Vektor p̃z nur eine Approximation der auf der rechten
Seite der Gleichung gegeben Wahrscheinlichkeiten. Wendet man die Beobachtergleichung (10.42) auf
komponentenweise quantisierte Folgen von Ein- und Ausgängen [[U(0...T )]], [[Y (0...T )]] an, erhält man
die Folge

P̃z(0...T + 1 | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]) = (p̃z(0), p̃z(1), p̃z(2), . . . , p̃z(T + 1)) (10.44)

von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren.
Erweiterte Beobachtergleichung: Eine Beobachtergleichaug zur Berücksichtigung von Unsicher-
heiten in den komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen kann analog zu Gleichung (10.18)
definiert werden. Die Grundlage hierbei bilden die analog zu Gleichung (10.15) und für t = 1, . . . , m
und j = 1, . . . , q definierten Wahrscheinlichkeitsvektoren der qualitativen Ein- und Ausgänge

p̃(t)
v (k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([ut(k)] = 1)
Pr([ut(k)] = 2)

...
Pr([ut(k)] = Mt)

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]Mt, p̃(j)
w (k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr([yj(k)] = 1)
Pr([yj(k)] = 2)

...
Pr([yj(k)] = Qj)

⎞⎟⎟⎟⎠∈ [0, 1]Qj . (10.45)

Wie in Gleichung (10.15) sei auch hier angenommen, dass die Eingänge für t = 1, . . . , m zur Zeit k
stochastisch unabhängig voneinander sind, wobei entsprechendes für die Ausgänge gilt (s. a. Ab-
schnitt 10.2.5). Für reale quantisierte Systeme ist diese Annahme kritisch, da die Ausgangsgrößen
von den Zustandsgrößen abhängig sind. Für exakt bekannte quantisierte Ein- und Ausgangsfol-
gen [[U(0...T )]], [[Y (0...T )]] ist diese Annahme jedoch gerechtfertigt, denn die Wahrscheinlichkeits-
vektoren (10.45) besitzen dann für alle Zeiten k = 0, 1, . . . , T nur ein Einselement und sind auf der
Menge {0, 1} definiert (vgl. Abschnitt 7.2.4, S. 137). Allgemein können die Wahrscheinlichkeitsvekto-
ren der qualitativen Ein- und Ausgänge (10.45) wiederum zu Vektorfolgen P̃ (t)

v (0...T ) und P̃ (j)
w (0...T )

zusammengefasst werden. Mit den Vektoren (10.45), dem Verhaltenstensor (10.41) sowie dem Zu-
standsvektor (10.43) kann dann die erweiterte Beobachtergleichung (10.18) verwendet werden:

k ≥ 0 : p̃z(k + 1) =

〈
L
⏐⏐ �

p̃(1)
w (k), . . . , p̃(q)

w (k), p̃z(k), p̃(1)
v (k), . . . , p̃(m)

v (k)
�〉∥∥∥〈L

⏐⏐ �
p̃(1)

w (k), . . . , p̃(q)
w (k), p̃z(k), p̃(1)

v (k), . . . , p̃(m)
v (k)

�〉∥∥∥
1

∈ [0, 1]N ,

k = 0 : p̃z(0) = p̃0 . (10.46)

Diese Gleichung führt auf die Folge von Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren

P̃z(0...T + 1 | P̃ (1)
v (0...T ), . . . , P̃ (m)

v (0...T ), P̃ (1)
w (0...T ), . . . , P̃ (q)

w (0...T ))
= (p̃z(0), p̃z(1), p̃z(2), . . . , p̃z(T + 1))

(10.47)

für die im Falle exakt bekannter quantisierter Ein- und Ausgänge die Gleichheit

P̃z(0...T + 1 | P̃ (1)
v (0...T ), . . . , P̃ (m)

v (0...T ), P̃ (1)
w (0...T ), . . . , P̃ (q)

w (0...T ))
= P̃z(0...T + 1 | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]])
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gilt. Im folgenden Absatz wird der Algorithmus zur Fehlererkennung für qualitative Modelle mit
komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgängen auf Basis der CP-Repräsentation des Ver-
haltenstensors (10.41) angegeben. Auf die ausführliche Angabe der Algorithmen zur qualitativen
Fehlerdetektion mit den Beobachtergleichungen (10.42) und (10.46) soll an dieser Stelle verzichtet
werden, da sich deren Struktur nicht von der Algorithmen 7.1 und 7.2 unterscheidet.

10.2.4 CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung

Die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors (10.41) ist in der Regel wieder durch eine Approxima-
tion gegeben, die mit̂̃L =

�
λ; A, B1, B2, . . . , Bq, C, D1, D2, . . . , Dm

� ∈ RN×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm
≥0 (10.48)

bezeichnet wird. Dabei wird der Zähler der Beobachtergleichung aus Lemma 10.1 mit der Variablen

ρ(k) := A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p̃(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · ̂̃pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p̃(t)
v (k)

))
∈ RN

≥0 (10.49)

und der Nenner mit der bekannten Variablen

̂̃b(k) :=
∥∥∥∥A ·

(
λ ⊗⊕

( q⊗
j=1

⊕
BT

j · p̃(j)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · ̂̃pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p̃(t)
v (k)

))∥∥∥∥
1

∈ R≥0 (10.50)

abgekürzt. Die Gleichung (10.50) führt für konsistente vektorielle E/A Folgen und für diskrete Zei-
ten k = 0, 1, 2 . . . , T entsprechend auf die FolgễB(0...T | P̃ (1)

v (0...T ), . . . , P̃ (m)
v (0...T ), P̃ (1)

w (0...T ), . . . , P̃ (q)
w (0 . . . T ))

= (̂b̃(0), ̂̃b(1), ̂̃b(2), . . . , ̂̃b(T ))
(10.51)

Der Algorithmus 10.2 zur qualitativen Fehlererkennung ist auf Seite 185 dargestellt und wird am
Anwendungsbeispiel 10.3 auf Seite 186 demonstriert.

10.2.5 Äquivalenz qualitativer Modelle

Zwischen einem qualitativen Modell, welches durch die stochastische qualitative Identifikation mit all-
gemeiner Quantisierung generiert wurde und einem qualitativen Modell bei die die Ein- und Ausgänge
komponentenweise quantisiert wurden, besteht unter gewissen Voraussetzungen eine grundlegende
Äquivalenz. Zur Erläuterung sei beispielsweise ein qualitatives Modell Ã gemäß Definition (4.15)
gegeben, welches eine Anzahl von M = M1M2 · · · Mm qualitativen Eingängen, Q = Q1Q2 · · · Qq qua-
litativen Ausgängen und N = N1N2 · · · Nn qualitativen Zuständen besitzt und entsprechend durch
einen vierdimensionalen Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]N×Q×N×M mit Elementen l̃(z̄, w, z, v) beschrieben
wird. Außerdem sei nun ein qualitatives Modell Ã entsprechend Gleichung (10.38) gegeben, wel-
ches hier durch einen Verhaltenstensor L̃� ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm mit den Element-
en l̃�(z̄, w1, w2, . . . , wq, z, v1, v2, . . . , vm) definiert wird. Der Tensor L̃� kann nun mithilfe des Multiindex
in einen Tensor

L̃† ∈ [0, 1]N×Q×N×M

mit Elementen

l̃†(z̄, w1w2 . . . wq, z, v1v2 . . . vm) = l̃�(z̄, w1, w2, . . . , wq, z, v1, v2, . . . , vm) (10.52)
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Algorithmus 10.2: CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung mit komponentenweise
quantisierten Ein- und Ausgängen
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (10.38) mit Verhaltenstensor in

CP-Repräsentation ̂̃L = �λ; A, B1, . . . , Bq, C, D1, . . . , Dm�, Gl. (10.48)
Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge
P̃ (t)

v (0...T ) für t = 1, . . . , m
Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge
P̃ (j)

w (0...T ) für j = 1, . . . , q

Initialisiere: k = 0 , ̂̃pz(0) := p̃0

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 berechne ρ(k), Gl. (10.49)

3 berechne ̂̃b(k), Gl. (10.50)

4 berechne ̂̃bm(k) , Gl. (4.46) und ̂̃bb(k) , Gl. (4.48)

5 wenn ̂̃b(k) = 0 dann
6 setze ̂̃pz(k + 1) = p̃0

7 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1
8 sonst
9 berechne ̂̃pz(k + 1) = ρ(k)/̂b̃(k)

10 setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: ̂̃Pz(0...T +1 | P̃ (1)
v (0...T ), . . . , P̃ (m)

v (0...T ), P̃ (1)
w (0...T ), . . . , P̃ (q)

w (0...T )) Gl. (10.47),̂̃B(0...T | P̃ (1)
v (0...T ), . . . , P̃ (m)

v (0...T ), P̃ (1)
w (0...T ), . . . , P̃ (q)

w (0...T )) , Gl. (10.51),̂̃Bm(0...T ) , Gl. (4.47),̂̃Bb(0...T ) , Gl. (4.49).

überführt werden. Unter der Voraussetzung, dass die beiden qualitativen Modelle Ã und Ã für das
gleiche quantisierte System, mit identischen Partitionierungen und Anzahlen an qualitativen Ein-,
Ausgängen und Zuständen stochastisch identifiziert wurden, gilt dann die Gleichheit

L̃† = L̃ .

Die Repräsentation des Verhaltenstensors L̃� ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm sowie die vier-
dimensionale Darstellung L̃ ∈ [0, 1]N×Q×N×M sind somit ineinander überführbar, was sich in der
Praxis als hilfreich erweist, da die Modelle nicht getrennt voneinander gebildet werden müssen, son-
dern durch Umordnen der Tensorelemente in die jeweils andere Struktur überführt werden können.
Für jede Programmiersprache, welche die big-endian Konvention verwendet ist eine zu (10.52) iden-
tische Operation mithilfe der sogenannten reshape Funktion möglich. Dann ist beispielsweise

L̃ = reshape(L̃�, [N, Q, M, N ]) ∈ [0, 1]N×Q×N×M

und umgekehrt

L̃� = reshape(L̃, [N, Q1, . . . , Qq, M1, . . . , Mm, N ]) ∈ [0, 1]N×Q1×···×Qq×N×M1×Mm .

Dies Gleichheit führt auch dazu, dass die mit den jeweiligen einfachen Beobachtergleichungen berech-
neten Zustandswahrscheinlichkeiten identisch sind. Das heißt, die auf Basis des vierdimensionalen
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Verhaltenstensors mit der Beobachtergleichung (7.25) bestimmten bedingten Zustandswahrschein-
lichkeiten Pr(Z(k) = z̄ | [U(0...k)], [Y (0...k)]), z̄ ∈ X sind identisch mit den Zustandswahrschein-
lichkeiten Pr(Z(k) = z̄ | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]), z̄ ∈ X die man aus der Beobachtergleichung (10.42)
erhält. Dies ist eine logische Konsequenz aus der Enumerationsgleichung (10.37) und des Enume-
rationsalgorithmus 10.1, beziehungsweise der Partitionierung der Signalräume mit welcher der Zu-
sammenhang zwischen den komponentenweise quantisierten Ein- und Ausgangsgrößen und denen
der allgemeinen Quantisierung hergestellt wird (vgl. Abschnitt 10.2.1, Seite 179). So ist beispiels-
weise bei einem System mit m = 2 numerischen Eingängen und M1 = 3 sowie M2 = 4 qualitati-
ven Eingängen festgelegt, dass bei der komponentenweisen Quantisierung die qualitativen Eingän-
ge [[u]] = ([u1] = 2 [u2] = 4)T dem qualitativen Eingang [u] = 8 bei der allgemeinen Quantisierung
entsprechen (vgl. Abbildung 4.2).

Die Äquivalenz der Zustandswahrscheinlichkeiten gilt für exakte quantisierte Ein- und Ausgänge ent-
sprechend auch für die erweiterten Beobachtergleichungen (10.46) und (7.33). Sind die Ein- und
Ausgänge nicht sicher besteht jedoch eine Einschränkung, die der Struktur der Beobachterglei-
chung (10.46) geschuldet ist. Während die erweiterte Beobachtergleichung (7.33) für den vierdi-
mensionalen Verhaltenstensor die Zustandswahrscheinlichkeiten für Eingangswahrscheinlichkeitsvek-
toren der Länge M und Ausgangswahrscheinlichkeitsvektoren der Länge Q bestimmt, werden bei
der Beobachtergleichung (10.46) jeweils m Vektoren der Länge M1, M2, . . . , Mm und q Vektoren der
Länge Q1, Q2, . . . , Qq verwendet. Für zum Beispiel wieder M1 = 3, M2 = 4 und M = 12 quali-
tative Eingänge besitzt der Eingangswahrscheinlichkeitsvektor pv ∈ [0, 1]12 beim vierdimensionalen
Verhaltenstensor zwölf Komponenten, während bei der höherdimensionalen Tensorrepräsentation die
Eingangswahrscheinlichkeitsvektoren p(1)

v ∈ [0, 1]3, p(2)
v ∈ [0, 1]4 verwendet werden, die zusammen

nur sieben Elemente besitzen. Damit ist klar, dass mit den einzelnen Eingangswahrscheinlichkeits-
vektoren nicht die gleiche Menge an Informationen darstellbar ist, wie mit einem einzelnen Eingangs-
wahrscheinlichkeitsvektor. Mit den Eingangsvektoren p(1)

v ∈ [0, 1]3 und p(2)
v ∈ [0, 1]4 ist eine zum

Vektor pv ∈ [0, 1]12 äquivalente Repräsentation somit nur für all diejenigen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen möglich, die sich beispielsweise als Kronecker-Produkt der einzelnen Vektoren darstellen
lassen. Anders formuliert, die einzelnen Ein- und Ausgänge müssen voneinander stochastisch unab-
hängig sein.

Beispiel 10.3 (Fehlererkennung mit der CP-Repräsentation und komponentenweise quantisierten
Ein- und Ausgängen): Die Grundlage dieses Beispiels bildet der stochastische Automat (10.38), der
für die Betrachtung komponentenweise quantisierter Ein- und Ausgänge definiert ist und ein quali-
tatives Modell des Erhitzers aus Abschnitt 5.3 mit den Modellparametern aus Tabelle 5.11. Aufgrund
der Tatsache, dass die Eingangsgrößen u1, u2 des Erhitzers je sechs (M1 = M2 = 6) qualitative Wer-
te [u1] = v1 ∈ {1, . . . , M1} und [u2] = v2 ∈ {1, . . . , M2} annehmen können und gleiches entsprechend
für die Ausgänge gilt, ist der Verhaltenstensor nach Gleichung (10.41) durch

L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6 (10.53)

gegeben. Die qualitative Beobachtung wird im folgenden wieder anhand einer Rang-50 Approximati-
on des Verhaltenstensor gezeigt, die mit dem MU-Algorithmus (E) aus Tabelle 8.1 in Python

TM

berechnet wurde. Dabei werden die Ergebnisse der einfachen Beobachtergleichung (10.42) mit denen
des CP-Algorithmus 10.2 anhand der visualisierten Zustandswahrscheinlichkeiten der Wasseraustritt-
stemperatur TWA

sowie der Verhaltenssignale verglichen.
Die Rang-50 Approximation des Verhaltenstensors (10.53) führt nun entsprechend Gleichung (10.48)
auf die CP-Repräsentation

̂̃L = �λ; A, B1, B2, C, D1, D1� ∈ R36×6×6×36×6×6
≥0 (10.54)
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10.2 Qualitatives Modell für komponentenweise quantisierte Ein- und Ausgänge

mit den Faktormatrizen

A ∈ R36×50
≥0 , B1 ∈ R6×50

≥0 , B2 ∈ R6×50
≥0 , C ∈ R36×50

≥0 , D1 ∈ R6×50
≥0 , D2 ∈ R6×50

≥0

und dem Gewichtungsvektor λ ∈ R50
≥0. In der Abbildung 10.4 sind die Ergebnisse der qualitativen

Beobachtung basierend auf der CP-Repräsentation (10.54) (links) denen ohne Dekomposition gegen-
übergestellt (rechts).
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Abbildung 10.4: Vergleich der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten und der Verhaltenssignale
mit Dekomposition ̂̃Bb (links) und ohne Dekomposition B̃b (rechts)

Die rechte Darstellung basiert dabei auf der Tensorrepräsentation L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6, wobei
zur Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten und des Verhaltenssignals die Gleichung (10.42)
verwendet wurde. Die Abbildung für die CP Repräsentation zeigt dabei wieder positive Zustandswahr-
scheinlichkeiten für den fehlerhaften Bereich, was wie bereits im Anwendungsbeispiel 9.2 beschrieben
daran liegt, dass die Nullen des Verhaltenstensors durch sehr kleine Werte approximiert werden.
Die Verhaltenssignale der Approximation ̂̃B und der vollen Tensorrepräsentation B̃ zeigen dabei für
gleiche Werte von τ = 1% und φ = 2 ein leicht unterschiedliches Ergebnis. Der nicht nominale Zeit-
bereich wird zwar von beiden Algorithmen zur gleichen Zeit erkannt, jedoch zeigt die linke Darstellung
den Fehler länger an als die Rechte. Durch das ändern des Schwellwerts τ und der Fensterbreite φ des
gleitenden Mittelwertes ließen sich hier bei der CP-Darstellung noch weitere Optimierungen durch-
führen, womit jedoch die Vergleichbarkeit der beiden Darstellungen nicht mehr gegeben wäre. Dies
zeigt auch die Schwierigkeit einen sinnvollen Schwellwert für die Fehlererkennung festzulegen, was
durch den approximativen Charakter der CP-Repräsentation zusätzlich erschwert wird.

Tabelle 10.2: Speicherbedarf für verschiedene Repräsentationen des Verhaltenstensors qualitativer
Modelle des Erhitzers aus Abschnitt 5.3 mit den Modellparametern aus Tabelle 5.11

Repräsentation des Verhaltenstensors
Fehlererk.

Algorithmus

Speicher-

bedarf

Reduktions-

faktor

MSD

B̃ zu ̂̃B
L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 , Gl. (9.15) 7.1 γ = 1 679 616 0 0̂̃L =

〈〈
E, F, G, H

〉〉
, Gl. (9.27) 9.2 γTT = 127 296 ξTT = 13 0.096̂̃L = �λ; A, B, C, D� , Gl. (9.16) 9.1 γCP = 7250 ξCP = 231 0.179̂̃L = �λ; A, B1, B2, C, D1, D1� , Gl. (10.54) 10.2 γCP = 4850 ξCP = 346 0.445
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Wie die Tabelle 10.2 zeigt, ist der Speicherbedarf gegenüber dem der CP-Dekomposition des vier-
dimensionalen Verhaltenstensor aus dem Anwendungsbeispiel 9.2 noch einmal geringer, wobei beide
Verhaltenstensoren in der vollen Tensorrepräsentation den gleichen Informationsgehalt besitzen und
beide Dekompositionen mit einem Rang von R = 50 berechnet wurden. Die mittlere quadratische
Abweichung der Verhaltenssignale ist in diesem Beispiel jedoch größer als bei den vorangegangenen.
Nichtsdestotrotz zeigt dieses Beispiel, dass ungeachtet der weiteren Reduktion des Speicherbedarfs,
die Fehlerdetektion mit der CP-Repräsentation des Verhaltenstensors immer noch möglich ist.
Abschließend soll kurz auf die bereits in Abschnitt 10.2.5 beschriebene Äquivalenz qualitativer Modelle
eingegangen werden. Demnach bilden das (nicht dekomponierte) qualitative Modell des Anwendungs-
beispiels 5.3 mit dem Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 und das in diesem Beispiel verwendete
Modell mit dem Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6 äquivalente Repräsentationen. Die Abbil-
dung 10.5 zeigt einen Vergleich beider Tensorrepräsentationen für den fehlerhaften Zeitbereich, die
erwartungsgemäß identisch ausfallen. Dabei wurde in beiden Darstellungen für die Verhaltenssignale
ein gleitender Mittelwert φ = 2 und ein Schwellwert von τ = 1% verwendet.
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Abbildung 10.5: Vergleich der qualitativen Zustandswahrscheinlichkeiten und der Verhaltenssigna-
le B̃b für den Verhaltenstensor L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 (links), berechnet mit Glei-
chung (7.25), mit denen der Tensorrepräsentation L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6 (rechts),
berechnet mit Gleichung (10.42)

10.3 Autonomer stochastischer Automat mit vektoriellen
Zustandsfolgen*

Hintergrund dieses Abschnitts ist die Einführung der automatentheorethischen Grundlage für die
qualitative Modellierung quantisierter Systeme mit komponentenweise quantisierten Zuständen. Das
allgemeine Konzept wird hierbei zunächst anhand eines autonomen stochastischen Automaten er-
läutert, während in Abschnitt 10.4 die Ergebnisse dieses und des Abschnitts 10.1 zusammengeführt
werden.

10.3.1 Betrachtung stochastischer Teilprozesse*

In Abschnitt 3.2 wurde der autonome stochastische Automat Aa als Modell eines einzelnen stochas-
tischen Prozesses, der durch eine Folge von Zufallsvariablen (Z(k))k∈N gegeben ist, beschrieben. Im
Folgenden wird ein stochastischer Automat Aa eingeführt, der das Verhalten mehrerer stochastischer
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10.3 Autonomer stochastischer Automat mit vektoriellen Zustandsfolgen*

Prozesse (Z1(k))k∈N, (Z2(k))k∈N, . . . , (Zn(k))k∈N beschreiben soll. Dabei wird jeder stochastische Pro-
zess (Zi(k))k∈N für i = 1, . . . , n durch einen autonomen stochastischen Automaten A

(i)
a beschrieben.

Dieses Konzept basiert somit auf der Betrachtung stochastischer Teilprozesse, die zusammengenom-
men den stochastischen Gesamtprozess repräsentieren (s. Abbildung 10.6).

A
(1)
a

Pr(Z1(k+1)= z̄1)

A
(2)
a

Pr(Z2(k+1)= z̄2)

A
(n)
a

Pr(Zn(k+1)= z̄n)

· · ·

Pr(Z1(k + 1)= z̄1, Z2(k + 1)= z̄2, . . . , Zn(k + 1)= z̄n), k = 0, 1, . . . , T

AaGesamtprozess
Teilprozesse

SP1 SP2 SPn

Z1(0..k) Z2(0..k) Zn(0..k)

Abbildung 10.6: Betrachtung stochastischer Teilprozesse

In Abbildung10.6 stellt jeder Automat A
(i)
a , für i = 1, 2, . . . , n einen autonomen stochastischen

Automaten nach Definition 3.2 dar. Das bedeutet, jeder dieser Automaten ist durch ein 3-Tup-
el A(i)

a = (Zi,Fi, p(i)
0 ) definiert und besitzt einen Zustandsraum Zi := {1, 2, . . . , Ni} mit Ni Zustän-

den, die durch zi ∈ Zi gegeben sind. Die Übergangswahrscheinlichkeiten der stochastischen Auto-
maten sind durch die Zustandsübergangsrelationen Fi(z̄i | zi) gegeben und die initialen Zustands-
wahrscheinlichkeiten (p0)zi =Pr(Zi(0)=zi), zi ∈ Z durch die Vektoren p(i)

0 ∈ [0, 1]Ni . Die Berechnung
der Zustandswahrscheinlichkeiten der Teilprozesse Pr(Zi(k) = zi), i = 1, . . . , n, erfolgt dabei ana-
log zur Beschreibung in Abschnitt 3.2. Möchte man nun auf Basis dieser Wahrscheinlichkeiten, die
gemeinsame Zustandswahrscheinlichkeit Pr(Z1(k) = z1, Z2(k) = z2, . . . , Zn(k) = zn) der Teilprozes-
se bestimmen, dann ist dies nur dann exakt möglich, wenn die Zufallsvariablen der stochastischen
Teilprozesse Z1(k), Z2(k), . . . , Zn(k) stochastisch unabhängig sind.

Die gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten sind somit aus dem Produkt der Einzelwahrschein-
lichkeiten berechenbar. Die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeiten kann wiederum vektoriell erfol-
gen, indem man die Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten F(z̄i | zi) der stochastischen Teilprozesse
entsprechend Gleichung (3.19) in Übergangsmatrizen Fi ∈ [0, 1]Ni×Ni für i = 1, . . . , n notiert. Die
diskreten Zustandswahrscheinlichkeiten Pr(Zi(k) = zi), zi ∈ Zi jedes Automaten A

(i)
a werden dabei

analog zu Gleichung (3.18) für alle zi ∈ Zi in Form von Wahrscheinlichkeitsvektoren

p(i)
z (k) =

⎛⎜⎜⎜⎝
p(i)

z (k, 1)
p(i)

z (k, 2)
...

p(i)
z (k, Ni)

⎞⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Zi(k) = 1)
Pr(Zi(k) = 2)

...
Pr(Zi(k) = Ni)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]Ni (10.55)

notiert. Die Zustandswahrscheinlichkeitsverteilungen der Teilprozesse können dementsprechend für
beliebige Zeiten k = 0, . . . , T mit

p(i)
z (k + 1) = Fi · p(i)

z (k)

p(i)
z (0) := p(i)

0
(10.56)
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berechnet werden. Für stochastisch unabhängige Zufallsvariablen sind die gemeinsamen Wahrschein-
lichkeiten zur Zeit k + 1 durch den Produktvektor

pz(k + 1) =
n⊗

i=1

p(i)
z (k + 1) ∈ [0, 1]N (10.57)

der Länge N = N1N2 · · · Nn mit Komponenten

pz(k + 1, z̄) = Pr(Z1(k + 1) = z̄1) · Pr(Z2(k + 1) = z̄2) · · · Pr(Zn(k + 1) = z̄n)
= Pr(Z1(k + 1) = z̄1, Z2(k + 1) = z̄2, . . . , Zn(k + 1) = z̄n)

(10.58)

für z̄ = z̄1z̄2 . . . z̄n ∈ {1, 2, . . . , N} gegeben.
Die ausschließliche Betrachtung der stochastischen Teilprozesse, um auf das Verhalten des stochas-
tischen Gesamtprozesses zu schließen, führt im Allgemeinen zu einer nur näherungsweisen Beschrei-
bung der gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten, da in der Regel nicht angenommen werden
kann, dass die Zufallsvariablen der einzelnen Prozesse stochastisch unabhängig sind. In der Lite-
ratur ist diese Vorgehensweise dennoch üblich, da es aus komplexitätstechnischen Gründen häufig
nicht möglich oder sinnvoll ist, das vollständige Verhalten des Gesamtprozesses abzubilden. Ansätze
die auf dieser komponentenorientierten Betrachtungsweise beruhen sind beispielsweise sogenannte
Automatennetze, bei denen ein stochastisches Gesamtsystem durch gekoppelte oder ungekoppelte
Teilprozesse beschrieben wird (s. hierzu [95], [113]). Das Komplexitätsproblem bei der Betrachtung
des Gesamtverhaltens wird im folgenden Absatz deutlich werden. Dabei wird ein Ansatz zur Reduk-
tion des Speicherbedarfs vorgestellt, der auf der CP-Dekompostion beruht. Dabei wird zur formalen
Erläuterung der theoretischen Grundlagen zunächst ebenfalls angenommen, dass die Zufallsvariablen
der Teilprozesse stochastisch unabhängig sind.

10.3.2 Betrachtung des stochastischen Gesamtprozesses*

Zunächst werden für die folgenden Beschreibungen die Zustände zi ∈ Zi der stochastischen Teilpro-
zesse für alle i = 1, . . . , n in einem Zustandsvektor

z =

⎛⎜⎜⎜⎝
z1
z2
...

zn

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Z (10.59)

zusammengefasst. Die Menge Z ist durch das kartesische Produkt

Z = Z1 × Z2 × · · · × Zn ⊆ Nn

gegeben und repräsentiert somit die Menge aller möglichen Zustandstupel. Dass diese Zustandstupel
hier als Vektoren interpretiert werden, stellt wiederum einen leichten Missbrauch der Vektornotati-
on dar, der bereits in Anmerkung 10.1 erläutert wurde. Mit der vektoriellen Notation der Zustän-
de zi ∈ Zi können nun auch die Zustandsfolgen Zi(0...T ) = (zi(0), zi(1), . . . , zi(T )) der stochastischen
Teilprozesse für k = 0, 1, . . . , T in einer vektoriellen Zustandsfolge

Z(0...T ) = (z(0), z(1), z(2), . . . , z(T )) (10.60)

zusammengefasst werden. Die gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten des Gesamtprozesses zur
Zeit k können damit durch die Kurznotation

Pr(Z(k) = z) := Pr(Z1(k)=z1, Z2(k)=z2, . . . , Zn(k)=zn)

ausgedrückt werden. Der stochastische Automat zur Beschreibung des Gesamtprozesses Aa kann
somit wie folgt definiert werden:
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Definition 10.5 (Autonomer stochastischer Automat mit vektoriellen Zuständen): Das 3-Tupel

Aa = (Z,F, p(i)
0 ) (10.61)

mit der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung

F : Z × Z → [0, 1] , (10.62)

welche die bedingte Übergangswahrscheinlichkeit

F(z̄ | z) = Pr(Z(k + 1) = z̄ | Z(k) = z) (10.63)

für alle z̄, z ∈ Z beschreibt, heißt autonomer stochastischer Automat mit vektoriellen Zuständen.

Die Übergangsrelation (10.63) beschreibt mit F(z̄ | z) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass der
autonome Automat Aa in den vektoriellen Zustand z̄ ∈ Z übergeht, wenn er sich im vektoriellen
Zustand z ∈ Z befindet. Die Notation der Übergangrelation (10.63) stellt dabei eine abkürzende
Schreibweise der Verteilung

F(z̄1, . . . , z̄n|z1, . . . , zn) = Pr(Z1(k+1)=z1, . . . , Zn(k+1)=zn|Z1(k)=z1, . . . , Zn(k)=zn) (10.64)

dar. Die Übergangswahrscheinlichkeiten sind somit in einem Übergangstensor

F ∈ [0, 1]N1×N2×···×Nn×N1×N2×···×Nn (10.65)

mit Elementen

f(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, z1, z2 . . . , zn) = F(z̄1, z̄2, . . . , z̄n|z1, z2, . . . , zn)

darstellbar. Sind wie hier angenommen die Zufallsvariablen der stochastischen Teilprozesse stochas-
tisch unabhängig, gilt dabei die Gleichheit

f(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, z1, z2 . . . , zn) = f
(1)
z̄1z1

· f
(2)
z̄2z2

· · · f
(n)
z̄nzn

, (10.66)

wobei f (i)
z̄izi

das (z̄i, zi)-te Elemente der Übergangsmatrix Fi des i-ten Teilprozesses ist. Ausgehend
von einem »worst-case« Szenario, bei dem der Übergangstensor F ausschließlich Werte ungleich null
enthält, beträgt die Anzahl zu speichernder Werte bei der Betrachtung des stochastischen Gesamt-
prozesses

n∏
i=1

N2
i ,

während bei der ausschließlichen Betrachtung der Teilprozesse nur die Übergangsmatrizen F1, . . . , Fn

mit einer Gesamtanzahl von
n∑

i=1

N2
i

Werten gespeichert werden müssen. Für ein kleines Gesamtsystem, bestehend aus n = 4 Teilprozessen
mit je Ni = 6 Zuständen beträgt der Speicherbedarf des Übergangstensors 62 · 62 · 62 · 62 = 1 679 616
Werte, während man zur Speicherung der Übergangsmatrizen der stochastischen Teilprozesse
nur 62 + 62 + 62 + 62 = 144 Werte benötigt. Dieser gravierende Unterschied macht deutlich, weshalb
man häufig nur die stochastischen Teilprozesse betrachtet und damit bei stochastisch abhängigen
Zufallsvariablen in Kauf nimmt, die gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten nur approximativ
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bestimmen zu können. Dieses kleine Beispiel zeigt aber auch, welche Menge an Information bezüg-
lich des Gesamtverhaltens des Prozesses bei dieser Vorgehensweise verloren geht. Dementsprechend
erstrebenswert ist es, eine Möglichkeit zur Reduktion der Modellkomplexität zu finden, die nicht von
vornherein schon grundlegende Information bezüglich des Gesamtverhaltens des Prozesses unbeach-
tet lässt. Durch die Methodik der Tensordekomposition bieten sich hierbei neue Wege zur Reduktion
der Modellkomplexität, die es ermöglichen, selbst große Übergangstensoren durch eine approximierte
CP-Repräsentation, auf einen überschaubaren Speicherbedarf zu reduzieren. Für die im Folgenden
vorgestellte Gleichung, die auf der CP-Dekomposition des Übergangstensors (10.65) basiert, wird
zwar für die Beweisführung ebenfalls die stochastische Unabhängigkeit der Zufallsvariablen gefordert,
jedoch kann im Folgenden die Vermutung aufgestellt werden, dass diese für stochastisch abhängige
Zufallsvariablen bessere Ergebnisse generiert, als wenn nur die stochastischen Teilprozesse betrachtet
werden.

CP-Repräsentation des Übergangstensors: Für die CP-Dekomposition des Übergangsten-
sors F ∈ [0, 1]N1×N2×···×Nn×N1×N2×···×Nn wird angenommen, dass diese exakt und durch die Zerle-
gung

F =
�
λ; A1, A2, . . . , An, C1, C2, . . . , Cn

�
(10.67)

gegeben ist. Dabei stellen die Matrizen Ai ∈ RNi×R
≥0 die Faktormatrizen der Folgezustände und die

Matrizen Ci ∈ RNi×R
≥0 die Faktormatrizen der Zustände dar. Ein Algorithmus, der die Zustandswahr-

scheinlichkeiten p(i)
z (k + 1) aus Gleichung (10.56) für i = 1, . . . , n berechnet, kann damit wie folgt

definiert werden:

Proposition 10.3: Für eine exakte CP-Dekomposition und stochastisch unabhängige Zustände kön-
nen die Zustandswahrscheinlichkeiten der stochastischen Teilprozesse durch

k ≥ 0 : p(i)
z (k + 1) = Ai ·

⎛⎝λ ⊗⊕
⎛⎝ n⊗

j 	=i

⊕ Nj∑
sj=1

(a(j)
sj :)T

⎞⎠⊗⊕
(

n⊗
t=1

⊕
CT

t · p(t)
z (k)

)⎞⎠ ∈ [0, 1]Ni ,

k = 0 : p(t)
z (0) = p(t)

0 (10.68)

für alle i = 1, 2, . . . , n und Zeiten k = 0, 1, 2, . . . , T bestimmt werden.

Beweis: Der Beweis der Proposition 10.3 ist in Anhang B.8 aufgeführt.

Ist die CP Dekomposition exakt, dann generiert die Gleichung (10.68) die gleichen Ergebnisse wie
Gleichung (10.56). Der Vektor der gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten zur Zeit k + 1 kann
dann wiederum durch das Kronecker-Produkt (10.57) berechnet werden. Sind die Zufallsvariablen
der Zustände stochastisch abhängig, kann die Gleichung (10.68) die gemeinsamen Zustandswahr-
scheinlichkeiten nur approximativ bestimmen. Es besteht jedoch Grund zur Annahme, dass Glei-
chung (10.68) bessere Ergebnisse liefert, als wenn von vornherein nur die Teilprozesse betrachtet
werden, denn die Gleichung basiert auf der Verwendung aller Faktormatrizen der CP-Dekomposition
des Gesamtprozesses (10.67). Der limitierende Faktor der Gleichung besteht somit nicht darin, dass
Informationen bezüglich des Gesamtverhaltens grundsätzlich vernachlässigt werden, sondern in der
Verwendung einzelner Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren p(t)

z (k), t = 1, . . . , n der Längen Nt, an-
stelle eines gemeinsamen Zustandsvektors der Länge N = N1N2 · · · Nn, was eine effiziente Berechnung
sicherstellt.
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10.4 Stochastischer Automat mit vektoriellen Ein,- Ausgabe-, und
Zustandsfolgen*

Dieser Abschnitt führt die Erkenntnisse der Abschnitte 10.1 und 10.3 zusammen und beschreibt damit
einen stochastischen Automaten mit vektoriellen Ein-. Ausgabe-, und Zustandsfolgen, der die Basis
der qualitativen Modellierung quantisierter Systeme mit komponentenweise quantisierten Eingängen,
Ausgängen und Zuständen bildet.

10.4.1 Stochastischer Prozess*

Die folgende Abbildung zeigt die Interpretation eines stochastischer Prozesses mit vektoriellen Ein-,
Ausgabe- und Zustandsfolgen, der durch das Modell A beschrieben wird.

Stochastischer Prozess

V1(0...k)
V2(0...k)

Vm(0...k)
...

W1(0...k)
W2(0...k)

Wq(0...k)
...

Z1(0...k)
Z2(0...k)

Zn(0...k)

Z(0...k)V (0...k) W (0...k)

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) , z̄ ∈ Z, k = 0, 1, . . . , T

Stochastischer
Automat A

Beobachter

Abbildung 10.7: Stochastischer Prozess mit vektoriellen Ein-, Ausgabe- und Zustandsfolgen

Die Eingabefolgen V (0...T ), Ausgabefolgen W (0...T ) und Zustandsfolgen Z(0...T ) sind dabei durch
die Gleichungen (10.4), (10.5) sowie (10.60) definiert. Der stochastische Automat A stellt somit
eine Erweiterung des Automaten mit vektoriellen E/A Folgen (10.6) um vektorielle Zustandsfolgen
dar. Die in Abbildung 10.7 eingezeichnete und gesuchte gemeinsame Wahrscheinlichkeit stellt dabei
wiederum eine abkürzende Notation dar:

Pr(Z(k+1)= z̄ | V (0...k), W (0...k)) (10.69)
:= Pr(Z1(k+1)= z̄1, . . . , Zn(k+1)= z̄n | V1(0..k), . . . , Vm(0..k), W1(0..k), . . . , Wq(0..k)) .

10.4.2 Stochastischer Automat*

Definition 10.6 (Stochastischer Automat mit vektoriellen Ein-, Ausgabe- und Zustandsfolgen): Das
5-Tupel

A =
(

Z, V , W ,L, p(i)
0

)
, (10.70)

mit der Eingabemenge V, der Ausgabemenge W, der Zustandsmenge Z sowie der Verhaltensrelati-
on L und den initialen Wahrscheinlichkeitsvektoren der Zustände p(i)

0 für i = 1, . . . , n, heißt initialer
stochastischer Automat mit vektoriellen Ein- und Ausgabe- und Zustandsfolgen.

Dabei ist L eine Funktion, die die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

L : Z × W × Z × V −→ [0, 1]
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repräsentiert und mit

L(z̄, w, z, v) = Pr
(

Z(k + 1) = z̄ , Z(k) = z ,
W (k) = w V (k) = v

)
(10.71)

die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür beschreibt, dass der Automat vom vektoriellen Zustand z bei
der vektoriellen Eingabe v, in den vektoriellen Folgezustand z̄ übergeht und die vektorielle Ausgabe w
erzeugt. Dabei wird im Folgenden wieder die Notation L(z̄, w | z, v) verwendet, um zu verdeutlichen,
dass es sich hierbei um eine bedingte Wahrscheinlichkeit handelt. Dabei stellt (10.71) wiederum eine
Kurznotation der bedingten Wahrscheinlichkeit

L( z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq | z1, z2, . . . , zn, v1, v2, . . . , vm) (10.72)

= Pr
(

Z1(k + 1) = z̄1, . . . , Zn(k + 1) = z̄n , Z1(k) = z1, . . . , Zn(k) = zn ,
W1(k) = w1, . . . , Wq(k) = wq V1(k) = v1, . . . , Vm(k) = vm

)
dar.

10.4.3 Tensorrepräsentation*

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten L(z̄, w | z, v) können nun erneut in einem Verhaltenstensor

L ∈ [0, 1]N1×N2×···×Nn×Q1×Q2×···×Qq×N1×N2×···×Nn×M1×M2×···×Mm (10.73)

mit Elementen

l(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq, z1, z2, . . . , zn, v1, v2, . . . , vm)
= L(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq | z1, z2, . . . , zn, v1, v2, . . . , vm)

notiert werden. Ist keine explizite Indexierung der Tensorelemente notwendig, wird auch hier die
Kurznotation l(z̄, w | z, v) verwendet. Auf die Angabe einer Beobachtergleichung, mit der die Zu-
standswahrscheinlichkeiten ohne Dekomposition berechnet werden können, wird an dieser Stelle ver-
zichtet. Grundsätzlich ist diese Berechnung jedoch wieder mit dem kontrahierten Tensorprodukt
möglich.

Für die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors (10.73) wird im Weiteren wieder angenommen, dass
diese exakt und durch die CP-Repräsentation

L =
�
λ; A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bq, C1, C2, . . . , Cn, D1, D2, . . . , Dm

�
(10.74)

gegeben ist. Darin sind Ai ∈ RNi×R
≥0 , i = 1, . . . , n die Faktormatrizen der Folgezustände, Bj ∈ R

Qj×R
≥0

für j = 1, . . . , q die Faktormatrizen der Ausgaben, Cs ∈ RNs×R
≥0 für s = 1, . . . , n die Faktormatrizen

der Zustände und Dt ∈ RNt×R
≥0 für t = 1, . . . , m die Faktormatrizen der Eingaben. Außerdem ist R

der Rang der Dekomposition und λ ∈ RR
≥0 der Gewichtungsvektor.

10.4.4 Betrachtung stochastischer Teilprozesse*

Für die im folgenden vorgestellte Beobachtergleichung für den stochastischen Automaten (10.70),
muss erneut die stochastische Unabhängigkeit der Zufallsvariablen der Zustände vorausgesetzt wer-
den. Für den Beweis dieser Gleichung wird dabei vereinfachend angenommen, dass das Verhalten des
Gesamtsystems in Abbildung (10.7) durch eine Anzahl von n stochastischen Teilprozessen, die durch
die stochastischen Automaten Ai = (Zi, Vi, Wi,Li, p(i)

0 ), i = 1, . . . , n beschrieben werden, dargestellt
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SP1

SP2 Z2(0...k)SP2 Z2(0...k)

SPn Zn0...k)

V1(0...k)

V2(0...k)

Vm(0...k)
...

Gesamtprozess m = n = q

W1(0...k)

W2(0...k)

Wq(0...k)
...

Z1(0...k)

V (0...k) W (0...k)

Stochastischer
Automat A

Beobachter

Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) , z̄ ∈ Z k = 0, 1, . . . , T

Abbildung 10.8: Stochastische Teilprozesse mit Ein-, Ausgaben und Zuständen

werden kann (s. Abbildung 10.8). Im Folgenden gilt somit die Annahme, dass für die Anzahlen von
Eingabefolgen m, Zustandsfolgen n und Ausgabefolgen q der Zusammenhang m = n = q gilt.1

Die Zustandswahrscheinlichkeiten der stochastischen Teilprozesse SP1, . . . , SPn sind entsprechend
für i = 1, . . . , n durch

k ≥ 0 : p(i)
z (k + 1) =

Li(:, wi(k), :, vi(k)) · p(i)
z (k)

‖Li(:, wi(k), :, vi(k)) · p(i)
z (k)‖1

∈ [0, 1]Ni ,

k = 0 : p(i)
z (0) = p(i)

0

(10.75)

gegeben. In Gleichung (10.75) ist Li(:, wi(k), :, vi(k)) ∈ [0, 1]Ni×Ni eine Submatrix des i-ten Ver-
haltenstensors Li ∈ [0, 1]Ni×Qi×Ni×Mi und des i-ten stochastischen Teilprozesses. Jeder Zustands-
wahrscheinlichkeitsvektor p(i)

z (k + 1) repräsentiert damit die bedingte Zustandswahrscheinlichkeits-
verteilung Pr(Zi(k+1) = z̄i | Vi(0..k), Wi(0..k)), z̄i ∈ Zi.
Die Berechnung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit (10.69) folgt aus dem Kronecker-Produkt

pz(k + 1) =
n⊗

i=1

p(i)
z (k + 1) ∈ [0, 1]N , (10.76)

welches in einem Vektor der Länge N = N1N2 · · · Nn mit Komponenten

pz(k + 1, z̄) (10.77)
= Pr(Z1(k + 1) = z̄1|V1(0..k), W1(0..k)) · · · Pr(Zn(k + 1) = z̄n|Vm(0..k), Wq(0..k))
= Pr(Z1(k + 1) = z̄1, . . . , Zn(k + 1) = z̄n|V1(0..k), . . . , Vm(0..k), W1(0..k), . . . , Wq(0..k))

für z̄ = z̄1 . . . z̄n ∈ {1, 2, . . . , N} resultiert. Für die Übergangswahrscheinlichkeiten des Gesamtsy-
stems (10.72), die durch die Elemente des Verhaltenstensors (10.73) beschrieben werden, gilt nun
aufgrund der vorausgesetzten stochastischen Unabhängigkeit die Gleichheit [95]

l(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq, z1, z2, . . . , zn, v1, v2 . . . , vm)
= l1(z̄1, w1, z1, v1) · l2(z̄2, w2, z2, v2) · · · ln(z̄n, wq, zn, vm) .

(10.78)

1 Für die praktische Anwendung stellt die Annahme n = m = q keine Einschränkung dar, da in der Anzahl »fehlende«
Folgen von Automateneingaben-, -ausgaben oder -zuständen stets durch eine entsprechende Folge, deren Elemente
auf einer einelementigen Ein-, Ausgabe oder Zustandsmenge definiert sind, kompensiert werden können. Im Ver-
haltenstensor können die entsprechenden Modi dann durch Dimensionen der Länge Eins ergänzt werden, die keinen
Informationsgehalt besitzen.
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Dabei sind li(z̄i, wi, zi, vi) die Elemente des i-ten Verhaltenstensors Li ∈ [0, 1]Ni×Ni des i-ten sto-
chastischen Teilprozesses. Die Berechnung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten nach (10.78) kann
dabei als eine Komposition des Verhaltenstensors L interpretiert werden, die entsprechend die sto-
chastische Unabhängigkeit impliziert. Ein solches Zusammenführen der stochastischen Automaten Ai

zu einer Gesamtrepräsentation A, ist hierbei vergleichbar mit einer einfachen parallelen Kompositi-
on stochastischer Automaten, die bei der Verwendung von Automatennetzen Anwendung findet (s.
hierzu [95]).
Abschließend kann nun eine Beobachtergleichung basierend auf der CP-Repräsentation (10.74) auf-
gestellt werden.

10.4.5 Beobachtung mit der CP-Repräsentation*

Proposition 10.4: Für eine exakte CP-Dekomposition, exakte Ein- und Ausgabewahrscheinlichkeits-
vektoren und stochastisch unabhängige Zustände gilt unter der Annahme m = n = q die Gleichung

Li(:, wi(k), :, vi(k)) · p(i)
z (k) (10.79)

= Ai ·
(

λ ⊗⊕
( n⊗

e	=i

⊕ Ne∑
he=1

(a(e)
he:)

T
)

⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

s=1

⊕
CT

s · p(s)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))

für i = 1, . . . , n. Dabei ist p(s)
z (k) ∈ [0, 1]Ns für s = 1, . . . , n, p(j)

w (k) ∈ {0, 1}Qj für j = 1, 2, . . . , q so-
wie p(t)

v (k) ∈ {0, 1}Mt für t = 1, 2, . . . , m.

Beweis: Der Beweis der Proposition 10.4 befindet sich im Anhang B.9.

Lemma 10.2 (CP-Beobachtergleichung für stochastische Automaten mit vektoriellen Ein- und Aus-
gaben und Zuständen): Durch Einsetzen von Gleichung (10.4) in den Zähler und Nenner von Glei-
chung (10.75) folgt mit

k ≥ 0 : p(i)
z (k + 1) (10.80)

=

Ai ·
(

λ ⊗⊕
( n⊗

e	=i

⊕ Ne∑
he=1

(a(e)
he:)

T
)

⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

s=1

⊕
CT

s · p(s)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))
∥∥∥∥Ai ·

(
λ ⊗⊕

( n⊗
e	=i

⊕ Ne∑
he=1

(a(e)
he:)

T
)

⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p(j)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

s=1

⊕
CT

s · p(s)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p(t)
v (k)

))∥∥∥∥
1

k = 0 : p(i)
z (0) = p(i)

0

die CP-Beobachtergleichung für stochastische Automaten nach Definition 10.6. Damit können für
eine exakte CP-Dekomposition, exakte Ein- und Ausgaben, stochastisch unabhängige Zustände und
unter der Annahme m = n = q, die Zustandswahrscheinlichkeiten der stochastischen Teilprozesse
für i = 1, 2, . . . , n bestimmt werden. Dabei ist p(s)

z (k) ∈ [0, 1]Ns für s = 1, 2, . . . , n, p(j)
w (k) ∈ {0, 1}Qj

für j = 1, 2, . . . , q sowie p(t)
v (k) ∈ {0, 1}Mt für t = 1, 2, . . . , m.

Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten Pr(Z(k + 1) = z̄ | V (0...k), W (0...k)) sind dann durch das
Kronecker-Produkt der Vektoren p(i)

z (k+1) nach Gleichung (10.76), beziehungsweise (10.77) gegeben.

Vermutung 10.1: Zu Lemma 10.2 soll angemerkt werden, dass die Gleichung auch auf Systeme wie
in Abbildung 10.7, die über beliebige und nicht identische Anzahlen von Zuständen n, Eingaben m und
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Ausgaben q verfügen, angewandt werden kann (s. Fußnote 1, Seite 195). Die Gleichung führt dabei für
stochastisch unabhängige Zustände, exakte Ein- und Ausgaben sowie eine exakte CP-Dekomposition,
auf die korrekten gemeinsamen Zustandswahrscheinlichkeiten (10.69). Diese Vermutung liegt darin
begründet, dass die Gleichung (10.80) offenbar die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Pr(Zi(k + 1) = z̄i | V1(0..k), . . . , Vm(0..k), W1(0..k), . . . , Wq(0..k))
= Pr(Zi(k + 1) = z̄i | V (0..k), W (0...k)) , z̄i ∈ Zi

(10.81)

für i = 1, . . . , n bestimmt. Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die i-te Zufallsvariable Zi den
Zustand z̄i ∈ Zi zur Zeit k + 1 annimmt, unter der Bedingung, dass die Eingabe- und Ausgabe-
folgen V (0..k), W (0...k) bis zur Zeit k durchlaufen wurden. Für stochastisch unabhängige Zustände
erhält man dann aus dem Produkt der bedingten Zustandswahrscheinlichkeiten (10.81) die gesuchte
gemeinsame Wahrscheinlichkeit

n∏
i=1

Pr(Zi(k+1)= z̄i | V1(0..k), . . . , Vm(0..k), W1(0..k), . . . , Wq(0..k))

= Pr(Z1(k+1)= z̄1,..., Zn(k+1)= z̄n | V1(0..k),..., Vm(0..k), W1(0..k),..., Wq(0..k))
= Pr(Z(k+1)= z̄ | V (0...k), W (0...k)) .

Die Vermutung lässt dabei die Annahme zu, dass sich im Falle stochastisch abhängiger Zustände, mit
der Beobachtergleichung (10.80) bessere Ergebnisse erzielen lassen, als durch die ausschließliche Be-
trachtung der stochastischen Teilprozesse. Diese Annahme ist darin begründet, dass Gleichung (10.80)
die Zustandswahrscheinlichkeiten (10.81) für jedes i ∈ {1, . . . , n} anhand aller Faktormatrizen der
CP-Repräsentation des Gesamtsystems (10.74) und unter Berücksichtigung aller Ein- und Ausgabe-
folgen bestimmt (vgl. Abbildung 10.7). Bei der Betrachtung der stochastischen Teilprozesse werden
die Zustandswahrscheinlichkeiten des i-ten Teilprozesses hingegen nur unter Berücksichtigung der
diesem Prozess zugehörigen Ein- und Ausgabefolgen berechnet (vgl. Abbildung 10.8).

Die mit (10.80) berechneten Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren repräsentieren damit für exakte
Ein- und Ausgaben, entsprechend Gleichung (10.81), die Verteilungen

p(i)
z (k + 1)=

⎛⎜⎜⎜⎝
Pr(Zi(k + 1) = 1 | V (0...k), W (0...k))
Pr(Zi(k + 1) = 2 | V (0...k), W (0...k))

...
Pr(Zi(k + 1) = N | V (0...k), W (0...k))

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]Ni ,

Aus der Beobachtergleichung (10.80) ergeben sich dann für k = 0, 1, . . . , T die Vektorfolgen

P(i)
z (0...T + 1 | V (0...T ), W (0...T )) = (p(i)

z (0), p(i)
z (1), p(i)

z (2), . . . , p(i)
z (T + 1)) . (10.82)

Da in (10.80) die Ein- und Ausgaben wieder durch Wahrscheinlichkeitsvektoren dargestellt werden,
wird im Folgenden wieder eine allgemeine Notation des Zustandsvektors bevorzugt, die entsprechend
durch

p(i)
z (k + 1)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Pr(Zi(k + 1) = 1|P (1)

v (0...k),..., P
(m)
v (0...k), P

(1)
w (0...k),..., P

(q)
w (0...k))

Pr(Zi(k + 1) = 2|P (1)
v (0...k),..., P

(m)
v (0...k), P

(1)
w (0...k),..., P

(q)
w (0...k))

...
Pr(Zi(k + 1) = N |P (1)

v (0...k),..., P
(m)
v (0...k), P

(1)
w (0...k),..., P

(q)
w (0...k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (10.83)

und für k = 0, . . . , T durch die Folge

P(i)
z (0...T + 1 | P (1)

v (0...T ), . . . , P (m)
v (0...T ), P (1)

w (0...T ), . . . , P (q)
w (0...T ))

= (p(i)
z (0), p(i)

z (1), p(i)
z (2), . . . , p(i)

z (T + 1))
(10.84)

gegeben ist. Dies lässt offen, ob die Ein- und Ausgaben exakt oder mit Unsicherheiten behaftet sind.
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10.5 Qualitatives Modell für komponentenweise quantisierte Ein-,
Ausgänge und Zustände*

In Erweiterung zu Tabelle 10.1, zeigt die Tabelle 10.3 zusätzlich den Speicherbedarf γCP des Ver-
haltenstensors L̃ ∈ [0, 1]6×6×6×6×6×6×6×6 eines qualitativen Modells des Erhitzers aus Abschnitt 5.3
für eine Rang-50 Approximation, wobei nicht nur die Ein- und Ausgänge, sondern auch die Zustände
komponentenweise quantisiert sind, wodurch sich der Speicherbedarf weiter reduzieren lässt. Wie die-
se Darstellung des Verhaltenstensors zur qualitativen Fehlerdetektion verwendet werden kann, wird
in diesem Abschnitt beschrieben.

Tabelle 10.3: Speicherbedarf γ und γCP für verschiedendimensionale Verhaltenstensoren qualitativer
Modelle des Erhitzers mit den Modellparametern aus Tabelle 5.11

Anzahl qualitativer Größen
Dimensionalität des
Verhaltenstensors

Speicher-
bedarf γ

Speicherbedarf
γCP (R = 50)

N =Q=M =36 L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 1 679 616 7250
N =36, M1 =M2 =6, Q1 =Q2 = 6 L̃ ∈ [0, 1]36×6×6×36×6×6 1 679 616 4850
N1 =N2 =6, M1 =M2 =6, Q1 =Q2 =6 L̃ ∈ [0, 1]6×6×6×6×6×6×6×6 1 679 616 2450

10.5.1 Quantisiertes System*

Die Abbildung 10.9 zeigt die Interpretation eines quantisierten Systems bei dem in Erweiterung zu
Abbildung 10.3 zusätzlich die Zustände komponentenweise quantisiert sind. Die qualitativen Zustän-
de sind somit durch den komponentenweise quantisierten Zustand [[x(k)]] = z ∈ X gegeben, wobei der
qualitative Zustandsvektor z die Elemente zs ∈ Xs := {1, . . . , Ns} für s = 1, . . . , n besitzt (vgl. Ab-
schnitt 10.2.1). Für die qualitativen Eingangsvektoren [[u(k)]] = v und Ausgangsvektoren [[y(k)]] = w
gelten analog die Beziehungen aus Abschnitt 10.2.2.

Quantisierer

Prozess

Quantisierer Quantisierer

[[y(k)]][[u(k)]]

[[x(k)]]

y(k)u(k)
x(k)

Quantisiertes System

Komponentenw.
quantisierter

Eingangsvektor

Komponentenw.
quantisierter

Ausgangsvektor

Pr([[x(k + 1)]] = z̄ | [[U(0...k)]], [[Y (0...k)]]) , z̄ ∈ X , k = 0, 1, . . . , T

Eingangsvektor AusgangsvektorZustandsvektor

Qualitativer Beobachter
Qualitatives Modell Ã

Abbildung 10.9: Quantisiertes System mit komponentenweise quantisierten Ein-, Ausgängen und Zu-
ständen

Die Beschreibung des quantisierten Systems nach auf Definition 10.6, durch einen initialen stochas-
tischen Automaten

Ã =
(X , U , Y , L̃, p0

)
(10.85)

198
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mit der Verhaltensrelation

L̃(z̄, w | z, v) = Pr
(

[[x(k + 1)]] = z̄ , [[x(k)]] = z ,
[[y(k)]] = w [[u(k)]] = v

)
(10.86)

welche die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür angibt, dass das quantisierte System beim qualita-
tivem Eingang [[u(k)]] = v vom qualitativen Zustand [[x(k)]] = z in den qualitativen Folgezu-
stand [[x(k + 1)]] = z̄ wechselt und den qualitativen Ausgang [[y(k)]] = w erzeugt. Dies ist wiederum
eine abkürzende Schreibweise für die Notation

L̃( z̄1, . . . , z̄n, w1, . . . , wq | z1, . . . , zn, v1, . . . , vm) (10.87)

= Pr
(

[x1(k + 1)] = z̄1, . . . , [xn(k + 1)] = z̄n , [x1(k)] = z1, . . . , [xn(k)] = zn ,
[y1(k)] = w1, . . . , [yq(k)] = wq [u1(k)] = v1, . . . , [um(k)] = vm

)
.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation werden dabei wieder durch die in Ab-
schnitt 4.3.2 beschriebene Methode der stochastischen qualitativen Identifikation generiert. Anstelle
der Tupel in Gleichung (4.22) verwendet man die Tupel komponentenweise quantisierter Werte

[Θ(k)] = ([[x(k+1)]], [[y(k)]], [[x(k)]], [[u(k)]]) (10.88)
= ([x1(k+1)], . . . ,[xn(k+1)], [y1(k)], . . . ,[yq(k)], [x1(k)], . . . ,[xn(k)], [u1(k)], . . . ,[um(k)]).

Die weitere Vorgehensweise folgt entsprechend den Gleichungen (4.23)–(4.27), womit man in (4.27)
die Approximation L̃(z̄1, . . . , zn, w1, . . . , wq | z1, . . . , zn, v1, . . . , vm) der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten der Verhaltensrelation erhält. Diese werden erneut in einem Verhaltenstensor

L̃ ∈ [0, 1]N1×···×Nn×Q1×···×Qq×N1×···×Nn×M1×···×Mm (10.89)

gespeichert, mit Elementen

l̃(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq, z1, z2, . . . , zn, v1, v2, . . . , vm)
= L̃(z̄1, z̄2, . . . , z̄n, w1, w2, . . . , wq | z1, z2, . . . , zn, v1, v2, . . . , vm) .

(10.90)

10.5.2 CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung*
Auch hier wird wieder angenommen, dass die CP-Dekomposition des Verhaltenstensors (10.89) nur
eine Näherung darstellt, die durch die CP-Repräsentation̂̃L =

�
λ; A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bq, C1, C2, . . . , Cn, D1, D2, . . . , Dm

�
, (10.91)

gegeben ist, wobei ̂̃L ∈ RN1×N2×···×Nn×Q1×Q2×···×Qq×N1×N2×···×Nn×M1×M2×···×Mm
≥0 gilt. Die Beobach-

tergleichung für das quantisierte System in Abbildung 10.9 basiert entsprechend auf der Beobachter-
gleichung des Lemmas 10.2. Für den Beobachteralgorithmus zur qualitativen Fehlerdetektion, wird
der Zähler der Beobachtergleichung mit

(10.92)

ρ(i)(k) := Ai ·
(

λ ⊗⊕
( n⊗

e	=i

⊕ Ne∑
he=1

(a(e)
he:)

T
)

⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p̃(j)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

s=1

⊕
CT

s · ̂̃p(s)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p̃(t)
v (k)

))
und der Nenner mit

(10.93)

̂̃b(i)
(k) :=

∥∥∥∥Ai ·
(

λ⊗⊕
( n⊗

e	=i

⊕ Ne∑
he=1

(a(e)
he:)

T
)

⊗⊕
( q⊗

j=1

⊕
BT

j · p̃(j)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

s=1

⊕
CT

s · ̂̃p(s)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

t=1

⊕
DT

t · p̃(t)
v (k)

))∥∥∥∥
1

abgekürzt, wobei ρ(i)(k) ∈ RN
≥0 und ̂̃b(i)

(k) ∈ R≥0 gilt. Der Beobachteralgorithmus 10.3 für qualitative
Modelle mit komponentenweise quantisierten Ein-, Ausgängen und Zuständen kann somit, wie auf
Seite 200 gezeigt, definiert werden.
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10 Beobachteralgorithmen für die erweiterte CP-Repräsentation

Algorithmus 10.3: CP-Algorithmus zur qualitativen Fehlererkennung mit komponentenweise
quantisierten Ein-, Ausgängen und Zuständen
Gegeben: Qualitatives Modell Ã, Gl. (10.85) mit Verhaltenstensor in CP-Repräsen-

tation ̂̃L =
�
λ; A1, . . . , An, B1, . . . , Bq, C1, . . . , Cn, D1,..., Dm

�
, Gl. (10.91)

Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge
P̃ (t)

v (0...T ) für t = 1, . . . , m

Folgen von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge
P̃ (j)

w (0...T ) für j = 1, . . . , q

Initialisiere: k = 0 , ̂̃p(i)
z (0) := p̃(i)

0 ∀i

Iteriere: 1 solange 0 ≤ k ≤ T

2 für i = 1, 2, . . . , n

3 berechne ρ(i)(k), Gl. (10.92)

4 berechne ̂̃b(i)
(k), Gl. (10.93)

5 berechne ̂̃b(i)
m(k) , Gl. (4.46) und ̂̃b(i)

b (k) , Gl. (4.48)

6 wenn ̂̃b(i)
(k) = 0 dann

7 setze ̂̃p(i)
z (k + 1) = p̃(i)

0

8 wenn i < n fahre fort mit Schritt 2, sonst setze k := k + 1
und fahre fort mit Schritt 1

9 sonst

10 berechne ̂̃p(i)
z (k + 1) =

ρ(i)(k)̂̃b(i)
(k)

11 wenn i < n fahre fort mit Schritt 2, sonst setze k := k + 1
und fahre fort mit Schritt 1

Ergebnis: ̂̃P (i)

z (0...T +1 | P̃ (1)
v (0...T ), . . . , P̃ (m)

v (0...T ), P̃ (1)
w (0...T ), . . . , P̃ (q)

w (0...T )),̂̃B(i)
(0...T | P̃ (1)

v (0...T ), . . . , P̃ (m)
v (0...T ), P̃ (1)

w (0...T ), . . . , P̃ (q)
w (0...T )),̂̃B(i)

m(0...T ), Gl. (4.47),̂̃B(i)

b (0...T ), Gl. (4.49),
für i = 1, 2, . . . , n .

Zu diesem Algorithmus sei nochmals erwähnt, dass er aus letztlich drei Gründen die realen qualita-
tiven Zustandswahrscheinlichkeiten des zugrundeliegenden Systems nicht exakt beschreiben kann:

1. Das quantisierte System besitzt die Markow-Eigenschaft nicht

2. Die CP-Dekomposition ist nicht exakt

3. Die Zustände sind nicht stochastisch unabhängig

Dennoch besitzt dieser Algorithmus einen Vorteil gegenüber den bisher vorgestellten Algorithmen,
was am folgenden Anwendungsbeispiel gezeigt wird.

Beispiel 10.4 (Fehlererkennung mit der CP-Repräsentation und komponentenweise quantisierten
Ein-, Ausgängen und Zustände): Die Basis dieses Beispiels bildet der stochastische Automat (10.85)
sowie der Erhitzer aus dem Anwendungsbeispiel in Abschnitt 5.3 mit den Modellparametern aus
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Tabelle 5.11. Der Erhitzer wird dabei ausschließlich über komponentenweise quantisierte Signale be-
schrieben. Das heißt, das qualitative Modell besitzt die qualitativen Eingänge v1 ∈ U1 := {1, . . . , M1}
und v2 ∈ U2 := {1, . . . , M2}, die qualitativen Zustände z1 ∈ X1 := {1, . . . , N1}, z2 ∈ X2 := {1, . . . , N2}
und die qualitativen Ausgänge w1 ∈ Y1 := {1, . . . , Q1} und w1 ∈ Y2 := {1, . . . , Q2}, wobei ent-
sprechend Tabelle 5.11 M1 = M2 = Q1 = Q2 = N1 = N2 = 6 gilt. Der Verhaltenstensor nach
Gleichung (10.89) ist damit durch

L̃ ∈ [0, 1]6×6×6×6×6×6×6×6 (10.94)

gegeben und besitzt die CP-Repräsentation̂̃L =
�
λ; A1, A2, B1, B2, C1, C2, D1, D2

� ∈ R6×6×6×6×6×6×6×6
≥0 (10.95)

mit den Faktormatrizen

A1 ∈ R6×50
≥0 , A2 ∈ R6×50

≥0 , B1 ∈ R6×50
≥0 , B2 ∈ R6×50

≥0 ,

C1 ∈ R6×50
≥0 , C2 ∈ R6×50

≥0 , D1 ∈ R6×50
≥0 , D2 ∈ R6×50

≥0

und dem Gewichtungsvektor λ ∈ R50
≥0. Die CP-Dekomposition wurde also wieder mit einem Dekom-

positionsrang von R = 50 berechnet, wobei wie im Anwendungsbeispiel 10.3, der MU-Algorithmus (E)
aus Tabelle 8.1 in Python

TM verwendet wurde.
Die Beobachtung und Fehlererkennung erfolgt dabei mit dem Algorithmus 10.3. Im Unterschied zu
den vorherigen Anwendungsbeispielen bestimmt dieser Algorithmus die Zustandswahrscheinlichkei-
ten für jeden Zustand einzeln, sodass man für dieses Beispiel zwei Zustandsvektoren ̂̃p(1)

z (k) ∈ R6
≥0

und ̂̃p(2)
z (k) ∈ R6

≥0 erhält. Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass man selbst für
exakte Dekompositionen aus dem Produkt dieser Vektoren ̂̃p(1)

z (k) ⊗ ̂̃p(2)
z (k) = ̂̃pz(k) ∈ R36

≥0 nur dann
die gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten wie in den vorangegangenen Beispielen erhält, wenn die
Zustände stochastisch unabhängig sind, was jedoch in der Praxis nicht der Fall ist.
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Abbildung 10.10: Zustandswahrscheinlichkeiten der Luft- und Wasseraustrittstemperaturen sowie de-
ren Verhaltenssignale ̂̃B(1)

b und ̂̃B(2)
b

Abbildung 10.10 zeigt die mit dem Algorithmus 10.3 berechneten Zustandswahrscheinlichkeiten der
Luftaustritts- und Wasseraustrittstemperaturen. In diesem Fall handelt es sich um die unmittelbare
grafische Darstellung der Vektoren ̂̃p(1)

z (k) sowie ̂̃p(2)
z (k). Die jeweils unterhalb der Zustandswahr-

scheinlichkeitsverteilungen dargestellten Verhaltenssignale ̂̃B(1)
b und ̂̃B(2)

b basieren entsprechend auf
den Normierungssummen der einzelnen Zustandsvektoren und der Anwendung des gleitenden Mittel-
wertes sowie des Schwellwerts für die Fehlerdetektion, welche wieder die Werte τ = 1% und φ = 2
besitzen.
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10 Beobachteralgorithmen für die erweiterte CP-Repräsentation

Wie die Abbildungen zeigen, ist auch mit diesem Beobachteralgorithmus die Erkennung des nicht
nominalen Betriebs des Erhitzers anhand der Verhaltenssignale möglich. Wie die Tabelle 10.4 zeigt,
ermöglicht die CP-Repräsentation (10.95) eine Reduktion des Speicherbedarfs um einen Faktor von
über 685, was somit der größten Minimierung aller hier vorgestellten Darstellungen des Verhaltens-
tensors entspricht. Dabei bietet der Beobachteralgorithmus 10.3 aus praktischer Sicht einen weiteren
Vorteil gegenüber allen zuvor beschriebenen Beobachteralgorithmen. Während bei allen anderen Be-
obachteralgorithmen in den Anwendungsbeispielen ein Zustandsvektor der Länge N = 36 berechnet
wird, werden hier nur zwei Vektoren der Länge N1 = 6, N2 = 6 berechnet. Insbesondere bei Systemen
mit einer deutlich größeren Anzahl an Zuständen, ergibt sich daraus ein erheblicher Vorteil in Bezug
auf die Komplexität der Berechnungen, die in jedem Zeitschritt ausgeführt werden müssen.

Tabelle 10.4: Speicherbedarf für verschiedene Repräsentationen des Verhaltenstensors qualitativer
Modelle des Erhitzers aus Abschnitt 5.3 und den Modellparametern aus Tabelle 5.11

Repräsentation des Verhaltenstensors
Fehlererk.

Algorithmus

Speicher-

bedarf

Reduktions-

faktor

RMSD

B̃ zu ̂̃B
L̃ ∈ [0, 1]36×36×36×36 , Gl. (9.15) 7.1 γ = 1 679 616 0 0̂̃L=

〈
E, F, G, H

〉〉
, Gl. (9.27) 9.2 γTT = 127 296 ξTT = 13 0.096̂̃L=�λ; A, B, C, D� , Gl. (9.16) 9.1 γCP = 7250 ξCP = 231 0.179̂̃L=�λ; A, B1, B2, C, D1, D1� , Gl. (10.54) 10.2 γCP = 4850 ξCP = 346 0.445̂̃L=

�
λ; A1, A2, B1, B2, C1, C2, D1, D2

�
, Gl. (10.95) 10.3 γCP = 2450 ξCP = 685.55 −−

Da die mit diesem diesem Algorithmus berechneten Zustandswahrscheinlichkeiten aus den beschrie-
benen Gründen nicht direkt mit denen der anderen Algorithmen vergleichbar sind, wurde hier der
RMSE nicht berechnet.

Wie die Ergebnisse in Tabelle 10.4 abschließend zeigen, bietet die Dekomposition des Verhaltensten-
sors ein erhebliches Potenzial, um den Speicherbedarf qualitativer Modelle zu reduzieren. Selbst bei
sehr hohen Reduktionsfaktoren ξ blieb die Fähigkeit zur Fehlererkennung erhalten.
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In Kapitel 2 wurde der Stand der Technik der Fehlererkennung in der Gebäudeautomation erläu-
tert und die Vor- und Nachteile üblicher Verfahren zur Fehlererkennung wurden herausgestellt. Zu-
dem wurde ein Überblick hinsichtlich moderner modellbasierter Ansätze zur Fehlerkennung, deren
Vor- und Nachteilen sowie eine Abgrenzung zu den qualitativen Modellen erarbeitet. In Kapitel 3
wurden die aus der Literatur bekannten Grundlagen stochastischer Automaten und die Zustands-
beobachtung eingeführt, welche die Grundlage der konsistenzbasierten Fehlererkennung bildet. Die
qualitativen Modelle, deren Fundament stochastische Automaten bilden und die auf der Beschrei-
bung des qualitativen Verhaltens quantisierter Systeme beruhen, wurden in Kapitel 4 eingeführt. Für
die Interpretation der aus der qualitativen Zustandsbeobachtung gewonnenen Information bezüglich
des qualitativen Systemverhaltens (nominal/fehlerhaft), wurde ein einfach zu interpretierendes, in
der Sensibilität einstellbares und nutzerfreundliches Verhaltenssignal eingeführt. Ein einfacher Al-
gorithmus zur qualitativen Fehlererkennung wurde eingeführt und erläutert. Dass sich qualitative
Modelle zur Fehlererkennung in der Gebäudeautomation erfolgreich anwenden lassen, konnte ins-
besondere in Kapitel 5 gezeigt werden. Dabei wurde in ausführlichen Schritten beschrieben, wie
ausgehend von verfügbaren Trainingsdaten, über die Partitionierung der Signalräume und die Quan-
tisierung, ein qualitatives Modell generiert werden kann und was beachtet werden muss. Die hieraus
gewonnenen Erkenntnisse wurden in einem Zwischenfazit in Abschnitt 5.6 zusammengefasst. Die Ka-
pitel 6 bis 10 widmeten sich der Lösung des Komplexitätsproblems stochastischer Automaten und
qualitativer Modelle, mit dem Ziel, deren Speicherbedarf zu reduzieren, sodass diese effizient auf
Gebäudeautomationssystemen oder Kleinstrechnern anwendbar sind. In Kapitel 6 wurden zunächst
die aus der Literatur bekannten Grundlagen der linearen und multilinearen Algebra eingeführt, wel-
che wiederum die Basis der tensorbasierten qualitativen Modellierung und Fehlererkennung bilden.
Kapitel 7 zeigte auf, wie sich stochastische Automaten und qualitative Modelle durch Speicherung
der Übergangswahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation in einem Verhaltenstensor definieren las-
sen. Entsprechende Beobachtergleichungen – auch zur Berücksichtigung von Unsicherheiten in den
Automatenein- und ausgaben – wurden aufgestellt, bewiesen und in Algorithmen zur qualitativen
Fehlererkennung zusammengefasst. In Kapitel 8 wurden die Grundlagen der Tensordekomposition
in Form der CP- und TT-Dekomposition eingeführt, die Vorteile in Bezug auf die Reduktion des
Speicherbedarfs herausgestellt und entsprechende CP- und TT-Repräsentationen des Verhaltens-
tensors eingeführt. Beobachtergleichungen und -algorithmen zur Fehlererkennung auf Grundlage der
speicher-reduzierten und approximierten CP- und TT-Repräsentationen des Verhaltenstensoren wur-
den in Kapitel 9 erarbeitet und die entsprechenden Gleichungen bewiesen und erläutert. In Kapi-
tel 10 wurde ein Ansatz zur weiteren Speicherreduzierung qualitativer Modelle entwickelt, welcher
auf der komponentenweisen Quantisierung der Systemgrößen beruht. Unter Inkaufnahme weiterer
Approximationen durch die in der Praxis im allgemeinen nicht haltbare Annahme der stochastischen
Unabhängigkeit der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der komponentenweisen quantisierten System-
größen untereinander, konnten weitere Reduktionen des Speicherbedarfs aufgezeigt werden und die
entsprechenden Beobachtergleichungen bewiesen und in Algorithmen formalisiert werden.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

Auch wenn insbesondere in den Kapiteln 8 bis 10 durch die Vorstellung verschiedener Algorithmen
zur qualitativen Fehlerdetektion für die CP- und TT-Repräsentationen des Verhaltenstensors gezeigt
wurde, dass die Methoden der Tensordekomposition ein großes Potenzial besitzen um qualitative
Modelle für die Praxis anwendbar zu machen, bleibt in mehreren Bereichen weiterer Forschungsbe-
darf.

Ausblick

• CP-Dekomposition: Die CP-Dekomposition bietet sehr große Speicherreduktionen und er-
möglicht es, wie in den Anwendungsbeispielen gezeigt wurde, die grundlegende Systemdynamik
widerzuspiegeln, wodurch die Fehlerdetektion selbst bei groben Approximationen und kleinen
Dekompositionsrängen realisierbar ist. Als schwierig stellt sich dabei die Berechnung einer hin-
reichend präzisen Approximation für gegebene Dekompositionsränge R dar, was wie erwähnt,
an der zufälligen Initialisierung der Startwerte der Faktormatrizen liegt. An dieser Stelle wäre
es hilfreich, durch eine Strukturanalyse des Verhaltenstensors, die Startwerte manuell vorzuge-
ben, sodass die Dekomposition zu deterministischen Ergebnissen führt. Ein weiterer ungünstiger
Aspekt ist die Tatsache, dass die Faktormatrizen Werte größer eins enthalten können. Hierbei
wäre eine Nebenbedingung des Optimierungsproblems wünschenswert, die es ermöglicht, die
Elemente der Faktormatrizen mit einer Beschränkung auf das Einheitsintervall [0, 1] zu berech-
nen. Damit wäre sichergestellt, dass die mit den CP-Algorithmen berechneten approximierten
Zustandswahrscheinlichkeiten stets echte Wahrscheinlichkeitsverteilungen darstellen. Eine sol-
che Realisierung ist beispielsweise mit dem Tensorlab [126] möglich, konnte aber im Rahmen
dieser Arbeit leider nicht mehr umgesetzt werden.

• TT-Dekomposition: Die TT-Dekomposition bietet die sehr hilfreiche Möglichkeit, die Ap-
proximationsgüte für die Zerlegung des Verhaltenstensors vorzugeben. Allerdings ist dabei im
Gegensatz zur CP-Dekomposition, der Speicherbedarf nicht bereits schon vor der Dekompo-
sition ersichtlich. Im Allgemeinen benötigt die TT-Dekomposition aufgrund der dreidimensio-
nalen Struktur der TT-Kerne mehr Speicherbedarf als die CP-Dekomposition. Auch lässt sich
kein großer Gewinn in Bezug auf den Speicherbedarf erzielen, indem man qualitative Model-
le mit komponentenweise quantisierten Systemgrößen verwendet. Ein weiterer Punkt ist, dass
die TT-Dekomposition die Elemente der TT-Kerne ohne Beschränkung auf die nicht-negativen
Zahlen berechnet. Dies führt wie erläutert dazu, dass Zwischenschritte im Algorithmus zur
Fehlerdetektion nötig werden, welche die möglicherweise negativen Wahrscheinlichkeiten des
Zustandsvektors in Nullen umwandeln, was zu einer weiteren Approximation der Zustands-
wahrscheinlichkeiten führt.

• Unvollständigkeit der qualitativen Modelle: Die Unvollständigkeit der qualitativen Mo-
delle, die sich letztlich bei der Verwendung von Messdaten zur Modellidentifikation kaum ver-
meiden lässt, stellt ein grundsätzliches Problem dar, welches auf alle modellbasierten Methoden
zutrifft, welche ihr »Wissen« aus realen Messdaten generieren. Das Problem bei der Unvoll-
ständigkeit der qualitativen Modelle ist dabei, dass womöglich grundlegende Informationen
bezüglich der Dynamik des zugrundeliegenden Prozesses nicht vom Modell abgebildet werden
können. Um dieses Problem zu minimieren ist es hilfreich, über lange Trainingszeiträume fehler-
freier Daten zu verfügen. Dies stellt in Praxis wiederum ein Problem dar, denn das Aufarbeiten
von Messdaten, egal ob automatisiert oder händisch, ist ein sehr zeitintensiver Prozess, der
letztlich auch nur schwer sicherstellen kann, dass tatsächlich nur nominale Daten vorliegen.
Dennoch bieten modellbasierte Methoden, auch wenn Sie als Black-Box Modelle aus Messda-
ten generiert werden, Vorteile gegenüber den häufig anzutreffenden regelbasierten Systemen
zur Fehlerdetektion, da sie nicht nur feste Grenzwerte überwachen, sondern – wenn auch nicht
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immer vollständig – die Systemdynamik widerspiegeln. Da heutzutage aufgrund der steigenden
Technisierung im Gebäudesektor immer größere Mengen an Daten verfügbar sind, erscheint es
erstrebenswert, dieses Potenzial entsprechend zu nutzen.
Eine weiterer Punkt bezüglich der Vollständigkeit des qualitativen Modells ist dessen strukturel-
le Vollständigkeit. Diese bezieht sich nicht darauf, dass das Modell tatsächlich alle dem Prozess
möglichen Verhaltensformen abbilden kann, sondern dass die Normierungsbedingungen (3.36)
und (3.37) für die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Verhaltensrelation, beziehungsweise für
den Verhaltenstensor erfüllt sind. Dies ist in der Regel bei der Verwendung von Messdaten zur
Modellbildung nicht der Fall und trifft auch auf die hier gezeigten Anwendungsbeispiele zu.
Eine interessante Möglichkeit dieses Problem zumindest approximativ zu lösen, bietet dabei
wiederum die Tensordekomposition. Für das TensorLab [126] sowie die Tensor-Toolbox [6] sind
Algorithmen verfügbar, die basierend auf der multilinearern Tensorstruktur, als fehlende Da-
ten gekennzeichnete Tensorelemente mithilfe eines Optimierungsalgorithmus interpolieren [125].
Leider konnte diese vielversprechende Methode im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr umgesetzt
werden.

• Weitere Optimierungspotenziale: In dieser Arbeit wurden ausschließlich rechtwinklige Par-
titionierungen des qualitativen Eingangs-, Ausgangs,- und Zustandsraums verwendet. Prinzi-
piell können diese Partitionierungen jedoch beliebig komplexe Formen besitzen. Andere Par-
titionierungen können dabei helfen, bestimmte Systemeigenschaften präziser darzustellen. Ei-
ne Möglichkeit bieten hierbei die kanonischen Partitionierungen, die beispielsweise in [69] be-
schrieben sind. Eine weitere Möglichkeit, mehr Informationen bezüglich des zugrundeliegenden
Prozesses abbilden zu können, ist die Berücksichtigung vergangener Zeitschritte bei der Mo-
dellbildung. Diese Methode fand bisher kaum Anwendung, da beispielsweise schon die Berück-
sichtigung eines einzigen vergangenen Zeitschritts für einen einzelnen Zustand zu einer weiteren
Dimension des Verhaltenstensor und damit einem deutlich größeren Speicherbedarf führt. Die-
ser Möglichkeit kommt jedoch durch die Tensordekomposition und die damit zur Verfügung
stehenden Speicherreduktionspotenziale eine neue Bedeutung zu und sollte entsprechend un-
tersucht werden.
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A
Symbole und Symbolkonventionen

Tabelle I: Mengenkonventionen
Bedeutung Konvention
Menge der reellen Zahlen R
Menge der ganzen Zahlen Z
Menge der natürlichen Zahlen inkl. Null N

Menge der nicht-negativen reellen Zahlen R≥0

Menge der natürlichen Zahlen ohne Null N>0

Menge der reellen Zahlen von 0 bis 1 (Einheitsintervall) [0, 1] ⊆ R
Menge der reellen Zahlen 0 und 1 {0, 1} ⊆ R

Alle weiteren Mengen kalligrafisch, wie V, Y , Z

Tabelle II: Symbolkonventionen
Bedeutung Konvention Beispiele
Skalare klein oder groß, kursiv m, T
Vektoren, Tupel klein, fett p, α
Matrizen groß, fett A, B
Tensoren groß, serifenlos E, F
Skalarfolgen groß, kursiv V (0...T )=(v(0), v(1), . . . , v(T ))
Vektorfolgen groß, kursiv, fett P(0...T )=(p(0), p(1), . . . , p(T ))
Mengen von Skalaren groß, kalligrafisch U = {1, 2, . . . , M}
Mengen von Tupeln groß, kalligrafisch, fett U = U1 × · · · × Um ⊆ Nq

Vektorfunktionen klein, serifenlos, fett f : Rn −→ Rn

Automatenfunktionen groß, Euler-Skript L : Nz × Nw × Nz × Nv −→ [0, 1]
Geschlossene Intervalle in eckigen Klammern [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}
Halboffene Intervalle in eckigen Klammern ]a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}
Quantisierte Werte in eckigen Klammern [u], [Y ], [[x]]
Einheiten lateinisch K, m

217



A Symbole und Symbolkonventionen

Tabelle III: Akzente, Symbole und Produkte
Symbol Konvention/Bedeutung Beispiele

· Permutierte(r) Matrix/Tensor L , L
· Multiindex yijk , y(i, jk)

·̂ Durch Tensordekomposition L̂, L̂, p̂
approximierte Größen

·̃ Größen des qualitativen Modells L̃, L̃, p̃

: Index-Operator ai:, a:j , L(:, w, :, v)
T Transponierte(r) Vektor/Matrix aT, BT, x = (x1 x2 x3)T

‖·‖F Frobeniusnorm ‖A‖F :=
√∑I

i=1
∑J

j=1 |aij |2

‖·‖1 Summennorm ‖a‖1 :=
∑I

i=1 |ai|
[[·]] Kruskal-Tensor / CP-Repräsentation [[λ; A, B, C, D]]

〈〈·〉〉 TT-Repräsentation 〈〈E, F, G, H〉〉
| Bedingung L(z̄, w | z, v), F(z̄ | z)
∀ Für alle (Allquantor) ∀ a, b ∈ R : a + b = b + a
∃ Es existiert (Existenzquantor) ∃ a ∈ R : a + 5 = 7
⊆ Teilmenge R≥0 ⊆ R
⊇ Obermenge R ⊇ R≥0

∪ Vereinigungsmenge A ∪ B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}
∩ Schnittmenge A ∩ B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}
∅ Leere Menge A={1, 2}, B ={3, 4}, A ∩ B =∅

× Kartesisches Produkt A × B = {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}
I × K-Matrix, Z ∈ RI×J×K

· Matrizenprodukt A = X · Y, X · y = a

�• Dyadisches Vektorprodukt C = x �• y, Y =
I⊙

i=1

• x(i)

⊗ Kronecker-Produkt M = A ⊗ B, y =
J⊗

j=1

z(j)

� Kontrahiertes Modus-(P |1) Produkt Z = E�F, A =
K⊙

k=1

•�• Z(k)

⊗⊕ Hadamard-Produkt M = A ⊗⊕ B, Y =
S⊗

s=1

⊕
H(s)

×̄(n) Modus-n Tensor-Vektor-Produkt U = Z ×̄(2) y

〈· | ·〉(· | ·) Kontrahiertes Tensorprodukt A = 〈X | Y〉(1,2 | 5,3)
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Tabelle IV: Abkürzungen
Abkürzung Bedeutung

ALS Alternating Least Square (Algorithmus)

CP
CANDECOMP (CANonical DECOMPosition)
PARAFAC (PARAllel Factors)

E/A Eingabe/Ausgabe, Eingang/Ausgang
HALS Hierarchical Alternating Least Square Algorithmus
MU Multiplicative Update Algorithmus

NNCP Nicht-negative CP-Dekomposition
Pr Wahrscheinlichkeit

QuaMo Qualitatives Modell
SA Stochastischer Automat
SP Stochastischer Prozess
TT Tensor-Train

Tabelle V: Lateinische Symbole
Symbol Bedeutung

A Faktormatrix der Folgezustände bei der CP-Dekomposition
A Stochastischer Automat
A Stochastischer Automat mit vektoriellen Ein-, Ausgaben

(und Zuständen)
Aa Autonomer stochastischer Automat
Aa Autonomer stochastischer Automat mit vektoriellen Zuständen
Ã Qualitatives Modell
Ã Qualitatives Modell mit komp. quantisierten Ein-, Ausgängen

(und Zuständen)

B Faktormatrix der Ausgaben/Ausgänge bei der CP-Dekomposition
B Verhaltenssignal des SA
B̃ Verhaltenssignal des QuaMỗB CP-/TT-approximiertes Verhaltenssignal des QuaMo
b Element des Verhaltenssignals des SA
b̃ Element des Verhaltenssignals des QuaMỗb Element des CP-/TT-approximierten Verhaltenssignals des QuaMo

B Verhalten des SA
Bm Verhalten des QuaMo
Bq Verhalten des quantisierten Systems

C Faktormatrix der Zustände bei der CP-Dekomposition

D Faktormatrix der Eingaben/Eingänge bei der CP-Dekomposition

E TT-Kern der Ausgaben
Ex Quantisierungsfunktion der Zustände
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Symbol Bedeutung
Eu Partitionierung des Eingangsraums
Ey Partitionierung Partition des Ausgangsraums
Ex Partitionierung des Zustandsraums

F Übergangsrelation des stochastischen Automaten
F TT-Kern der Eingaben/Eingänge
f Zustandsüberführungsfunktion eines wertkontinuierlichen Systems

G Ausgaberelation des stochastischen Automaten
G TT-Kern der Folgezustände
g Ausgabefunktion eines wertkontinuierlichen Systems

H TT-Kern der Zustände

K Hilfsmatrix für die Komposition von Submatrizen
k diskrete Zeit

L Verhaltensrelation des SA
L̃ Verhaltensrelation des QuaMo
L Submatrix des Verhaltenstensors des SA
L Submatrix des permutierten Verhaltenstensors des SA
L̂ Submatrix des CP-approximierten Verhaltenstensors des SA
L̂ Submatrix des TT-approximierten Verhaltenstensors des SA
L Verhaltenstensor des SA
L Permutierter Verhaltenstensor des SA
L̂ CP-approximierter Verhaltenstensor des SA
L̂ TT-approximierter Verhaltenstensor des SA
L̃ Verhaltenstensor des QuaMo
L̃ Permutierter Verhaltenstensor des QuaMỗL CP-approximierter Verhaltenstensor des QuaMỗL TT-approximierter Verhaltenstensor des QuaMo
l Element des Verhaltenstensors des SA
l Element des permutierten Verhaltenstensors des Sa
l̂ Element des CP-approximierten Verhaltenstensors des SA
l̂ Element des TT-approximierten Verhaltenstensors des SA

M Anzahl der Eingabe-/Eingangswerte des SA/SP/QuaMo
m Anzahl der physikalischen Eingangsgrößen

N Anzahl der Zustandswerte des SA/SP/QuaMo
n Anzahl der physikalischen Zustandsgrößen

p Wahrscheinlichkeitsvektor
pv Wahrscheinlichkeitsvektor der Eingaben des SA
pw Wahrscheinlichkeitsvektor der Ausgaben des SA
pz Wahrscheinlichkeitsvektor der Zustände des SA
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Symbol Bedeutung
p̃v Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Eingänge
p̃w Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Ausgänge
p̃z Wahrscheinlichkeitsvektor der qualitativen Zustände
Pv Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren der Eingaben des SA
Pw Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren der Ausgaben des SA
Pz Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren der Zustände des SA
P̃v Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Eingänge
P̃w Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Ausgänge
P̃z Folge von Wahrscheinlichkeitsvektoren qualitativer Zustände
Pr Wahrscheinlichkeit

Q Anzahl der Ausgabe-/Ausgangswerte des SA/SP/QuaMo
q Anzahl der physikalischen Ausgangsgrößen

R Rang der CP-Dekomposition

t kontinuierliche Zeit
T Zeithorizont
Ta Abtastzeit
Tb Beobachterzeitschrittdauer

u Eingangsvektor, Eingangsgröße, Eingang
[u] Quantisierter Eingangsvektor
[[u]] Komponentenweise quantisierter Eingangsvektor
U Folge von Eingangsvektoren

[U ] Folge quantisierter Eingangsvektoren
[[U ]] Folge komponentenweise quantisierter Eingangsvektoren
U Menge qualitativer Eingänge, Qualitativer Eingangsraum
U Menge qualitativer Eingangsvektoren/-tupel

v Eingabe des SA/SP, qualitativer Eingang
v Eingabevektor/-tupel des SA/SP, qualitativer Eingangsvektor/-tupel
V Eingabefolge des SA/SP, Zufallsvariable der Eingabe des SA/SP
V Folge von Eingabevektoren des SA/SP
V Menge der Eingaben des SA/SP
V Menge von Eingabevektoren/-tupeln des SA/SP

w Ausgabe des SA/SP, qualitativer Ausgang
w Ausgabevektor/-tupel des SA/SP, qualitativer Ausgangsvektor/-tupel
W Ausgabefolge des SA/SP, Zufallsvariable der Ausgabe des SA/SP
W Folge von Ausgabevektoren des SA/SP
W Menge der Ausgaben des SA/SP
W Menge von Ausgabevektoren/-tupeln des SA/SP

x Zustandsvektor, Zustandsgröße, Zustand
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A Symbole und Symbolkonventionen

Symbol Bedeutung
[x] Quantisierter Zustandsvektor
[[x]] Komponentenweise quantisierter Zustandsvektor
X Folge von Zustandsvektoren

[X] Folge quantisierter Zustandsvektoren
[[X]] Folge komponentenweise quantisierter Zustandsvektoren
X Menge qualitativer Zustände, Qualitativer Zustandsraum
X Menge qualitativer Zustandsvektoren/-tupel

y Ausgangsvektor, Ausgangsgröße, Ausgang
[y] Quantisierter Ausgangsvektor
[[y]] Komponentenweise quantisierter Ausgangsvektor
Y Folge von Ausgangsvektoren

[Y ] Folge quantisierter Ausgangsvektoren
[[Y ]] Folge komponentenweise quantisierter Ausgangsvektoren
Y Menge der qualitativen Ausgänge, Qualitativer Ausgangsraum
Y Menge qualitativer Ausgangsvektoren/-tupel

z Zustand des SA/SP, qualitativer Zustand
z Zustandsvektor/-tupel des SA/SP, qualitativer Zustandsvektor/-tupel
z̄ Folgezustand des SA/SP, qualitativer Folgezustand
z̄ Folgezustandsvektor/-tupel des SA/SP, qual. Folgezustandsvektor/-tupel
Z Zustandsfolge des SA/SP, Zufallsvariable des Zustands des SA/SP
Z Folge von Zustandsvektoren des SA/SP
Z Menge der Zustände des SA/SP
Z Menge von Zustandsvektoren/-tupeln des SA/SP

Tabelle VI: Griechische Symbole
Symbol Bedeutung

α Hilfsvektor
β Hilfsvektor
γ Anzahl (zu speichernder) Werte des Verhaltenstensor

γCP Anzahl (zu speichernder) Werte der CP-Dekomposition
γTT Anzahl (zu speichernder) Werte der TT-Dekomposition

ε Approximationsgenauigkeit der-TT Dekomposition
Θ Tupel qualitativer Größen
λ Gewichtungsvektor der CP-Dekomposition

ξCP Reduktionsfaktor der CP-Dekomposition
ξTT Reduktionsfaktor der TT-Dekomposition
ρ Hilfsvektor
τ Schwellwert für die Fehlererkennung
φ Fenster des gleitenden Mittelwerts
Ψ Hilfsvektor
Ω Hilfsvektor
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B
Beweise

B.1 Beweis der Proposition 7.1
Es sei L ∈ [0, 1]N×Q×N×M der Verhaltenstensor mit den Elementen l(i, j, s, t), wobei die Folgezustände
und Zustände Werte in i ∈ {1, . . . , N} und s ∈ {1, . . . , N} annehmen können, während für die Werte
der Ausgaben j ∈ {1, . . . , Q} und die der Eingaben t ∈ {1, . . . , M} gilt. Außerdem sei pz(k) ∈ [0, 1]N
der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit den Komponenten pz(k, s), pv(k) ∈ {0, 1}M der Einga-
bewahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pv(k, t) und pw(k) ∈ {0, 1}Q der Ausgabewahrschein-
lichkeitsvektor mit Komponenten pw(k, j).

Beweis: Es ist 〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉 ∈ [0, 1]N (B.1)

=
〈

L
⏐⏐(

pw(k) �• pz(k) �• pv(k)
)〉

=
〈

L
⏐⏐U(k)

〉
.

Der aus den dyadischen Produkten der Vektoren pw(k) ∈ {0, 1}Q, pz(k) ∈ [0, 1]N und pv(k) ∈ {0, 1}M

resultierende Produkttensor U(k) ist dementsprechend ein Tensor der Größe Q × N × M mit Ele-
menten

u(j, s, t)(k) = pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t) ∀ j, s, t .

Das kontrahierte Tensorprodukt aus dem Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]N×Q×N×M und dem Produkt-
tensor U(k) ∈ [0, 1]Q×N×M ergibt nach Definition 6.15 einen Vektor der Länge N .

Elementweise notiert erhält man damit〈
L
⏐⏐U(k)

〉

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(1, j, s, t) · u(j, s, t)(k)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(2, j, s, t) · u(j, s, t)(k)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(N, j, s, t) · u(j, s, t)(k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(1, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(2, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(N, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N . (B.2)
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B Beweise

Sind nun die Verteilungen der Eingabe- und Ausgabevektoren so, dass diese nur an der v(k)-ten
und w(k)-ten Position den Wert eins annehmen, also

pv(k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

pv(k, 1)
...

pv(k, v(k))
...

pv(k, M)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ {0, 1}M , pw(k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

pw(k, 1)
...

pw(k, w(k))
...

pw(k, Q)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ {0, 1}Q ,

dann gilt für das in (B.2) auftretende Produkt

pw(k, j) · pv(k, t) =

{
1 für j = w(k) und t = v(k) ,

0 sonst .

Damit entfällt in Gleichung (B.2) die Summation über die Indizes j und t und die Tensorelemen-
te l(i, j, s, t) können direkt mit w(k) und v(k) indiziert werden. Damit erhält man⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(1, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(2, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)
...∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(N, j, s, t) · pw(k, j) · pz(k, s) · pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 l(1, w(k), s, v(k)) · pz(k, s)∑N
s=1 l(2, w(k), s, v(k)) · pz(k, s)

...∑N
s=1 l(N, w(k), s, v(k)) · pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
l(1, w(k), 1, v(k)) l(1, w(k), 2, v(k)) . . . l(1, w(k), N, v(k))
l(2, w(k), 1, v(k)) l(2, w(k), 2, v(k)) . . . l(2, w(k), N, v(k))

...
... . . . ...

l(N, w(k), 1, v(k)) l(N, w(k), 2, v(k)) . . . l(N, w(k), N, v(k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · pz(k)

= L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k) ∈ [0, 1]N .

B.2 Beweis der Proposition 9.1
Es sei L ∈ [0, 1]N×Q×N×M der Verhaltenstensor mit Elementen l(i, j, s, t), wobei die Folgezustände
Werte in i ∈ {1, . . . , N} und die Zustände Werte in s ∈ {1, . . . , N} annehmen können, während für
die Werte der Ausgaben j ∈ {1, . . . , Q} und die der Eingaben t ∈ {1, . . . , M} gilt. Für eine exakte
CP-Dekomposition gilt dann nach Definition 8.6

L =
[[

λ; A, B, C, D
]]

=
R∑

r=1
λr a:r �• b:r �• c:r �• d:r ,

mit der elementweisen Notation
l(i, j, s, t) =

R∑
r=1

λr air bjr csr dtr .

Dabei sind A ∈ RN×R
≥0 , B ∈ RQ×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0 die Faktormatrizen und λ ∈ RR
≥0 der

Gewichtungsvektor. Damit kann die Proposition 9.1 wie folgt bewiesen werden:
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B.2 Beweis der Proposition 9.1

Beweis: Es ist

α(k) = λ ⊗⊕ (
b(j(k), :) ⊗⊕ d(t(k), :)

)T

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

λ2
...

λR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
bj(k)1 dt(k)1

bj(k)2 dt(k)1
...

bj(k)R dt(k)1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 bj(k)1 dt(k)1

λ2 bj(k)2 dt(k)2
...

λR bj(k)R dt(k)R

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Dann ist

[[
α(k); A, C

]]
=

R∑
r=1

αr(k) a:r �• c:r

=
R∑

r=1
αr(k)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a1r

a2r

...
aNr

⎞⎟⎟⎟⎟⎠�•

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c1r

c2r

...
cNr

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=
R∑

r=1
αr(k)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a1rc1r a1rc2r · · · a1rcNr

a2rc1r a2rc2r · · · a2rcNr

...
... . . . ...

aNrc1r aNrc2r · · · aNrcNr

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑R

r=1 αr(k)a1rc1r
∑R

r=1 αr(k)a1rc2r · · · ∑R
r=1 αr(k)a1rcNr∑R

r=1 αr(k)a2rc1r
∑R

r=1 αr(k)a2rc2r · · · ∑R
r=1 αr(k)a2rcNr

...
... . . . ...∑R

r=1 αr(k)aNrc1r
∑R

r=1 αr(k)aNrc2r · · ·∑R
r=1 αr(k)aNrcNr

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

R∑
r=1

λra1rbj(k)rc1rdt(k)r

R∑
r=1

λra1rbj(k)rc2rdt(k)r · · ·
R∑

r=1
λra1rbj(k)rcNrdt(k)r

R∑
r=1

λra2rbj(k)rc1rdt(k)r

R∑
r=1

λra2rbj(k)rc2rdt(k)r · · ·
R∑

r=1
λra2rbj(k)rcNrdt(k)r

...
... . . . ...

R∑
r=1

λraNrbj(k)rc1rdt(k)r

R∑
r=1

λraNrbj(k)rc2rdt(k)r· · ·
R∑

r=1
λraNrbj(k)rcNrdt(k)r︸ ︷︷ ︸

= l(N,j(k),N,t(k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
l(1, j(k), 1, t(k)) l(1, j(k), 2, t(k)) · · · l(1, j(k), N, t(k))
l(2, j(k), 1, t(k)) l(2, j(k), 2, t(k)) · · · l(2, j(k), N, t(k))

...
... . . . ...

l(N, j(k), 1, t(k)) l(N, j(k), 2, t(k)) · · · l(N, j(k), N, t(k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
= L(:, j(k), :, t(k)) ∈ [0, 1]N×N .
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B Beweise

B.3 Beweis der Proposition 9.2
Es sei L ∈ [0, 1]N×Q×N×M der Verhaltenstensor mit Elementen l(i, j, s, t), wobei die Folgezustände
Werte in i ∈ {1, . . . , N} und die Zustände Werte in s ∈ {1, . . . , N} annehmen können, während
für die Werte der Ausgaben j ∈ {1, . . . , Q} und die der Eingaben t ∈ {1, . . . , M} gilt. Außerdem
sei pz(k) ∈ [0, 1]N der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pz(k, s), pv(k) ∈ [0, 1]M
der Eingabewahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pv(k, t) und pw(k) ∈ [0, 1]Q der Ausgabe-
wahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pw(k, j). Für eine exakte CP-Dekomposition gilt dann
nach Definition 8.6

L =
[[

λ; A, B, C, D
]]

=
R∑

r=1
λr a:r �• b:r �• c:r �• d:r

mit der elementweisen Notation

l(i, j, s, t) =
R∑

r=1
λr air bjr csr dtr .

Dabei sind A ∈ RN×R
≥0 , B ∈ RQ×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , D ∈ RM×R

≥0 die Faktormatrizen
und λ ∈ RR

≥0 der Gewichtungsvektor. Damit kann die Proposition 9.1 wie folgt bewiesen werden:
Beweis: Es ist

A ·
(

λ ⊗⊕
(

BT · pw(k)
)

⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
(

DT · pv(k)
))

= A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2
...

λR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

b11 b21 · · · bQ1

b12 b22 · · · bQ2
...

... . . . ...
b1R b2R · · · bQR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
pw(k, 1)
pw(k, 2)

...
pw(k, Q)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c21 · · · cN1

c12 c22 · · · cN2
...

... . . . ...
c1R c2R · · · cNR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
pz(k, 1)
pz(k, 2)

...
pz(k, N)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

d11 d21 · · · dM1

d12 d22 · · · dM2
...

... . . . ...
d1R d2R · · · dMR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
pv(k, 1)
pv(k, 2)

...
pv(k, M)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

= A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2
...

λR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1 bj1 pw(k, j)∑Q
j=1 bj2 pw(k, j)

...∑Q
j=1 bjR pw(k, j)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 cs1 pz(k, s)∑N
s=1 cs2 pz(k, s)

...∑N
s=1 csR pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑M

t=1 dt1 pv(k, t)∑M
t=1 dt2 pv(k, t)

...∑M
t=1 dtR pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

= A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 λ1 bj1 cs1 dt1 pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 λ2 bj2 cs2 dt2 pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 λR bjR csR dtR pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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B.4 Beweis der Proposition 9.3

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 · · · a1R

a21 a22 · · · a2R

...
... . . . ...

aN1 aN2 · · ·aNR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 λ1 bj1 cs1 dt1 pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 λ2 bj2 cs2 dt2 pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 λR bjR csR dtR pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1
∑R

r=1 λr a1r bjr csr dtr pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1

∑R
r=1 λr a2r bjr csr dtr pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1

∑R
r=1 λraNr bjr csr dtr︸ ︷︷ ︸

= l(N, j, s, t)

pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(1, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(2, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(N, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N . (B.3)

Der Ausdruck (B.3) entspricht der elementweisen Notation (B.2) des kontrahierten Tensorprodukts
(B.1) im Beweis B.1. Aus der Gleichheit zwischen (B.1) und (B.2) im Beweis B.1 folgt damit unmit-
telbar ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∑Q
j=1

∑N
s=1

∑M
t=1 l(1, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(2, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)
...∑Q

j=1
∑N

s=1
∑M

t=1 l(N, j, s, t) pw(k, j) pz(k, s) pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

〈
L
⏐⏐ �

pw(k), pz(k), pv(k)
�〉 ∈ [0, 1]N .

B.4 Beweis der Proposition 9.3
Es sei L ∈ [0, 1]Q×M×N×N der permutierte Verhaltenstensor mit Elementen l(j, t, i, s), wobei die
Folgezustände und Zustände Werte in i ∈ {1, . . . , N} und s ∈ {1, . . . , N} annehmen können, wäh-
rend für die Werte der Ausgaben j ∈ {1, . . . , Q} und die der Eingaben t ∈ {1, . . . , M} gilt. Außerdem
sei pz(k) ∈ [0, 1]N der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pz(k, s), pv(k) ∈ {0, 1}M

der Eingabewahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pv(k, t) und pw(k) ∈ {0, 1}Q der Ausgabe-
wahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pw(k, j).
Beweis: Es ist 〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)
(B.4)

=
〈

L
⏐⏐(

pw(k) �• pv(k) �• pz(k)
)〉

(1,2,4|1,2,3)

=
〈

L
⏐⏐U(k)

〉
(1,2,4|1,2,3)

Der aus den dyadischen Produkten der Vektoren pw(k) ∈ {0, 1}Q, pv(k) ∈ {0, 1}M und pz(k) ∈ [0, 1]N
resultierende Produkttensor U(k) ist dementsprechend ein Tensor der Größe Q × M × N mit Ele-
menten

u(j, t, s)(k) = pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s) ∀ j, t, s .
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Das kontrahierte Tensorprodukt aus dem Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]Q×M×N×N und dem Produktten-
sor U(k) ∈ [0, 1]Q×M×N ergibt nach Definition 6.15 wieder einen Vektor der Länge N . Elementweise
notiert erhält man damit

〈
L
⏐⏐U(k)

〉
(1,2,4|1,2,3)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, 1, s) · u(j, t, s)(k)∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, 2, s) · u(j, t, s)(k)

...∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, N, s) · u(j, t, s)(k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, 1, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, 2, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)

...∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, N, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N .

(B.5)

Sind nun die Verteilungen der Eingabe- und Ausgabevektoren so, dass diese nur an der v(k)-ten
und w(k)-ten Position den Wert eins annehmen, also

pv(k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

pv(k, 1)
...

pv(k, v(k))
...

pv(k, M)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}M , pw(k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

pw(k, 1)
...

pw(k, w(k))
...

pw(k, Q)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}Q ,

dann gilt für das in (B.5) auftretende Produkt

pw(k, j) · pv(k, t) =

{
1 für j = w(k) und t = v(k) ,

0 sonst .

Damit entfällt in Gleichung (B.5) die Summation über die Indizes j und t und die Tensorelemen-
te l(j, t, i, s) können direkt mit w(k) und v(k) indiziert werden. Damit erhält man⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, 1, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, 2, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)
...∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, N, s) · pw(k, j) · pv(k, t) · pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 l(w(k), v(k), 1, s) · pz(k, s)∑N
s=1 l(w(k), v(k), 2, s) · pz(k, s)

...∑N
s=1 l(w(k), v(k), N, s) · pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
l(w(k), v(k), 1, 1) l(w(k), v(k), 1, 2) . . . l(w(k), v(k), 1, N)
l(w(k), v(k), 2, 1) l(w(k), v(k), 2, 2) . . . l(w(k), v(k), 2, N)

...
... . . . ...

l(w(k), v(k), N, 1) l(w(k), v(k), N, 2) . . . l(w(k), v(k), N, N)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · pz(k)

= L(w(k), v(k), :, :) · pz(k) ∈ [0, 1]N .
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B.5 Beweis der Proposition 9.4
Es sei L ∈ [0, 1]Q×M×N×N der permutierte Verhaltenstensor mit Elementen l(j, t, i, s), wobei die Fol-
gezustände und Zustände Werte in i ∈ {1, . . . , N} und s ∈ {1, . . . , N} annehmen können, während
für die Werte der Ausgaben j ∈ {1, . . . , Q} und die der Eingaben t ∈ {1, . . . , M} gilt. Außerdem
sei pz(k) ∈ [0, 1]N der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pz(k, s), pv(k) ∈ [0, 1]M
der Eingabewahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pv(k, t) und pw(k) ∈ [0, 1]Q der Ausgabe-
wahrscheinlichkeitsvektor mit Komponenten pw(k, j).
Für eine exakte TT Dekomposition gilt dann nach Definition 8.11

L = E�F�G�H

mit der elementweisen Notation

l(j, t, i, s) =
R1∑

r1=1

R2∑
r2=1

R3∑
r3=1

e1jr1 fr1tr2 gr2ir3 hr3s1 .

Dabei sind E ∈ R1×Q×R1 , F ∈ RR1×M×R2 , G ∈ RR2×N×R3 und H ∈ RR3×N×1 die TT-Kerne.
Beweis: Es ist(

E ×̄(2) pw(k)
)

=
(∑Q

j=1 e1j1 pw(k, j)
∑Q

j=1 e1j2 pw(k, j) · · ·∑Q
j=1 e1jR1 pw(k, j)

)
∈ R1×R1 ,

(
F ×̄(2) pv(k)

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑M

t=1 f1t1 pv(k, t)
∑M

t=1 f1t2 pv(k, t) · · · ∑M
t=1 f1tR2 pv(k, t)∑M

t=1 f2t1 pv(k, t)
∑M

t=1 f2t2 pv(k, t) · · · ∑M
t=1 f2tR2 pv(k, t)

...
... . . . ...∑M

t=1 fR1t1 pv(k, t)
∑M

t=1 fR1t2 pv(k, t) · · · ∑M
t=1 fR1tR2 pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ RR1×R2 ,

(
H ×̄(2) pz(k)

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 h1s1 pz(k, s)∑N
s=1 h2s1 pz(k, s)

...∑N
s=1 hR3s1 pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ RR3×1 .

Dann ist(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
=

(∑Q
j=1 e1j1 pw(k, j)

∑Q
j=1 e1j2 pw(k, j) · · ·∑Q

j=1 e1jR1 pw(k, j)
)

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑M

t=1 f1t1 pv(k, t)
∑M

t=1 f1t2 pv(k, t)· · · ∑M
t=1 f1tR2 pv(k, t)∑M

t=1 f2t1 pv(k, t)
∑M

t=1 f2t2 pv(k, t)· · · ∑M
t=1 f2tR2 pv(k, t)

...
... . . . ...∑M

t=1fR1t1pv(k, t)
∑M

t=1fR1t2pv(k, t)· · · ∑M
t=1fR1tR2pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑M

t=1
∑R1

r1=1 e1jr1 fr1t1 pw(k, j)pv(k, t)∑Q
j=1

∑M
t=1

∑R1
r1=1 e1jr1 fr1t2 pw(k, j)pv(k, t)

...∑Q
j=1

∑M
t=1

∑R1
r1=1 e1jr1 fr1tR2pw(k, j)pv(k, t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
T

∈ R1×R2 . (B.6)

Die in (B.6) auftretenden Summen und Produkte werden mit Σ :=
∑Q

j=1
∑M

t=1
∑R1

r1=1
und P̄ :=pw(k, j)pv(k, t) abgekürzt.
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Dann ist(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr211P̄ Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr212P̄ · · · Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr21R3 P̄

Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr221P̄ Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr222P̄ · · · Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr22R3 P̄
...

...
. . .

...
Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2N1P̄ Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2N2P̄ · · · Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2NR3 P̄

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ R1×N×R3 .

Setzt man nun alle Terme zusammen, erhält man(
E ×̄(2) pw(k)

)
�

(
F ×̄(2) pv(k)

)
�G�

(
H ×̄(2) pz(k)

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr211P̄ Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr212P̄ · · · Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr21R3 P̄

Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr221P̄ Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr222P̄ · · · Σ
∑R2

r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr22R3 P̄
...

...
. . .

...
Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2N1P̄ Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2N2P̄ · · · Σ

∑R2
r2=1 e1jr1 fr1tr2 gr2NR3 P̄

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∑N
s=1 h1s1 pz(k, s)∑N
s=1 h2s1 pz(k, s)

...∑N
s=1 hR3s1 pz(k, s)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Σ
∑N

s=1
∑R2

r2=1
∑R3

r3=1 e1jr1 fr1tr2 gr21r3 hr3s1 pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

Σ
∑N

s=1
∑R2

r2=1
∑R3

r3=1 e1jr1 fr1tr2 gr22r3 hr3s1 pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)
...

Σ
∑N

s=1
∑R2

r2=1
∑R3

r3=1 e1jr1 fr1tr2 gr2Nr3 hr3s1 pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q∑
j=1

M∑
t=1

N∑
s=1

R1∑
r1=1

R2∑
r2=1

R3∑
r3=1

e1jr1 fr1tr2 gr21r3 hr3s1 pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

Q∑
j=1

M∑
t=1

N∑
s=1

R1∑
r1=1

R2∑
r2=1

R3∑
r3=1

e1jr1 fr1tr2 gr22r3 hr3s1 pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

...
Q∑

j=1

M∑
t=1

N∑
s=1

R1∑
r1=1

R2∑
r2=1

R3∑
r3=1

e1jr1 fr1tr2 gr2Nr3 hr3s1

︸ ︷︷ ︸
= l(j, t, N, s)

pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ [0, 1]1×N×1

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, 1, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, 2, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

...∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, N, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]1×N×1 . (B.7)

Der Ausdruck (B.7) kann als Spaltenvektor der Länge N interpretiert werden und entspricht der ele-
mentweisen Notation (B.5) des kontrahierten Tensorprodukts (B.4) im Beweis B.4. Aus der Gleichheit
zwischen (B.4) und (B.5) im Beweis B.4 folgt damit unmittelbar⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑Q
j=1

∑M
t=1

∑N
s=1 l(j, t, 1, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, 2, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)
...∑Q

j=1
∑M

t=1
∑N

s=1 l(j, t, N, s) pw(k, j) pv(k, t) pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ [0, 1]N

=
〈

L
⏐⏐ �

pw(k), pv(k), pz(k)
�〉

(1,2,4|1,2,3)
∈ [0, 1]N .
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B.6 Beweis der Proposition 10.1
Gegeben sei der Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm mit den Element-
en l(i, j1, j2, . . . , jq, s, t1, t2, . . . , tm), wobei die Folgezustände und Zustände Werte in i ∈ {1, 2 . . . , N}
und s ∈ {1, 2 . . . , N} annehmen können, während für die Werte der Ausgaben je ∈ {1, 2 . . . , Qe},
für e = 1, 2 . . . , q und für die Werte der Eingaben th ∈ {1, 2 . . . , Mh} für h = 1, . . . , m gilt. Au-
ßerdem sei pz(k) ∈ [0, 1]N der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit den Komponenten pz(k, s)
während die Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren p(h)

v (k) ∈ {0, 1}Mh mit den Komponenten p(h)
v (k, th)

für h = 1, . . . , m und die Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren p(e)
w (k) ∈ {0, 1}Qe mit Komponen-

ten p(e)
w (k, je) für e = 1, 2 . . . , q gegeben sind.

Beweis: Es ist 〈
L
⏐⏐ �

p(1)
w (k), . . . , p(q)

w (k), pz(k), p(1)
v (k), . . . , p(m)

v (k)
�〉 ∈ [0, 1]N (B.8)

=
〈

L
⏐⏐(

p(1)
w (k) �• · · · �• p(q)

w (k) �• pz(k) �• p(1)
v (k) �• · · · �• p(m)

v (k)
)〉

(B.9)

=
〈

L
⏐⏐U(k)

〉
Der aus den dyadischen Produkten in (B.9) resultierende Produkttensor U(k), ist ein Tensor der
Größe Q1 × · · · × Qq × N × M1 × · · · × Mm mit Elementen

u(j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)(k) = p(1)
w (k, j1) · · · p(q)

w (k, jq) pz(k, s) p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm) .

Das kontrahierte Tensorprodukt des Verhaltenstensors L ∈ [0, 1]N×Q1×···×Qq×N×M1×···×Mm und des
Tensors U(k) ∈ [0, 1]Q1×···×Qq×N×M1×···×Mm ergibt nach Definition 6.15 einen Vektor der Länge N .
Elementweise notiert erhält man damit〈

L
⏐⏐U(k)

〉

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(1, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) u(j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)(k)

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(2, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) u(j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)(k)

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) u(j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)(k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(1, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(2, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ [0, 1]N , (B.10)

wobei in (B.10) die Abkürzung

P̄ := p(1)
w (k, j1) · · · p(q)

w (k, jq) pz(k, s) p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm)
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verwendet wurde. Sind nun die Verteilungen der Ausgabe- und Eingabevektoren so, dass diese für
e = 1, . . . , q und h = 1, . . . , m nur an der we(k)-ten und vh(k)-ten Position den Wert eins annehmen,
also

p(e)
w (k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p
(e)
w (k, 1)

...
p

(e)
v (k, we(k))

...
p

(e)
v (k, Qe)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}Qe , p(h)

v (k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p
(h)
v (k, 1)

...
p

(h)
v (k, vh(k))

...
p

(h)
v (k, Mh)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}Mh ,

dann gilt für das in (B.10) auftretende Produkt

p(1)
w (k, j1) · · · p(q)

w (k, jq)p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 für j1 = w1(k),..., jq = wq(k) und

t1 = v1(k),..., tm = vm(k) ,

0 sonst .

(B.11)

Damit entfällt in (B.10) das Produkt (B.11) und die Summation über die Indizes j1, . . . , jq

und t1, . . . , tm, womit die Tensorelemente l(i, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) mit w1(k), . . . , wq(k)
und v1(k), . . . , vm(k) indiziert werden können.

Damit erhält man⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(1, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(2, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ [0, 1]N

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 l(1, w1(k), . . . , wq(k), s, v1(k), . . . , vm(k)) pz(k, s)∑N
s=1 l(2, w1(k), . . . , wq(k), s, v1(k), . . . , vm(k)) pz(k, s)

...∑N
s=1 l(N, w1(k), . . . , wq(k), s, v1(k), . . . , vm(k)) pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
l(1,w1(k),...,wq(k),1,v1(k),...,vm(k)) ... l(1,w1(k),...,wq(k),N,v1(k),...,vm(k))
l(2,w1(k),...,wq(k),1,v1(k),...,vm(k)) ... l(2,w1(k),...,wq(k),N,v1(k),...,vm(k))

... . . . ...
l(N,w1(k),...,wq(k),1,v1(k),...,vm(k))...l(N,w1(k),...,wq(k),N,v1(k),...,vm(k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · pz(k)

= L(:, w1(k), . . . , wq(k), :, v1(k), . . . , vm(k)) · pz(k)
= L(:, w(k), :, v(k)) · pz(k) ∈ [0, 1]N .

B.7 Beweis der Proposition 10.2
Gegeben sei der Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]N×Q1×Q2×···×Qq×N×M1×M2×···×Mm mit den Element-
en l(i, j1, j2, . . . , jq, s, t1, t2, . . . , tm), wobei die Folgezustände und Zustände Werte in i ∈ {1, 2 . . . , N}
und s ∈ {1, 2 . . . , N} annehmen können, während für die Werte der Ausgaben je ∈ {1, 2 . . . , Qe},
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B.7 Beweis der Proposition 10.2

für e = 1, 2 . . . , q und für die Werte der Eingaben th ∈ {1, 2 . . . , Mh} für h = 1, . . . , m gilt. Au-
ßerdem sei pz(k) ∈ [0, 1]N der Zustandswahrscheinlichkeitsvektor mit den Komponenten pz(k, s)
während die Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren p(h)

v (k) ∈ [0, 1]Mh mit den Komponenten p(h)
v (k, th)

für h = 1, . . . , m und die Ausgabewahrscheinlichkeitsvektoren p(e)
w (k) ∈ [0, 1]Qe mit Komponen-

ten p(e)
w (k, je) für e = 1, 2 . . . , q gegeben sind. Für eine exakte CP-Dekomposition gilt nun

L =
�
λ; A, B1, B2, . . . , Bq, C, D1, D2, . . . , Dm

�

=
R∑

r=1
λr a:r �• b(1)

:r �• · · · �• b(q)
:r �• c:r �• d(1)

:r �• · · · �• d(m)
:r ,

mit der elementweisen Notation

l(i, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm) =
R∑

r=1
λr air b

(1)
j1r · · · b

(q)
jqr csr d

(1)
t1r · · · d

(m)
tmr .

Dabei sind A ∈ RN×R
≥0 , Be ∈ RQe×R

≥0 , C ∈ RN×R
≥0 , Dh ∈ RMh×R

≥0 die Faktormatrizen
und λ ∈ RR

≥0 der Gewichtungsvektor.
Beweis: Für den Ausdruck

A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

e=1

⊕
BT

e · p(e)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

h=1

⊕
DT

h · p(h)
v (k)

))
,

kann man Schrittweise zeigen:

CT · pz(k) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
c11 c21 · · · cN1

c12 c12 · · · cN2
...

... . . . ...
c1R c2R · · · cNR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
pz(k, 1)
pz(k, 2)

...
pz(k, N)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 cs1 pz(k, s)∑N
s=1 cs2 pz(k, s)

...∑N
s=1 csR pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

q⊗
e=1

⊕
BT

e · p(e)
w (k) =

q⊗
e=1

⊕
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

b
(e)
11 b

(e)
21 · · · b

(e)
Qe1

b
(e)
12 b

(e)
12 · · · b

(e)
Qe2

...
... . . . ...

b
(e)
1R b

(e)
2R · · · b

(e)
QeR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
p(e)

w (k, 1)
p(e)

w (k, 2)
...

p(e)
w (k, Qe)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=
q⊗

e=1

⊕
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∑Qe

je=1 b
(e)
je1 p(e)

w (k, je)∑Qe

je=1 b
(e)
je2 p(e)

w (k, je)
...∑Qe

je=1 b
(e)
jeR p(e)

w (k, je)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (B.12)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q1

j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j11 · · · b

(q)
jq1 p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)∑Q1

j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j12 · · · b

(q)
jq2 p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)

...∑Q1
j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j1R · · · b

(q)
jqR p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

m⊗
h=1

⊕
DT

h · p(h)
v (k) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑M1

t1=1 · · ·∑Mm
tm=1 d

(1)
t11 · · · d

(m)
tm1 p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)∑M1

t1=1 · · ·∑Mm
tm=1 d

(1)
t12 · · · d

(m)
tm2 p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)

...∑M1
t1=1 · · ·∑Mm

tm=1 d
(1)
t1R · · · d

(m)
tmR p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (B.13)
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B Beweise

Somit erhält man

A ·
(

λ ⊗⊕
( q⊗

e=1

⊕
BT

e · p(e)
w (k)

)
⊗⊕
(

CT · pz(k)
)

⊗⊕
( m⊗

h=1

⊕
DT

h · p(h)
v (k)

))

= A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

λ1

λ2
...

λR

⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑Q1

j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j11 · · · b

(q)
jq1 p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)∑Q1

j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j12 · · · b

(q)
jq2 p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)

...∑Q1
j1=1 · · ·∑Qq

jq=1 b
(1)
j1R · · · b

(q)
jqR p(1)

w (k, j1) · · · p(q)
w (k, jq)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑N

s=1 cs1 pz(k, s)∑N
s=1 cs2 pz(k, s)

...∑N
s=1 csR pz(k, s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑M1

t1=1 · · ·∑Mm
tm=1 d

(1)
t11 · · · d

(m)
tm1 p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)∑M1

t1=1 · · ·∑Mm
tm=1 d

(1)
t12 · · · d

(m)
tm2 p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)

...∑M1
t1=1 · · ·∑Mm

tm=1 d
(1)
t1R · · · d

(m)
tmR p(1)

v (k, t1) · · · p(m)
v (k, tm)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

= A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

λ1 b
(1)
j11 · · · b

(q)
jq1 cs1 d

(1)
t11 · · · d

(m)
tm1 P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

λ2 b
(1)
j12 · · · b

(q)
jq2 cs2 d

(1)
t12 · · · d

(m)
tm2 P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

λR b
(1)
j1R · · · b

(q)
jqR csR d

(1)
t1R · · · d

(m)
tmR P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

λr a1r · · · b
(1)
j1r · · · b

(q)
jqr csr d

(1)
t1r · · · d

(m)
tmr P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

λr a2r · · · b
(1)
j1r · · · b

(q)
jqr csr d

(1)
t1r · · · d

(m)
tmr P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

λr aNr · · · b
(1)
j1r · · · b

(q)
jqr csr d

(1)
t1r · · · d

(m)
tmr︸ ︷︷ ︸

= l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)

P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(1, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(2, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ [0, 1]N , (B.14)
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B.8 Beweis der Proposition 10.3

wobei P̄ := p(1)
w (k, j1)· · · p(q)

w (k, jq)pz(k, s)p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm) gilt. Der Vektor (B.14) entspricht
dabei der elementweisen Notation des kontrahierten Tensorprodukts (B.8) im Beweis B.6. Aus der
Gleichheit zwischen (B.8) und (B.10) im Beweis B.6 folgt somit unmittelbar⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(1, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(2, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

...
Q1,...,Qq∑
j1,...,jq=1

N∑
s=1

M1,...,Mm∑
t1,...,tm=1

R∑
r=1

l(N, j1, . . . , jq, s, t1, . . . , tm)P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ [0, 1]N

=
〈

L
⏐⏐ �

p(1)
w (k), . . . , p(q)

w (k), pz(k), p(1)
v (k), . . . , p(m)

v (k)
�〉 ∈ [0, 1]N .

B.8 Beweis der Proposition 10.3
Gegeben sei der Verhaltenstensor L ∈ [0, 1]N1×N2×···×Nn×N1×N2×···×Nn mit den Element-
en l(i1, i2, . . . , in, s1, s2, . . . , sn) mit ig ∈ {1, . . . , Ng} für g = 1, . . . , n und su ∈ {1, . . . , Nu} für
u = 1, . . . , n. Außerdem sei

L = �A1, A2, . . . , An, C1, C2, . . . , Cn�
die exakte CP-Dekomposition des Verhaltenstensors mit den Faktormatrizen Ag ∈ RNg×R

≥0

und Cu ∈ RNu×R
≥0 , sodass

l(i1, i2, . . . , in, s1, s2, . . . , sn) =
R∑

r=1
λr a

(1)
i1r a

(2)
i2r · · · a

(n)
inr c(1)

s1r c(2)
s2r · · · c(n)

snr

gilt. Außerdem seien p(u)
z (k) ∈ [0, 1]Nu die Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren zur Zeit k mit den

Komponenten p
(u)
z (k, su) für u = 1, . . . , n. Gezeigt werden soll, dass

p(g)
z (k + 1) = Ag ·

⎛⎝λ ⊗⊕
⎛⎝ n⊗

α 	=g

⊕ Nα∑
xα=1

(a(α)
xα:)T

⎞⎠⊗⊕
(

n⊗
u=1

⊕
CT

u · p(u)
z (k)

)⎞⎠
zum gleichen Ergebnis führt wie Gleichung (10.56).
Beweis: Es ist

λ ⊗⊕
⎛⎝ n⊗

α 	=g

⊕ Nα∑
xα=1

(a(α)
xα:)T

⎞⎠

= λ ⊗⊕

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n⊗

α 	=g

⊕
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑Nα
xα=1 a

(α)
xα1∑Nα

xα=1 a
(α)
xα2

...∑Nα
xα=1 a

(α)
xαR

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑N1

x1=1 · · ·∑Ng−1
xg−1=1

∑Ng+1
xg+1=1 · · ·∑Nn

xn=1 λ1 a
(1)
x11 · · · a

(g−1)
xg−11 a

(g+1)
xg+11 · · · a

(n)
xn1∑N1

x1=1 · · ·∑Ng−1
xg−1=1

∑Ng+1
xg+1=2 · · ·∑Nn

xn=2 λ2 a
(1)
x12 · · · a

(g−1)
xg−12 a

(g+1)
xg+12 · · · a

(n)
xn2

...∑N1
x1=1 · · ·∑Ng−1

xg−1=1
∑Ng+1

xg+1=R · · ·∑Nn
xn=RλRa

(1)
x1R · · ·a(g−1)

xg−1Ra
(g+1)
xg+1R · · ·a(n)

xnR

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (B.15)
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und

n⊗
u=1

⊕
CT

u · p(u)
z =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑N1

s1=1 · · ·∑Nn
sn=1 c

(1)
s11 · · · c

(n)
sn1 p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)∑N1

s1=1 · · ·∑Nn
sn=1 c

(1)
s12 · · · c

(n)
sn2 p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...∑N1
s1=1 · · ·∑Nn

sn=1 c
(1)
s1R · · · c

(n)
snR p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (B.16)

Im Folgenden gilt nun die Abkürzung:

Σ :=
N1∑

x1=1
· · ·

Ng−1∑
xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
.

Dann ist

Ag ·
⎛⎝λ ⊗⊕

⎛⎝ n⊗
α 	=g

⊕ Nα∑
xα=1

(a(α)
xα:)T

⎞⎠⊗⊕
(

n⊗
u=1

⊕
CT

u · p(u)
z (k)

)⎞⎠

Ag ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σ λ1 a

(1)
x11 · · · a

(g−1)
xg−11 a

(g+1)
xg+11 · · · a

(n)
xn1 c

(1)
s11 · · · c

(n)
sn1 p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σ λ2 a
(1)
x12 · · · a

(g−1)
xg−12 a

(g+1)
xg+12 · · · a

(n)
xn2 c

(1)
s12 · · · c

(n)
sn2 p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σ λR a

(1)
x1R · · ·a(g−1)

xg−1R a
(g+1)
xg+1R · · ·a(n)

xnR c
(1)
s1R · · · c

(n)
snR p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a

(g)
11 a

(g)
12 · · · a

(g)
1R

a
(g)
21 a

(g)
22 · · · a

(g)
2R

...
... . . . ...

a
(g)
Ng1a

(g)
Ng2· · ·a(g)

NgR

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σ λ1 a

(1)
x11 · · · a

(g−1)
xg−11 a

(g+1)
xg+11 · · · a

(n)
xn1 c

(1)
s11 · · · c

(n)
sn1 p

(1)
z (ks1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σ λ2 a
(1)
x12 · · · a

(g−1)
xg−12 a

(g+1)
xg+12 · · · a

(n)
xn2 c

(1)
s12 · · · c

(n)
sn2 p

(1)
z (ks1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σ λR a

(1)
x1R · · · a

(g−1)
xg−1R a

(g+1)
xg+1R · · · a

(n)
xnR c

(1)
s1R · · · c

(n)
snR p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σ

∑R
r=1 λr a

(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1r a

(g)
1r a

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnr c

(1)
s1r · · · c

(n)
snr p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σ
∑R

r=1 λr a
(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1r a

(g)
2r a

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnr c

(1)
s1r · · · c

(n)
snr p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σ

∑R
r=1 λr a

(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1r a

(g)
Ngr a

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnr c

(1)
s1r · · · c

(n)
snr︸ ︷︷ ︸

f(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn)

p
(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σf(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σf(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p
(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σf(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Dabei ist f(x1,..., xg−1, Ng, xg+1,..., xn, s1,..., sn) der (x1,..., xg−1, Ng, xg+1,..., xn, s1,..., sn)-te Eintrag
des Übergangstensors F.
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Damit folgt⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σf(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σf(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p
(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σf(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn)p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

N1∑
x1=1

· · ·
Ng−1∑

xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Ng−1∑

sg−1=1

Ng+1∑
sg+1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
p(1)

z (k, s1) · · ·

p(g−1)
z (k, sg−1) · p(g+1)

z (k, sg+1) · · · p(n)
z (k, sn) (B.17)

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
f(x1 . . . xg−11xg+1 . . . xns1sg−11sg+1 . . . sn) · · · f(x1 . . . xg−11xg+1 . . . xns1sg−1Ngsg+1 . . . sn)
f(x1 . . . xg−12xg+1 . . . xns1sg−11sg+1 . . . sn) · · · f(x1 . . . xg−12xg+1 . . . xns1sg−1Ngsg+1 . . . sn)

... . . . ...
f(x1 . . . xg−1Ngxg+1 . . . xns1sg−11sg+1 . . . sn) · · · f(x1 . . . xg−1Ngxg+1 . . . xns1sg−1Ngsg+1 . . . sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
p

(g)
z (k, 1)

p
(g)
z (k, 2)

...
p

(g)
z (k, Ng)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Durch Gleichung (10.66) gilt für den yz-ten Eintrag, der in (B.17) auftretenden Matrix, die Gleich-
heit

f(x1, . . . , xg−1, y, xg+1, . . . , xn, s1, sg−1, z, sg+1, . . . , sn)

= f (1)
x1s1 · · · f (g−1)

xg−1sg−1f (g)
yz f (g+1)

xg+1sg+1 · · · f (n)
xnsn

.

Daraus folgt dann⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σf(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

Σf(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn) p
(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...
Σf(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, s1, . . . , sn)p

(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

N1∑
x1=1

· · ·
Ng−1∑

xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Ng−1∑

sg−1=1

Ng+1∑
sg+1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
p(1)

z (k, s1) · · ·

p(g−1)
z (k, sg−1) · p(g+1)

z (k, sg+1) · · · p(n)
z (k, sn)

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f

(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
11 f

(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn · · · f

(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
1Ng

f
(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn

f
(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
21 f

(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn · · · f

(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
2Ng

f
(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn

... . . . ...
f

(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
Nq1f

(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn · · · f

(1)
x1s1 · · · f

(g−1)
xg−1sg−1f

(g)
NgNg

f
(g+1)
xg+1sg+1 · · · f

(n)
xnsn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
p

(g)
z (k, 1)

p
(g)
z (k, 2)

...
p

(g)
z (k, Ng)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (�) . (B.18)
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In jedem Eintrag der Matrix steht außerdem die Summe von Produkten
N1∑

x1=1
· · ·

Ng−1∑
xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Ng−1∑

sg−1=1

Ng+1∑
sg+1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
p(1)

z (k, s1) · · ·

p(g−1)
z (k, sg−1) p(g+1)

z (k, sg+1) · · · p(n)
z (k, sn) f (1)

x1s1 · · · f (g−1)
xg−1sg−1f (g+1)

xg+1sg+1 · · · f (n)
xnsn

.

Diese Summe kann für h ∈ {1, . . . , g − 1, g + 1, . . . , n} kürzer notiert werden, dass heißt es ist
Nh∑

xh=1

Nh∑
sh=1

f (h)
xhsh

p(h)
z (k, sh) ∀h .

Für diese Summe gilt nun
Nh∑

xh=1

Nh∑
sh=1

f (h)
xhsh

p(h)
z (k, sh) =

Nh∑
xh=1

Nh∑
sh=1

Pr(Zh(k + 1) = xh | Zh(k) = sh)Pr(Zh(k) = sh)

=
Nh∑

xh=1

Nh∑
sh=1

Pr(Zh(k + 1) = xh, Zh(k) = sh)
Pr(Zh(k) = sh)

Pr(Zh(k) = sh)

=
Nh∑

xh=1

Nh∑
sh=1

Pr(Zh(k + 1) = xh, Zh(k) = sh)

= 1 ,

da die Wahrscheinlichkeiten aller Folgezustände xh und Zustände sh, für alle Werte
von h ∈ {1, . . . , g − 1, g + 1, . . . , n} aufsummiert werden. Damit erhält man in (B.18):

(�) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f

(g)
11 f

(g)
12 · · · f

(g)
1Ng

f
(g)
21 f

(g)
22 · · · f

(g)
2Ng

...
... . . . ...

f
(g)
Ng1 f

(g)
Ng2 · · · f

(g)
NgNg

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
p

(g)
z (k, 1)

p
(g)
z (k, 2)

...
p

(g)
z (k, Ng)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = Fg · p(g)
z (k) = p(g)

z (k + 1) ∈ [0, 1]Ng .

B.9 Beweis der Proposition 10.4
Es sei L ∈ [0, 1]N1×N2×···×Nn×Q1×Q2×···×Qq×N1×N2×···×Nn×M1×M2×···×Mm der Verhaltenstensor mit
Elementen l(i1, i2, . . . , in, j1, j2, . . . , jq, s1, s2, . . . , sn, . . . , t1, t2, . . . , tm) wobei die Folgezustände die
Werte ig ∈ {1, . . . , Ng} für g = 1, . . . , n und die Zustände Werte in su ∈ {1, . . . , Nu} für u = 1, . . . , n
annehmen können. Für die Werte der Ausgaben gilt je ∈ {1, . . . , Qe} für e = 1, 2, . . . , q und für
die Werte der Eingaben th ∈ {1, . . . , Mh} für h = 1, 2, . . . , m. Außerdem seien p(u)

z (k) ∈ [0, 1]Nu die
Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren zur Zeit k mit Komponenten p(u)

z (k, su), p(h)
v (k) ∈ {0, 1}Mh die

Eingabewahrscheinlichkeitsvektoren mit Komponenten p(h)
v (k, th) und p(e)

w (k) ∈ {0, 1}Qe die Ausga-
bewahrscheinlichkeitsvektoren mit Komponenten p(e)

w (k, je).
Beweis: Es ist

Ag ·
(

λ⊗⊕
( n⊗

α 	=g

⊕ Nα∑
xα=1

(a(α)
xα:)T

)
⊗⊕
( q⊗

e=1

⊕
BT

e ·p(e)
w (k)

)
⊗⊕
( n⊗

u=1

⊕
CT

u ·p(u)
z (k)

)
⊗⊕
( m⊗

h=1

⊕
DT

h ·p(h)
v (k)

))

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σ

∑R
r=1 λra

(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1ra

(g)
1r a

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnrb

(1)
j1r · · · b

(q)
jqrc

(1)
s1r · · · c

(n)
snrd

(1)
t1r · · · d

(m)
tmrP̄

Σ
∑R

r=1 λra
(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1ra

(g)
2r a

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnrb

(1)
j1r · · · b

(q)
jqrc

(1)
s1r · · · c

(n)
snrd

(1)
t1r · · · d

(m)
tmrP̄

...
Σ

∑R
r=1 λra

(1)
x1r · · · a

(g−1)
xg−1ra

(g)
Ngra

(g+1)
xg+1r · · · a

(n)
xnrb

(1)
j1r · · · b

(q)
jqrc

(1)
s1r · · · c

(n)
snrd

(1)
t1r · · · d

(m)
tmr︸ ︷︷ ︸

l(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm)

P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Σl(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm) P̄

Σl(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm) P̄
...

Σl(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm) P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (B.19)

Dabei ist l(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm) der
(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm)-te Eintrag des Verhaltenstensor L. In
obiger Gleichung gelten außerdem die Abkürzungen

Σ :=
N1∑

x1=1
· · ·

Ng−1∑
xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

Q1∑
j1=1

· · ·
Qq∑

jq=1

N1∑
s1=1

· · ·
Nn∑

sn=1

M1∑
t1=1

· · ·
Mm∑

tm=1
,

P̄ := p(1)
w (k, j1) · · · p(q)

w (k, jq)p(1)
z (k, s1) · · · p(n)

z (k, sn) p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm) .

Sind nun die Verteilungen der Aus- und Eingabevektoren so, dass diese für e = 1, . . . , q und h =
1, . . . , m, nur an der we(k)-ten und vh(k)-ten Position den Wert eins annehmen, also

p(e)
w (k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p
(e)
w (k, 1)

...
p

(e)
v (k, we(k))

...
p

(e)
v (k, Qe)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}Qe , p(h)

v (k)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p
(h)
v (k, 1)

...
p

(h)
v (k, vh(k))

...
p

(h)
v (k, Mh)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈{0, 1}Mh ,

dann gilt für das in (B.19) auftretende Produkt

p(1)
w (k, j1) · · · p(q)

w (k, jq)p(1)
v (k, t1) · · · p(m)

v (k, tm) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 für j1 = w1(k),..., jq = wq(k) und

t1 = v1(k),..., tm = vm(k) ,

0 sonst .

(B.20)

Damit entfällt in (B.19) das Produkt (B.20) sowie die Summation über die Indizes j1, . . . , jq und
t1, . . . , tm und die Tensorelemente können direkt mit w1(k), . . . , wq(k) und v1(k), . . . , vm(k) indiziert
werden. Damit erhält man⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Σl(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm)P̄

Σl(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm)P̄
...

Σl(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, j1, . . . , jq, s1, . . . , sn, t1 . . . , tm)P̄

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑∑∑

l(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)∑∑∑

l(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...∑∑∑
l(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)

z (k, s1) · · · p
(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
wobei

∑∑∑
:=

N1∑
x1=1

· · ·
Ng−1∑

xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Ng−1∑

sg−1=1

Ng+1∑
sg+1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
(B.21)
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gilt. Damit folgt⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑∑∑

l(x1, . . . , xg−1, 1, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)∑∑∑

l(x1, . . . , xg−1, 2, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)
z (k, s1) · · · p

(n)
z (k, sn)

...∑∑∑
l(x1, . . . , xg−1, Ng, xg+1, . . . , xn, w1(k), . . . , wq(k), s1, . . . , sn, v1(k) . . . , vm(k))p(1)

z (k, s1) · · · p
(n)
z (k, sn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

N1∑
x1=1

· · ·
Ng−1∑

xg−1=1

Ng+1∑
xg+1=1

· · ·
Nn∑

xn=1

N1∑
s1=1

· · ·
Ng−1∑

sg−1=1

Ng+1∑
sg+1=1

· · ·
Nn∑

sn=1
p(1)

z (k, s1) · · · (B.22)

p(g−1)
z (k, sg−1) · p(g+1)

z (k, sg+1) · · · p(n)
z (k, sn)

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
lx1..xg−11xg+1..xnw1(k)..wq(k)s1sg−11sg+1..snv1(k)..vm(k) · · · lx1..xg−11xg+1..xns1sg−1Ngsg+1..snv1(k)..vm(k)

lx1..xg−12xg+1..xnw1(k)..wq(k)s1sg−11sg+1..snv1(k)..vm(k) · · · lx1..xg−12xg+1..xns1sg−1Ngsg+1..snv1(k)..vm(k)
... . . . ...

lx1..xg−1Ngxg+1..xnw1(k)..wq(k)s1sg−11sg+1..snv1(k)..vm(k) · · ·lx1..xg−1Ngxg+1..xns1sg−1Ngsg+1..snv1(k)..vm(k)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
p

(g)
z (k, 1)

p
(g)
z (k, 2)

...
p

(g)
z (k, Ng)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
lg(1, wg(k), 1, vg(k)) lg(1, wg(k), 2, vg(k)) . . . lg(1, wg(k), Ng, vg(k))
lg(2, wg(k), 1, vg(k)) lg(2, wg(k), 2, vg(k)) . . . lg(2, wg(k), Ng, vg(k))

...
... . . . ...

lg(Ng, wg(k), 1, vg(k)) lg(Ng, wg(k), 2, vg(k)) . . . lg(Ng, wg(k), Ng, vg(k))

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ · p(g)
z (k) (B.23)

= Lg(:, wg(k), :, vg(k)) · p(g)
z (k) ∈ [0, 1]Ng . (B.24)

Beweisschritt (B.19) erhält man aus der elementweisen Multiplikation der bereits
in (B.12) und (B.13) im Beweis der Proposition B.7 berechneten Terme, sowie den Termen (B.15)
und (B.16) im Beweis der Proposition B.8. Der Schritt von (B.22) nach (B.23) folgt aufgrund der
stochastische Unabhängigkeit sowie der Beziehung (10.78) und der daraus resultierenden Gleichheit

l(x1, x2, . . . , xn, w1(k), w2(k), . . . , wq(k), s1, s2, . . . , sn, v1(k), v2(k) . . . , vm(k))
= l1(x1, w1(k), s1, v1(k)) · l2(x2, w2(k), s2, v2(k)) · · · ln(xn, wq(k), sn, vm(k)) .

Die in (B.22) auftretende Summe von Produkten entfällt, weil diese zu einem Wert von 1 führt,
da über alle möglichen Zustände und Folgezustände des in Abhängigkeit der Ein- und Ausgaben
selektierten Subtensors summiert wird.
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Diese Arbeit liefert einen Beitrag zur technischen Fehlererkennung auf Grundlage der Zustands-
beobachtung technischer Systeme durch qualitative Modelle. Als qualitatives Modell wird ein 
stochastischer Automat verwendet, mit dem das qualitative Verhalten eines Prozesses anhand 
diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben wird. Das Verhalten des Prozesses wird 
dabei nur näherungsweise abgebildet, wobei jedoch die grundlegende Systemdynamik erhalten 
bleibt. Stochastische Automaten und qualitative Modelle leiden dabei unter dem Problem, dass 
ihr Speicherbedarf mit einer steigenden Anzahl der abzubildenden Systemgrößen exponentiell 
ansteigt. Zur Lösung dieses Komplexitätsproblems wird ein neuer Ansatz verfolgt, bei dem die 
Übergangswahrscheinlichkeiten des stochastischen Automaten in Tensoren gespeichert werden. 
Dabei wird eine moderne Methode zur Modellreduktion vorgestellt, die auf der Dekomposition 
der multilinearen Tensorstruktur basiert. Die vorgestellten Algorithmen, welche auf der speicher-
reduzierten dekomponierten Tensorrepräsentation definiert sind, ermöglichen die effiziente Rea-
lisierung der qualitativen Fehlererkennung.
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