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1 Einleitung

Zu Beginn der Fotografie war man allgemein der Meinung, dass Bilder nicht
lügen können. Diese Sichtweise ist mittlerweile überholt, denn ähnlich wie bei
Gemälden werden Bilder von Fotografen oder Herausgebern in der Regel arran-
giert, um eine bestimmte Interpretation beim Betrachter zu provozieren. Einfa-
che Möglichkeiten sind Farbmanipulationen, um z. B. Wasser wie Blut aussehen
zu lassen, oder eine veränderte Bildgeometrie, die Personen dicker oder dünner
erscheinen lässt [Mar12]. Besonders in der Modefotografie sind moderne Tech-
niken der Bildverarbeitung so weit verbreitet, dass der französische Gesetzge-
ber eine Kennzeichnungspflicht nachbearbeiteter Fotos eingeführt hat, um jun-
ge Menschen vor unrealistischen Schönheitsidealen zu schützen [Rob17]. Eine
weitere einfache Möglichkeit die Aussage eines Bildes zu manipulieren, ist die
Wahl eines passenden Bildausschnitts, welcher die Aussage des Bildes in ihr
Gegenteil verkehren kann. Komplizierter wird es, wenn Bildelemente innerhalb
des Bildes retuschiert werden sollen. Dabei ist nicht immer böser Wille im Spiel,
wenn beispielsweise vom Zahn der Zeit beschädigte Bilder oder Dokumente re-
konstruiert werden sollen. Mögliche Beschädigungen sind hier Kratzer, Löcher
oder Flecken. In Museen wird diese Aufgabe von Restauratoren übernommen,
die aufgrund ihrer Ausbildung dazu in der Lage sind, Restaurierungsarbeiten
an wertvollen Gemälden fachgerecht durchzuführen.

In Abbildung 1.1 sind zwei Beispiele zu Rekonstruktion und Löschen von Bild-
elementen zu sehen. Im Jahre 2012 hatte eine 80-jährige Dame Mitleid mit dem
Jesusfresko ihrer Kirche in Borja, Nordspanien, und versuchte sich an einer Re-
konstruktion. Über die Qualität ihrer Arbeit wurde danach ausgiebig diskutiert
(Abbildung 1.1(a)). In Abbildung 1.1(b) ist von links oben nach rechts unten die
zeitliche Entwicklung einer Fotografie von Stalin und einigen Weggefährten zu
sehen. Nach und nach fallen die abgebildeten Personen in Ungnade oder dem
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1 Einleitung

Großen Terror zum Opfer. Parallel werden die Personen im Bild entsprechend
abgeschnitten und retuschiert.

(a) Rekonstruktion des Ecco Homos von Borja
[Foc12]

(b) Der Große Terror - Fünf, vier,
drei, zwei. [Nin17]

Abbildung 1.1: Historische Beispiele

Die Methode, bei der beschädigte oder verlorene Bildteile rekonstruiert werden,
heißt Inpainting oder Übermalen. Dabei bestimmt die Gesamtheit des Bildes,
wie es an beschädigten Bildteilen fortgesetzt werden soll, um eine stimmige Re-
konstruktion zu erhalten. Wichtig ist insbesondere, dass der Übergang an den
Rändern des beschädigten Bereichs unauffällig ist. Eine verbreitete Methode, die
von professionellen Restauratoren verwendet wird, verdeutlicht Abbildung 1.2.
Ein Bild mit einem schwarzen Kreis wurde beschädigt und wird in drei Schrit-
ten rekonstruiert. Zuerst werden die Konturlinien, also der Rand des Kreises,
die den Rand der Beschädigung berühren, entlang ihrer gedachten Verlänge-
rung weitergeführt. Diese Linie definiert unterschiedliche Regionen innerhalb
der Beschädigung, die im zweiten Schritt mit einer passenden Farbe aufgefüllt
werden. Im letzten Schritt wird die Textur, also kleinskalige Bildinhalte, wie
Bildrauschen oder feine Muster, hinzugefügt, die das Bild natürlich erscheinen
lassen. In der computergestützten Bildverarbeitung für digitale Bilder wird die-
ses Vorgehen von vielen Algorithmen für Inpainting imitiert.

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen für
das des Cahn-Hilliard-Inpaintings und einer Erweiterung für Grauwertbilder,
die dafür geeignet ist, den strukturellen Anteil von Texturen in 3D-Modellen zu

2



1.1 Motivation und Problemstellung

(a) Beschädigtes Bild, (b) Kontur wird fortge-
setzt

(c) Regionen werden
mit Farbe aufgefüllt

(d) Textur wird hinzu-
gefügt

Abbildung 1.2: Rekonstruktion eines Kreises

bereinigen. In diesem Kapitel wird das Thema der Arbeit in den Kontext zur
Arbeitsgruppe am Fraunhofer IOSB gestellt, die in der Praxis vorkommende
Problemstellung formuliert und ein Überblick über die verfügbare Literatur ge-
geben. Im zweiten Kapitel wird die mathematische Modellierung von Bildern
erklärt, sowie eine kurze Einführung in variationelle Methoden und partielle
Differentialgleichung für Inpaintingaufgaben gegeben. Anschließend wird bei-
spielhaft ein Bildmodell aus der Segmentierung für Inpainting angepasst. Das
dritten Kapitel beschäftigt sich mit der mathematischen Analyse der Cahn-Hil-
liard-Inpainting-Gleichung, welches zum Inpainting von binären Bildern geeig-
net ist. Hier wird insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen
für den dynamischen Fall und die Existenz von Lösungen im stationären Fall in
den entsprechenden Lösungsräumen gezeigt. Anschließend wird ein effizien-
tes numerisches Verfahren zur Lösung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
vorgestellt. Das vierte Kapitel beschreibt die Erweiterung des Cahn-Hilliard-In-
painitings für Grauwertbilder, das TV-H-1-Inpainting und passt das Lösungs-
verfahren an. Im letzten Kapitel wird das Verfahren angepasst, um Klassifika-
tionsergebnisse in den Inpaintingalgorithmus einzubeziehen und einige prakti-
sche Resultate vorgestellt.

1.1 Motivation und Problemstellung

Die Abteilung Szenenanalyse (SZA) am Fraunhofer IOSB entwickelt automati-
sche Verfahren zur Auswertung multisensorieller Bilddaten im Aufklärungsver-
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1 Einleitung

bund. Hintergrund der Forschungsarbeiten sind die Kernforderungen nach ei-
ner zeitnahen Verfügbarkeit von Auswertungsergebnissen und Geoinformatio-
nen. Hierzu werden unter anderem Modelle zur Beschreibung urbaner Gebiete
aufgestellt und automatische 3D-Szenenrekonstruktionen durchgeführt. Für die
Texturierung der 3D-Modelle werden Luftbilder verwendet.

Ein Problem dabei ist, dass Fassaden und Dächer von Vordergrundobjekten, wie
z. B. Bäumen, überdeckt sein können. In Abbildung 1.3 wird das linke Bild da-
zu verwendet, um ein Gebäudemodell zu texturieren. Im mittleren Bild ist der
Baum, der das Gebäude verdeckt, in der Textur enthalten, was in einer Win-
terszene unrealistisch aussieht. Im rechten Bild ist die optisch ansprechendere
Texturierung des Modells nach der Texturbereinigung mit Inpaintingmethoden
zu sehen.

(a) Luftbild zur Texturextrakti-
on

(b) Ohne Texturbereinigung (c) Mit Texturbereinigung

Abbildung 1.3: Gebäudemodell einer Winterszene (erstellt von Loic Elsholz).

Der große Teil der verarbeiteten Daten liegt in Form von digitalen Bildern als
sogenannte Rastergrafiken vor. Diese bestehen aus einer rasterförmigen Anord-
nung von Pixeln, denen jeweils ganzzahlige Werte zugeordnet sind. In Grau-
stufenbildern wird jeweils ein Wert für die Lichtintensität, der zwischen 0 (kein
Licht bzw. schwarz) und 255 (viel Licht, bzw. weiß) skaliert ist. In Farbbildern
werden zur Farbkodierung für jeden Pixel analog drei Werte gespeichert (oft
rot, gelb, grün), welcher den Farbwert kodiert. Das gleiche Prinzip kann auch
zur Speicherung von Klassifikationsergebnissen verwendet werden, hier wird
jedem Pixel eine Objektklasse zugeordnet.

Zunächst wird ein kurzer Überblick über die verfügbare Literatur zum Thema
Inpainting gegeben.
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1.2 Literaturrecherche

1.2 Literaturrecherche

Inpainting ist ein interessantes Forschungsfeld, in dem viele verschiedene An-
sätze und Philosophien entwickelt wurden. Die Ansätze lassen sich in sechs
Kategorien einteilen: Textursynthese, strukturbasierte Methoden, texturbasier-
te Methoden, Markov-Random-Field-basierte Methoden, Methoden mit exter-
nen Bildern und hybride Methoden. Diese Unterteilung ist allerdings nicht ex-
akt. Zum einen ist manchmal eine feinere Unterteilung möglich (strukturelles
Inpainting kann entweder auf Interpolation oder auf partiellen Differentialglei-
chungen basieren). Zum anderen passen viele der besonders guten Ansätze in
mehr als eine Kategorie und werden daher intuitiv zugewiesen. Verfahren, wel-
che mehrere Ansätze aus den genannten Kategorien verwenden, werden den
hybriden Methoden zugeordnet. Obwohl es im Laufe der Jahre schon viel Fort-
schritt gegeben hat, wurde noch keine Methode gefunden, die alle Situationen
zufriedenstellend abdeckt. Es gibt jedoch spezialisierte Verfahren bezüglich ein-
zelner Aspekte, wie Bildinhalte (Struktur, Textur), Art der Bilddaten (Farbbilder,
SAR, Tiefenkarten, etc.), Einzelbilder oder Bildsequenzen.

Textursynthese

Der Hauptzweck der sogenannten Textursynthese ist, künstliche Texturen mit
Hilfe eines parametrischen Modells aus einer Grundfunktion zu erstellen. Hier-
für werden die Parameter mit einer vorher durchgeführten statistischen Ana-
lyse an Beispielen ermittelt. Die Autoren in [PS00] verwenden beispielsweise
komplexe Wavelet-Koeffizienten und beziehen Varianz, Schiefe und Wölbung
der Beispiele sowie Intensitätsbereich, Schiefe und Wölbung jeder Grundfunk-
tion mit ein. In [HB95] wird die Textur beginnend mit einer groben Auflösung
schrittweise synthetisiert und die Auflösung nach und nach erhöht. In jedem
Schritt wird eine Faltung mit verschiedenen Filtern durchgeführt und das In-
tensitäts-Histogramm angepasst.

Die Methoden der Textursynthese liefern eindrucksvolle Ergebnisse, wenn es
darum geht, sich stark wiederholende Muster, wie Tierfell, Sand oder Feuer, zu
modellieren, ohne dabei aber die geraden Kanten und Kurven zu erhalten. Aus
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1 Einleitung

der Perspektive der Szenenmodellierung können diese Methoden zur Erzeu-
gung von Unterholztexturen unter den extrahierten Bäumen verwendet wer-
den.

Methoden mit externen Bildern

Die Hauptidee dieser Methoden ist, externe Bilder zu berücksichtigen, um feh-
lende Farb- oder Intensitätswerte vorherzusagen.

In [SLC+15] wird eine Videosequenz als externe Quelle verwendet, um Ob-
jekte aus einem Einzelbild zu löschen. Hier können zeitliche Nachbarschaften
ausgenutzt werden. Im einfachsten Fall kann ein gewichteter Durchschnitt ent-
sprechender Pixel in der Sequenz verwendet werden, um unbekannte Pixel zu
füllen. Das Worst-Case-Szenario ist, dass aufgrund der Beleuchtungsänderung,
des Aufzeichnungswinkels etc. die Farben verschoben werden können. In die-
sem Fall werden Korrespondenzen von benachbarten Bildern verwendet, um
die Farben auszugleichen. Beispielsweise im Nahbereich ist das Ausrichten der
Bilder eine nicht-triviale Aufgabe, da 3D-Strukturen Überdeckungen verursa-
chen können. Ein Lösungsvorschlag für diesen Anwendungsfall findet sich in
[BCK16]. In der Arbeit von [YCL+16] werden Deep-Learning-Algorithmen an-
gewendet, um Bilder zu vervollständigen, die nur eine sehr kleine Anzahl von
bekannten Pixeln haben. Bisher produziert dieser Ansatz beeindruckende Er-
gebnisse auf Beispielbildern, benötigt aber eine große Bilddatenbank.

Methoden, die auf externen Bildern basieren, sind in der Lage fehlende Informa-
tionen mit plausiblen Daten der gleichen Szene auf zumindest realistische Art
und Weise zu füllen (vgl. [HE07]). Sie benötigen aber viel Vorbereitungszeit und
sind unzuverlässig, wenn keine passenden Daten zur Verfügung stehen.

Texturbasierte Methoden

Die Grundidee dieses Ansatzes ist ein intelligentes Kopieren und Einfügen von
Umgebungen von Pixeln im Bild. Dafür wird um jedes Pixel ein Fenster, also
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1.2 Literaturrecherche

eine quadratische Umgebung gelegt, und anschließend die Fenster von unbe-
kannten Pixeln stückweise mit ähnlichen Fensterinhalten bekannter Pixel ge-
füllt. Das größte Problem bei dieser Methode ist die Rechenzeit, da theoretisch
jedes Fenster von unbekannten Pixeln mit jedem Fenster von bekannten Pixeln
verglichen werden müssen. Ähnlich wie bei [Tel04] wurde deswegen ein Fast-
Marching-Verfahren vorgeschlagen, um die Suche einzuschränken und nicht zu
weit weg von dem unbekannten Pixel zu suchen. Seitdem wurden viele Ver-
besserungen vorgeschlagen. Zum Beispiel haben Criminisi et al. [CPT04] einen
prioritätsbasierten Ansatz entwickelt, der nicht nur an der Grenze des Inpain-
ting-Gebiets sucht, sondern auch entlang der Kanten. Durch die Gewichtung
der beiden Ansätze findet die Methode eine Auffüllreihenfolge, die die Kan-
ten fortsetzt, aber gleichzeitig eine Überglättung vermeidet. Es wurden mehrere
Aspekte kritisch überprüft und punktuell verbessert: Änderung der Prioritäten-
terme in [LMGG11] oder Kombinieren von Fenstern, um Rauschen und Arte-
fakte zwischen eingefügten Fenstern zu unterdrücken und Suchräume einzu-
schränken [BDTL15a]. Für weitere technische Erklärungen verweisen wir hier
auf die beiden Übersichtsartikel [GLM14] und [BDTL15b]. Weitere Modifikatio-
nen dieses Algorithmus finden sich in [LZ11] oder [HKAK14].

Bisher ist dieser Algorithmus Stand der Technik, weil texturbasierte Ansätze
einen Kompromiss zwischen akzeptablen Ergebnissen auch für große Löcher
bei kontrollierbarer Rechenzeit eingehen. Deshalb scheinen sie in der Tendenz
mehr Aufmerksamkeit zu erhalten als die strukturbasierten Methoden und Me-
thoden mit externen Bildern. Die Rechenzeit ist allerdings immer noch groß und
die Ergebnisse in der Mitte von Inpainting-Gebieten sind oft doch nicht zufrie-
denstellend. Die Priorisierung der Auffüllreihenfolge bleibt eine der wichtigsten
Herausforderungen. Eine Verbesserung lässt sich mit Markov-Random-Field-
basierten Methoden erreichen. Hier werden die Pixel als Zufallsvariablen be-
trachtet, die lokal miteinander wechselwirken. Aufgrund einer hohen Anzahl an
Unbekannten und der Komplexität der Nachbarschaftsstrukturen können diese
Algorithmen für große Luftbilder beliebig zeitaufwendig werden.
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1 Einleitung

Strukturbasierte Methoden

Strukturbasierte Methoden können für Inpainting von texturarmen Bildern ver-
wendet werden, oder wenn das Inpainting-Gebiet in einer Raumrichtung klei-
ner ist als die Skala der Textur. Als Teil von hybriden Methoden sind sie auch
für texturierte Bilder vorteilhaft. Von den Autoren in [SLC+15] wurden sie noch-
mals in Interpolationsmethoden, Diffusionsmethoden und variationelle Metho-
den unterteilt.

Zur ersten Untergruppe wird auf Methoden verwiesen, die auf der Gaußpro-
zess-Regression basieren [RDB94], [ZHW10] und sich für Fernerkundungsbilder
bewährt haben.

Im Bereich Maschinelles Sehen ist das Fast-Marching-Verfahren von Telea [Tel04]
verbreitet. Die Grundidee besteht darin, Farbintensität senkrecht zur Grenze
zwischen dem Inpainting-Gebiet und dem bekannten Bereich auszubreiten. Bei
dieser Methode wird das Inpainting-Gebiet Stück für Stück von außen nach in-
nen aufgefüllt. Ein schmales Band um das Inpainting-Gebiet wird als Quellmen-
ge verwendet, mit dem die Intensitäten in jedem Schritt berechnet werden. Für
die Zuordnung der Farbwerte wird ein gewichteter Durchschnitt der Farbwerte
innerhalb des schmalen Bandes berechnet, der die Randstruktur erhält, indem
auch der Gradient einbezogen wird. Verbesserungen der Methode von Talea ist
immer noch Teil aktueller Forschung, z. B. werden in [BM07] die Wahl der Ge-
wichte verbessert oder in [Mär11] die Priorisierung der Elemente im schmalen
Band. Der Algorithmus ist schnell und einfach, außerdem können Klassifizie-
rungsergebnise für verschiedene Klassen berücksichtigt werden, indem man die
Gewichte anpasst.

In den variationellen Inpainting-Methoden wird ein Regularisierungsterm hin-
zugefügt, der eine Modellannahme beinhaltet. Zum Beispiel haben wir in [CS01]
die Wärmeleitungsgleichung. In [KBS16] wird eine modifizierte Wärmeleitungs-
gleichung vorgeschlagen, die Klassen berücksichtigt und die Kanten zwischen
Klassen erhält. Eine weitere Möglichkeit ist bewährte Modelle anzupassen, z. B.
Segmentierungsmodelle (vgl. [ES02]), Strömungsmodelle (vgl. [BBS01]) oder für
binäre Bilder die Cahn-Hilliad-Gleichung, ein Modell aus den Materialwissen-
schaften (vgl. [BEG07]). Zu letzterem gibt es eine Erweiterung auch für Grau-
wertbilder, das sogenannte TV-H-1-Inpainting (vgl. [BHS09] und [SB11]). Ein

8



1.2 Literaturrecherche

mathematischer Überblick über Inpainting-Methoden, die auf partiellen Diffe-
rentialgleichungen basieren, wird in [SC02] gegeben und ein allgemeiner ma-
thematischer Rahmen entwickelt.

Hybride Ansätze

Die häufigste Unterklasse von hybriden Ansätzen ist eine Kombination von
struktur- und texturbasierten Techniken. In [BVSO03] und [CBDAN14] werden
die Bilder in eine strukturelle und in eine texturelle Komponente zerlegt.

Für die Trennung wird ein sogenanntes Cartoonbild berechnet, welches den
strukturellen Anteil repräsentiert. Dafür werden Techniken angewendet, die auf
stückweise glatten Bildmodellen basieren, wie z. B. nichtlinearer Diffusion oder
bilateraler Filterung [WOG06], totale Variationsminimierung [VO03], TV-H-1-
Inpainting [HLZ+16] oder Segmentierungsalgorithmen [JT03]. Die Textur-Kom-
ponente ist die Differenz von Cartoonbild und Originalbild. Die zwei Kompo-
nenten werden danach jeweils mit einem strukturbasierten und einem texturba-
sierten Ansatz rekonstruiert und wieder zusammengefügt.

Von besonderem Interesse ist das Cahn-Hilliard-Inpainting und das TV-H-1-
Inpainting, mit dem sich diese Arbeit beschäftigt. Zum einen gibt es effiziente
Lösungsverfahren, zum anderen hat die Lösung nützliche Eigenschaften für das
Inpainting von Strukturbildern. Als Teil einer hybriden Methode, also in Kom-
bination mit einer texturbasierten Methode, ist es hervorragend zur Bereinigung
von Fassadentexturen geeignet. Als Stand der Technik gilt hier die Methode von
Criminisi, die für die Beispiele im letzten Abschnitt verwendet wird.

Im nächsten Kapitel betrachten wir eine Möglichkeit, wie man Bilder mathema-
tisch behandeln kann und setzen uns mit einer kurzen Einführung in variatio-
nelle Methoden für Inpainting auseinander.
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2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden variationelle Methoden für Inpainting eingeführt. Zu-
erst stellt sich die Frage, wie man ein Bild mit mathematischen Objekten be-
schreiben kann.

2.1 Mathematischer Rahmen

Wir bezeichnen den (oft rechteckigen) Bildbereich mit Ω ⊂ R2, welches ein be-
schränktes und offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand ist. Ein Bild im kontinuierli-
chen Modell wird repräsentiert durch eine Funktion I : Ω→ Rd mit d = 1 für ein
Graustufenbild oder d = 3 für ein Farbbild. Weiter istD ⊂ Ω ein Gebiet, auf dem
das Eingabebild beschädigt ist (Inpainting-Gebiet). Für das Inpaintingproblem
ist eine geeignete Funktion u : Ω→ Rd zu finden, welche das Eingabebild I auf
dem unbekannten/beschädigten Bildbereich D ⊂ Ω rekonstruiert und in Ω\D
dem ursprünglichen Bild möglichst ähnlich ist. Im folgenden sei stets d = 1.

Für das Bildmodell wählen wir ganz pragmatische Funktionsräume mit mathe-
matisch „guten“ Eigenschaften. Geeignet sind beispielsweise Banachräume, also
vollständig normierte Funktionsräume. Diese Wahl ist sinnvoll, da wir mit der
durch die Norm erzeugten Metrik Abstände zwischen Bildern berechnen kön-
nen und so die Ähnlichkeit zwischen Bildern quantifizieren können. Außerdem
haben wir durch die Vollständigkeitseigenschaften keine Probleme, wenn wir
Grenzwerte ausrechnen wollen.

Bemerkung 2.1
Häufig werden die Funktionsräume L2(Ω) und Hr = W r,2(Ω) verwendet, die
zusätzlich zur Vollständigkeitseigenschaft mit einem Skalarprodukt ausgestattet
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2.1 Mathematischer Rahmen

und damit Hilberträume sind. Wir verwenden die Notation

〈u, v〉2 = 〈u, v〉L2(Ω) =
∫

Ω
u(x)v(x)dx,

‖u‖2 = ‖u‖L2(Ω) =
√
〈u, u〉, für u, v ∈ L2(Ω) und

〈u, v〉Hr =
∑
|α|≤r

〈∂αu, ∂αv〉2 ,

‖u‖Hr =
√
〈u, v〉Hr , für u, v ∈ Hr(Ω).

Bemerkung 2.2
Ein abgeschlossener Unterraum U eines Hilbertraums V ist mit dem V -Skalar-
produkt und der V -Norm selbst ein Hilbertraum. Es gilt die Cauchy-Schwarz-
und die Young-Ungleichung

〈u, v〉 ≤ ‖u‖ ‖v‖ ≤ ε

2 ‖u‖
2 + 1

2ε ‖v‖
2 ,∀ε > 0. (2.1)

Ferner werden mitunter die Lp-Räume verwendet mit den Normen

‖v‖p =
(∫

Ω
|v|p dx

) 1
p

, für 1 ≤ p <∞ bzw.

‖v‖∞ = ess supx∈Ω |v(x)| .

Ein Nachteil ist, dass die Lp-Räume für p 6= 2 keine Hilberträume, sondern nur
Banachräume sind, d. h. kein Skalarprodukt besitzen. Außerdem gilt für 1

p + 1
q =

1, 1 ≤ q, p ≤ ∞ die Hölder-Ungleichungen und die Young-Ungleichung∫
Ω
u(x)v(x)dx ≤ ‖u‖p ‖v‖q ≤

ε

p
‖u‖pp + 1

qεq/p
‖v‖qq , ∀ε < 0.

Ein weiterer Raum, welcher in der Arbeit verwendet wird, istH−1(Ω), der Dual-
raum von H1

0 (Ω) mit der Norm ‖·‖−1 definiert durch

‖f‖2−1 =
∥∥∥∇∆−1f

∥∥∥2

2
=
∫

Ω

(
∇∆−1f

)2
dx (2.2)

und dem Skalarprodukt

〈f, g〉−1 :=
∫

Ω

(
∇∆−1f

) (
∇∆−1g

)
dx. (2.3)

11



2 Mathematische Grundlagen

Der Operator ∆−1 : H−1(Ω) → H1
0 (Ω) bezeichnet das Inverse der Laplace-

Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen, d. h.: u = ∆−1f ∈ H1
0 (Ω) für f ∈

H−1(Ω) ist die eindeutige schwache Lösung von

{
−∆u = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.
(2.4)

Außerdem gilt für f ∈ H−1(Ω) die Abschätzung ‖f‖−1 ≤ C1 ‖f‖ ≤ C2 ‖∇f‖,
falls f zusätzlich in L2(Ω) bzw. H1

0 (Ω) liegt für C1, C2 > 0.

Eine weitere wichtige Ungleichung ist die Poincaré-Ungleichung.

Satz 2.3 (Poincaré-Ungleichung)
Sei Ω ein Lipschitz-Gebiet, dann existiert eine Konstante Cp > 0, so dass gilt

‖u− ū‖Lp(Ω) ≤ Cp ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈W 1,p(Ω)

mit ū = 1
|Ω|
∫

Ω udx.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Eva10, Kap. 5.8 Theorem 1, S. 290].

Wir benötigen außerdem die Sobolev-Einbettungen.

Satz 2.4 (Sobolev-Einbettungen)
Sei Ω ⊂ R2 offen und beschränkt mit Lipschitzrand und q ≥ 1, dann ist

• die Einbettung W 1,1(Ω) ↪→ C(Ω) stetig,

• die Einbettung H2(Ω) = W 2,2(Ω) ↪→ C(Ω) stetig,

• und die Einbettung W 1,2(Ω) ↪→ L2(Ω) stetig und kompakt.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [AF03, Kap. 4 Satz 4.2 S.80].

Nach Hadamard können Probleme in zwei Klassen eingeteilt werden, den gut-
gestellten und den schlecht-gestellten Problemen. Bei schlecht-gestellten Proble-
men sind zusätzliche Annahmen nötig, um eine zufriedenstellende Lösung zu
erhalten.
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2.2 Variationelle Methoden

Definition 2.5 (Gut-gestellte und schlecht-gestellte Probleme)
Seien X , Y normierte Räume mit offenen Teilmengen U ⊂ X , V ⊂ Y und F : U → V

ein stetiger Operator. So heißt die Gleichung F (x) = y mit y ∈ V gut gestellt, wenn
folgende Eigenschaften erfüllt sind:

• F (x) = y besitzt eine Lösung für alle y ∈ V (Existenz),

• F (x) = y besitzt höchstens eine Lösung für alle y ∈ V (Eindeutigkeit),

• jede Folge xn ⊂ U , welche F (xn) → y = F (x) für n → ∞ genügt, konvergiert
gegen die Lösung x (Stabilität).

Das Problem heißt schlecht-gestellt, falls eine der Eigenschaften nicht erfüllt ist.

Inpainting gehört in die Klasse der inversen schlecht-gestellten Probleme, d. h.
man will von der Wirkung auf die Ursache zurückschließen. Das direkte Pro-
blem ist das Löschen des Bildes auf dem beschädigten Bereich und die Aufgabe
ist es, das Bild zu rekonstruieren, indem das Löschen wieder rückgängig ge-
macht wird. Dies ist ein schlecht-gestelltes Problem, da die gelöschten Informa-
tionen nur geraten werden können und ohne weitere Informationen das Pro-
blem nicht eindeutig lösbar ist.

2.2 Variationelle Methoden

Variationelle Methoden berechnen das rekonstruierte Bild als Minimierer eines
geeigneten Funktionals. Da wir minimierende Folgen suchen, sind die Vollstän-
digkeitseigenschaften der Banachräume nützlich. Das Funktional besteht aus
zwei Termen, dem sogenannten Treueterm, der das Bild im bekannten Bereich
erhält, und dem Bildmodell. Mit variatonellen Methoden überführen wir das
schlecht-gestellte Problem mit einem passenden Bildmodell in ein gut-gestelltes
Problem.

Das Minimierungsproblem lautet wie folgt: Seien B1 und B2 Banachräume über
R2 mit B2 ⊂ B1 und I ∈ B1 das gegebene Eingabebild. Wir minimieren das
Funktional J : B2 → R

J(u) = R(u) + 1
2 ‖λ(·)(I − u)‖2B1

, (2.5)
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2 Mathematische Grundlagen

wobei der erste Term R : B2 → R einen Regularisierungsterm bezeichnet, wel-
cher ein inhärentes Bildmodell enthält und

λ(x) = λ01Ω\D =

0 x ∈ D,

λ0 x ∈ Ω\D
(2.6)

für eine Konstante λ0 � 1. Der zweite Term 1
2 ‖λ(I − u)‖B1

wird mit Treueterm
bezeichnet und erzwingt, dass der Minimierer außerhalb des Inpainting-Gebiets
„nahe“ am Originalbild I ist.

In dieser Formulierung hat das Bildmodell einen entscheidenden Einfluss auf
das Inpaintingergebnis, so dass man je nach Wahl des Regularisierungsterms
unterschiedliche Resultate erhält. In der Bildverarbeitung wurden schon einige
solcher Bildmodelle für die Verbesserung von Schärfe, Rauschen und Bildseg-
mentierung vorgeschlagen, die für Inpainting angepasst werden können.

Es ist allerdings nicht jedes Bildmodell gleichermaßen geeignet. Ein Problem ist
beispielsweise, dass bei Rauschen und Unschärfe, die Störungen nur lokal sind
und beim Inpainting unter Umständen große Inpainting-Gebiete rekonstuiert
werden müssen.

Um die Extremstellen des Funktionals J zu bestimmen benötigen wir einen Ab-
leitungsbegriff für Funktionale.

Definition 2.6 (Fréchetableitung, Gradient)
Sei V ein Hilbertraum. Dann heißt eine Abbildung J : V → R Fréchet-differenzierbar,
wenn die Fréchetableitung definiert durch G : V → V ∗ mit

1
‖h‖V

|J(u+ h)− J(u)−G(u)(h)| → 0, für ‖h‖V → 0

existiert sowie linear und stetig ist.

Im Falle V = L2(Ω) ist der Gradient ∇L2J bezüglich des L2-Skalarprodukts definiert
durch

G(u)(h) = 〈∇L2J(u), h〉2 .

Im Falle V = H−1(Ω) ist der Gradient ∇H−1J bezüglich des H−1-Skalarprodukts
definiert durch

G(u)(h) = 〈∇H−1J(u), h〉−1 .
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2.2 Variationelle Methoden

Außerdem erhalten wir mit der Rechnung

〈∇H−1J(u), h〉−1 =
〈
∇∆−1∇H−1J(u),∇∆−1h

〉
2

=
〈
−∆−1∇H−1J(u), h

〉
2

+
∫
∂Ω

∆−1∇H−1J(u)︸ ︷︷ ︸
=0

∇∆−1hdσ

= 〈∇L2J(u), h〉2

eine formale Beziehung ∇H−1J(u) = −∆ (∇L2J(u)), wobei dann ∇L2J ∈ H1
0 (Ω)

gelten muss.

Unter einigen Regularitätsannahmen an den Minimierer u und an das Funk-
tional J löst ein Minimierer die Optimalitätsbedingung, d. h. dass die Fréchet-
Ableitung von J im Punkt u verschwindet. Im Falle B1 = L2(Ω) ist das

−∇R(u) + λ(I − u) = 0 in Ω. (2.7)

Dies entspricht einer stationären partiellen Differentialgleichung.

Eine zeitabhängige Version von (2.7), welche man Gradientenverfahren inter-
pretieren kann. Dabei bezeichnen wir mit u(·, t) die zeitliche Entwicklung eines
Minimierers und suchen Lösungen von

∂tu = −∇R(u) + λ(I − u) in Ω (2.8)

mit einem beliebigen Anfangswert u(·, 0) = u0. Falls es eine Lösung der parti-
ellen Differentialgleichung (2.8) gibt, für die zusätzlich der Grenzwert t → ∞
existiert, dann ist dieser Grenzwert Lösung von (2.7). Eine weitere Klasse von
Inpainting-Verfahren dieser Form ergeben sich nicht als Variationsproblem, son-
dern direkt als Evolutionsgleichung:

∂tu = F (x, u,Du,D2u, · · · ) + λ(I − u), (2.9)

wobei F : Ω× R× R2, · · · → R.
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2 Mathematische Grundlagen

2.3 Beispiele - Segmentierung für Inpainting

Die Erzeugung von zusammenhängenden Regionen durch Zusammenfassung
benachbarter Pixel entsprechend einem bestimmten Homogenitätskriterium be-
zeichnet man als Segmentierung. Als Beispiel für ein Segmentierungsmodell für
Inpainting wird in diesem Abschnitt das Mumford-Shah-Funktional nach [ES02]
vorgestellt. Das Mumford-Shah-Funktional wurde 1989 von David Mumford
und Jayant Shah eingeführt. Es wird für die Segmentierung von Bildern ein-
gesetzt. Das bedeutet, dass die Flächen mit signifikanten Objekten aus dem Bild
extrahiert und mit einer Durchschnittsfarbe gefüllt werden.

Dafür wird das folgende Minimierungsproblem gelöst: Finde für das Eingabe-
bild I ∈ L2(Ω) ein u ∈ L2(Ω) und ein K ⊂ Ω, welches das folgende Funktional
minimiert:

MS(u,K) =
∫

Ω\K
|∇u|2 dx+ β Length(K) + λ0

∫
Ω

(I − u)2 dx, (2.10)

wobei K ⊂ Ω eine Vereinigung von Kurven bezeichnet, die die Kanten des ge-
gebenen Bildes I(x) approximieren, Length(K) das 1-dimensionale Hausdorff-
maß von K bezeichnet, welches die Länge der Menge K misst und λ0, β nicht-
negative Konstanten sind, welche die drei Terme von (2.10) gewichten. Anschau-
lich misst der erste Term die Homogenität der einzelnen Flächen, der zweite
Term die Länge der Ränder der Flächen und der dritte Term den Abstand zum
Originalbild. Bei einem segmentierten Bild sollen alle Größen möglichst klein
sein.

Das Funktional kann für Inpainting Probleme angepasst werden, indem der
letzte modifiziert wird. Hierfür wird die Konstante λ0 durch die Funktion λ =
λ01Ω\D ersetzt, also

MSI(u,K) =
∫

Ω\K
|∇u|2 dx+ β Length(K) +

∫
Ω
λ(x)(I − u)2 dx. (2.11)

Funktionale der Form (2.11) sind schwierig zu behandeln, weil unter anderem
über eine Vereinigung von Kurven minimiert werden soll. Beispielsweise führ-
ten Ambrosio und Tortorelli eine Familie von elliptischen Funktionalen ein, wel-
che das Mumford-Shah Funktional approximiert und deren numerische Behand-
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lung leichter ist.

Als zweites Beispiel führten Esedoglu und Shen eine Variante des Mumford-
Shah-Funktionals (2.11) ein, welche die Krümmung der Kanten einbezieht. Es
hat die Form

MSE(u,K) =
∫

Ω\K
|∇u|2 dx+

∫
K

(
α+ βκ2

)
dσ +

∫
Ω
λ(x)(I − u)2, (2.12)

wobei κ die Krümmung von K bezeichnet. Eine Approximation von (2.12) lau-
tet:

MSEε(u, z) =
∫

Ω

(
z2 |∇u|2 + α

[
ε |∇z|2 + 1

ε
F (z)

]
+β

ε

[
2ε∇z − 1

ε
F ′(z)

]2
dx
)

+
∫

Ω
λ(I − u)2 dx, (2.13)

wobei F (z) das Doppelmuldenpotential F (z) = z2(z − 1)2 bezeichnet. Hier
wird die Funktion z eingeführt, welche die Kanten approximiert. Das Gradi-
entenabstiegsverfahren von (2.13) im Bezug auf das L2-Skalarprodukt ergibt ein
System von gekoppelten Diffusionsgleichungen. Die zusätzlichen Krümmungs-
terme, welche in (2.12) eingeführt wurden, ermöglichen die Kontrolle über die
Kantenrichtungen und Lage der Kanten.

Ein bedeutender Nachteil des zugrundeliegenden Modells ist die Existenz vieler
lokaler Minima. Das hat zur Folge, dass das entsprechende Gradientenabstiegs-
verfahren leicht in einem lokalen Minimum hängen bleiben kann, selbst wenn
robuste, stabile und effiziente Lösungsverfahren eingesetzt werden.

Im nächsten Abschnitt stellen wir das Cahn-Hilliard-Inpainting vor, welches
dem Modell in (2.13) ähnlich, aber numerisch leichter zu behandeln ist.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Die Cahn-Hilliard-Gleichung wurde von John Cahn und John Hilliard 1957 ver-
wendet, um die Phasentrennung von Flüssigkeiten und Festkörpern zu beschrei-
ben. In [BEG07] wird vorgeschlagen, die Cahn-Hilliard-Gleichung als Modell
zum Inpainting von binären Bildern (z. B. Schatten oder Masken) zu verwenden.
Außerdem ist sie verwandt mit dem Esedoglu-Shen-Modell des vorherigen Ab-
schnitts und hat viele Eigenschaften mit dessen Gradientenabstieg gemeinsam.
Der Vorteil ist allerdings die Verfügbarkeit von schnelleren Lösungstechniken
(siehe Abschnitt 3.3).

Natürlich stellt sich die Frage, ob die einfachere Cahn-Hilliard-Gleichung auch
für Inpainting verwendet werden kann. Wir formulieren das Cahn-Hilliard-In-
painting wie folgt:

Sei I ∈ L2(Ω) ein gegebenes binäres Bild auf dem beschränkten, offenen Gebiet
Ω ⊂ R2 mit Lipschitz-Rand und D ⊂ Ω das Inpainting-Gebiet. Wir definieren
u : Ω × R≥0 → [−1, 1] und u(·, t) als die rekonstruierte Version von I zum Zeit-
punkt t ≥ 0 unter der Gleichung

∂tu = ∆
(
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)

)
+ λ(I − u) (3.1)

mit λ = λ01Ω\D und F (u) = (u+ 1)2(u− 1)2 (vgl. Abbildung 3.1).

Die Gleichung (3.1) entspricht der Cahn-Hilliard-Gleichung mit zusätzlichem
Treueterm auf der rechten Seite.

Es ist zu beachten, dass das Cahn-Hilliard-Inpainting kein Gradientenabstiegs-
verfahren eines Funktionals ist, sondern als Superposition von Gradientenab-
stiegsverfahren von zwei verschiedenen Funktionalen interpretiert werden kann.
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Abbildung 3.1: Das Potential F bewirkt, dass u(·, t) im Laufe der Evolution
Funktionswerte nahe an −1 und 1 annimmt.

Die Cahn-Hilliard-Gleichung ist das Gradientenabstiegsverfahren bezüglich des
H-1-Skalarprodukts des Funktionals E1 : H2 → R definiert durch

E1(u) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx (3.2)

welches schon als Teil des Variationsproblemes für das Esedoglu-Shen-Modell
im vorherigen Abschnitt erschienen ist. Den Gradienten kann man mit der La-
grangefunktion von E1 bestimmen. Sie ist gegeben durch

L1(p, s) = ε

2p
2 + 1

ε
F (s),

und damit gilt

∇L2E1(u) = −∇ ·
(
∂L1
∂p

)
(∇u, u) +

(
∂L1
∂s

)
(∇u, u) = −ε∆u+ 1

ε
F ′(u).

Also ist∇H−1E1 gegeben durch

∇H−1E1(u) = −∆∇L2E1(u) = −∆
(
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)

)
. (3.3)

Außerdem ergibt sich der Treueterm aus dem Gradienten des Funktionals E2 :
L2(Ω)→ R definiert durch

E2(u) = 1
2 ‖λ(I − u)‖L2(Ω) . (3.4)
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Mit der Lagrangefunktion

L2(s) = 1
2λ (I − s)2

gilt

∇L2E2(u) = ∂L

∂s
(u) = −λ(u− I). (3.5)

In den folgenden Abschnitten werden einige wichtige Resultate bezüglich der
Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen der Cahn-Hilliard-Inpainting-Glei-
chung (3.1) und die Existenz von schwachen Lösungen im stationären Fall ge-
zeigt.

3.1 Schwache Lösungen im dynamischen Fall

Die Frage zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen für die Cahn-Hilliard-
Inpainting-Gleichung ist eng mit der Lösbarkeit der Cahn-Hilliard-Gleichung
verwandt, die sich für den Fall λ0 = 0 ergibt. Der Unterschied zwischen den
Gleichungen ist der Treueterm, der zusätzlich betrachtet werden muss.

Wir betrachten das zeitabhängige Problem auf einem kompakten Gebiet Ω ⊂ R2

mit dem Inpainting-Gebiet D ⊂ Ω mit Neumann-Randbedingungen, also

∂tu = ∆
(
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)

)
+ λ(I − u) in Ω,

u(0, x) = u0 in Ω,
∂u

∂ν
= ∂∆u

∂ν
= 0 auf ∂Ω.

(3.6)

Wir wollen untersuchen, in welchen Räumen die Lösungen für diese Gleichung
liegen. Zu Beginn definieren wir den Raum

V =
{
f ∈ H2(Ω) : ∂f

∂ν
= 0 auf ∂Ω

}
. (3.7)
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3.1 Schwache Lösungen im dynamischen Fall

Ausgestattet mit dem H2(Ω)-Skalarprodukt ist V ein abgeschlossener Unter-
raum von H2(Ω), denn es gilt für alle fn ⊂ V mit fn → f in H2(Ω)∫

∂Ω
∇fφνdσ =

∫
∂Ω

(∇f −∇fn)φνdσ =
∫

Ω
div ((∇f −∇fn)φ) dx

=
∫

Ω
∇φ(∇f −∇fn) + φ(∆f −∆fn)dx→ 0, ∀φ ∈ C∞(Ω).

Damit ist V auch ein Hilbertraum.

Ein sinnvolles Setting für Lösungen von (3.6) sind die Bochnerräume

L2([0, T ];V ) :=
{
v : [0, T ]→ V, t 7→ v(·, t) :

∫ T

0
‖v(·, t)‖2V dt <∞

}
, (3.8)

C([0, T ];L2(Ω)) :=
{
v : [0, T ]→ L2(Ω), t 7→ v(·, t) : sup

t∈[0,T ]
‖v(·, t)‖2 <∞

}
,

(3.9)

L2([0, T ];V ∗) :=
{
v : [0, T ]→ V ∗, t 7→ v(·, t) :

∫ T

0
‖v(·, t)‖2V ∗ dt <∞

}
.

(3.10)

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, einen schwachen Lösungsbegriff zu formu-
lieren, je nach dem, ob auch die partielle Ableitung nach der Zeit auf die Test-
funktion gelegt wird oder nicht.

Eine schwache Lösung von (3.6) ist definiert durch: Finde u : Ω→ R mit

〈∂tu, v〉+ 〈ε∆u,∆v〉+
〈1
ε
F ′′(u)∇u,∇v

〉
= 〈λ(x)(I − u), v〉 , ∀v ∈ V, (3.11)

wobei wir noch näher bestimmen müssen in welchem Raum u genau liegt.

Lemma 3.1
Klassische Lösungen der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung (3.6) sind auch schwache
Lösungen.

Beweis. Sei u Lösung der Differentialgleichung (3.6). Dann gilt

∂tu+ ∆(ε∆u)−∆1
ε
F ′(u) = λ(I − u) in Ω.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer Funktion v ∈ V und integrieren über
Ω ∫

Ω
∂tuvdx+

∫
Ω

∆(ε∆u)vdx−
∫

Ω
∆1
ε
F ′(u)vdx =

∫
Ω
λ(I − u)vdx.

Mit partieller Integration erhalten wir für den zweiten und dritten Term un-
ter Berücksichtigung der Randbedingungen, die in V enthalten sind, und den
Randbedingungen von (3.6)

∫
Ω

∆(ε∆u)vdx =
∫

Ω
∇ · ∇(ε∆u)vdx = −

∫
Ω
∇(ε∆u)∇vdx+

∫
∂Ω
εv
∂∆u
∂ν

dσ

=
∫

Ω
ε∆u∇ · ∇vdx−

∫
∂Ω
ε∆u∂v

∂ν
dσ =

∫
Ω
ε∆u∆vdx

und

−
∫

Ω
∆1
ε
F ′(u)vdx = −

∫
Ω
∇ · ∇1

ε
F ′(u)vdx

=
∫

Ω
∇
(1
ε
F ′(u)

)
∇vdx−

∫
∂Ω
v∇

(1
ε
F ′(u)

)
· νdσ

=
∫

Ω

1
ε
F ′′(u)∇u∇vdx−

∫
∂Ω
v

1
ε
F ′′(u)∂u

∂ν
dσ

=
∫

Ω

1
ε
F ′′(u)∇u∇vdx.

Insgesamt löst u die Gleichung (3.11).

Man könnte die Gleichung (3.11) als semi-schwache Formulierung bezeichnen,
da die Testfunktionen nur von der Ortsvariablen abhängen. Die Integrale exis-
tieren, wenn I ∈ L2(Ω), ∂t u(·, t) ∈ V ∗(Ω) und u(·, t) ∈ V für t ∈ [0, T ]. Wo-
bei noch zu prüfen ist, ob dann auch das Integral für den nichtlinearen Term〈

1
εF
′′(u)∇u,∇v

〉
endlich ist.

Lemma 3.2
Seien u, v ∈ H2(Ω), dann ist 〈1

ε
F ′′(u)∇u,∇v

〉
<∞.

Beweis. Laut Voraussetzung ist u ∈ H2(Ω) und Ω ⊂ R2 ein kompaktes Gebiet.
Nach der Soboleveinbettung ist H2(Ω) ↪→ C(Ω) stetig. Also ist auch u2 ∈ C(Ω)

22



3.1 Schwache Lösungen im dynamischen Fall

und
∥∥u2∥∥

∞ < ∞. Indem wir die Hölder-Ungleichung zweimal anwenden, er-
halten wir die Abschätzung〈1

ε
F ′′(u)∇u,∇v

〉
=
∫

Ω

1
ε
F ′′(u)∇u∇vdx =

∫
Ω

1
ε

(
12u2 − 4

)
∇u∇vdx

=
∫

Ω

1
ε

(
12u2∇u∇v − 4∇u∇v

)
dx (3.12)

≤ 12
ε

∥∥∥u2
∥∥∥
∞
‖∇u‖2 ‖∇v‖2 + 4

ε
‖∇u‖2 ‖∇v‖2 .

Da alle Normen auf der rechten Seite existieren, ist die Behauptung gezeigt.

Damit haben wir sinnvolle Lösungsräume zu einzelnen Zeitpunkten. Um Lö-
sungsräume für ganz u zu erhalten, betrachten wir die Energieungleichung für
glatte Lösungen. Diese erhalten wir, wenn wir v = u(·, t) in (3.11) einsetzen und
die Zeit integrieren, also erhalten wir mit (3.12)

1
2 ‖u(T )‖2 + ε

∫ T

0
‖∆ u(t)‖2 dt+

∫ T

0

12
ε

∥∥∥u(t)2
∥∥∥
∞
‖∇u(t)‖2 dt

+
∫ T

0
〈λu(t), u(t)〉 dt

≤
∫ T

0
‖u(0)‖2 dt+

∫ T

0
4 ‖∇u(t)‖2 dt+

∫ T

0
〈λu(t), I〉 dt. (3.13)

Die Integrale existieren hier, wenn wir u ∈ L2([0, T ];V ) fordern.

Mit diesem Ergebnis können wir unter bestimmten Voraussetzungen an λ0 zei-
gen, dass für schwache Lösungen u ∈ L2([0, T ];V ) von (3.6) eine höhere Regu-
larität erreicht werden kann. Dafür benötigen wir das folgende Lemma und die
Gronwall-Ungleichung.

Lemma 3.3
Sei u eine schwache Lösung von (3.6), dann existieren Konstanten C > 0, welche nur
abhängig ist von ε, λ0, I , |D| und |Ω|, sowie eine Konstante θ ∈ R, welche nur abhängig
ist von λ0, I , ε mit

1
2∂t

∫
Ω
u2 dx ≤ C − θ

∫
Ω
u2 dx. (3.14)

Außerdem gilt θ(λ0, I, ε) > 0 für λ0 >
16C3

ε2 .
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Beweis. Für den Beweis benötigen wir die folgenden drei Ungleichungen:

1. Es existiert eine Konstante C > 0, so dass ∀δ > 0 gilt:∫
Ω
|∇u|2 dx ≤ δ

∫
Ω

(∆u)2 dx+ C

δ

∫
Ω
u2 dx. (3.15)

Mit partieller Integration und der Youngschen-Ungleichung lässt sich nach-
rechnen:

∫
Ω
|∇u|2 dx =

∣∣∣∣∣∣
∫

Ω
−u∆udx+

∫
∂Ω
u∇u · ν︸ ︷︷ ︸

=0
dx

∣∣∣∣∣∣
≤
∫

Ω
|ε∆u|

∣∣∣∣uε
∣∣∣∣ dx ≤ ε2

2

∫
Ω

(∆u)2 dx+ 1
2ε2

∫
Ω
|u|2 dx.

Die Ungleichung (3.15) folgt mit δ = ε2

2 und C = 1
4 .

2. Es existiert eine Konstante C > 0 mit∫
Ω
u2 dx ≤ C

∫
Ω

∣∣∣∇(u2)
∣∣∣ dx+ C

∫
Ω\D

u2 dx, (3.16)

denn mit der Poincaré-Ungleichung lässt sich nachrechnen:

∫
Ω
u2 dx− |Ω|

|Ω\D|

∫
Ω\D

u2 dx ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣u2 − 1
|Ω\D|

∫
Ω\D

u2 dy
∣∣∣∣∣ dx

≤ Cp
∫

Ω

∣∣∣∇(u2)
∣∣∣ dx.

3. Es existiert eine Konstante C > 0, so dass für alle δ > 0 gilt:∫
Ω

∣∣∣∇(u2)
∣∣∣ dx ≤ α

2

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ C

2α. (3.17)

Denn mit der Hölderungleichung und der Youngschen Ungleichung gilt:

∫
Ω

∣∣∣∇(u2)
∣∣∣ dx =

∫
Ω
|2u∇u| dx ≤ 2

√∫
Ω

1dx
√∫

Ω
|u∇u|2 dx

≤ ε
∫

Ω
u2 |∇u|2 dx+ |Ω|

ε
.

Die Ungleichung (3.17) folgt mit α = ε
2 und C = |Ω|

4 .
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3.1 Schwache Lösungen im dynamischen Fall

Durch Kombination der drei Ungleichungen erhalten wir∫
Ω
|∇u|2 dx ≤ δ

∫
Ω

(∆u)2 dx+ Cα

2δ

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ C

δ

∫
Ω\D

u2 dx+ C

2αδ . (3.18)

Nun können wir die Änderungsrate der L2-Norm der Lösung berechnen und
erhalten mit partieller Integration und der Eigenschaft von F , dass Konstanten
C > 0 und γ > 0 existieren mit F ′′(x) > γx2 − C:

1
2

d
dt

∫
Ω
u2 dx = −ε

∫
Ω

(∆u)2 dx+ 1
ε

∫
Ω
u∆F ′(u)dx+ λ0

∫
Ω\D

u(I − u)dx

= −ε
∫

Ω
(∆u)2 dx− 1

ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx+ λ0

∫
Ω\D

u(I − u)dx

≤ −ε
∫

Ω
(∆u)2 dx− γ

ε

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ C

ε

∫
Ω
|∇u|2 dx

+ λ0

∫
Ω\D

u(I − u)dx.

Außerdem kann man den letzten Term mit der Young-Ungleichung durch

λ0

∫
Ω\D

u(I − u)dx = λ0

∫
Ω\D

uIdx− λ0

∫
Ω\D

u2 dx

≤ λ0
2

∫
Ω\D

I2 dx− λ0
2

∫
Ω\D

u2 dx (3.19)

abschätzen. Mit (3.16) schätzen wir den letzten Term von (3.19) weiter ab und
erhalten insgesamt:

1
2

d
dt

∫
Ω
u2 dx ≤ −ε

∫
Ω

(∆u)2 dx− γ

ε

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ C

ε

∫
Ω
|∇u|2 dx

+ λ0
2

∫
Ω\D

I2 dx+ λ0
2

∫
Ω

∣∣∣∇(u2)
∣∣∣ dx− λ0

2C

∫
Ω
u2 dx.

Nun können wir mit (3.17) und α = δ1 den vorletzten Term und mit (3.18) den
dritten Term abschätzen, wobei wir wieder α = δ1 und δ = δ2 wählen. Insgesamt
erhalten wir:

1
2

d
dt

∫
Ω
u2 dx ≤ −ε

∫
Ω

(∆u)2 dx− γ

ε

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ Cδ2

ε

∫
Ω

(∆u)2 dx

+ Cδ1
2εδ2

∫
Ω\D

u2 |∇u|2 dx+ C

2εδ1δ2
+ C

εδ2

∫
Ω\D

u2 dx+ λ0
2

∫
Ω\D

I2 dx
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

+ λ0δ1
4

∫
Ω
u2 |∇u|2 dx+ Cλ0

4δ1
− λ0

2C

∫
Ω
u2 dx

≤
(
−ε+ Cδ2

ε

)∫
Ω

(∆u)2 dx+
(
−γ
ε

+ Cδ1
2εδ2

+ λ0δ1
4

)∫
Ω
u2 |∇u|2 dx

+
(
C

εδ2
− λ0

2C

)∫
Ω
u2 dx+

(
C

2εδ1δ2
+ λ0

2

∫
Ω\D

I2 dx+ Cλ0
4δ1

)

Wir beobachten:

1. falls Cδ2
ε < ε gilt, sind die Terme mit

∫
Ω(∆u)2 dx insgesamt negativ,

2. falls Cδ1
2εδ2

+ λ0δ1
4 < λ0

ε gilt, sind die Terme mit
∫

Ω u
2 |∇u|2 dx insgesamt

negativ,

3. und falls C
εδ2

< λ0
2C gilt, sind die Terme mit

∫
Ω u

2 dx auch insgesamt negativ.

Wir wählen zuerst δ2 = ε2

8C , dann ist die erste Bedingung erfüllt. Dann wählen
wir δ1 mit 0 < δ1 <

4ε2γ
16C2+λ0ε3 für die zweite Bedingung.

Mit einer den Konstante C(ε, λ0, I, |D| , |Ω|) > 0 und θ(λ0, I, ε) gilt also

1
2

d
dt

∫
Ω
u2 dx ≤ C(ε, λ0, I, |D| , |Ω|)− θ(λ0, I, ε)

∫
Ω
u2 dx.

Unter der Voraussetzung λ0 >
16C3

ε2 erhalten wir sogar ein positives θ > 0.

Lemma 3.4 (Gronwall-Ungleichung)
Sei u differenzierbar und erfülle die Ungleichung

∂tu ≤ g(t)u(t) + h(t) (3.20)

für eine stetige Funktion g und lokal integrierbare Funktion h. Dann gilt die Unglei-
chung

u(t) ≤ u(0)eG(t)) +
∫ t

0
eG(t)−G(s)h(s)ds (3.21)

für

G(t) =
∫ t

0
g(s)ds. (3.22)
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3.1 Schwache Lösungen im dynamischen Fall

Beweis. Setze φ(t) = e−G(t), dann ist

∂t(φu) = u∂tφ+ φ∂tu = −gφu+ φ∂tu ≤ −gφu+ φ(gx+ h) = φh.

Also gilt mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

φ(t)u(t)− φ(0)u(0) ≤
∫ t

0
φ(s)h(s)ds

und mit φ(0) = 1 und nach Division durch φ die Behauptung.

Das Gronwall-Lemma angewandt auf Ungleichung (3.14) liefert uns∫
Ω
u2 dx ≤

(∫
Ω
u2

0 dx− C

θ

)
· e−θt + C

θ
(3.23)

und damit eine a priori Schranke für die L2-Norm von u in jedem endlichen
Zeitintervall [0, T ). Falls λ0 ausreichend groß ist, und damit die Konstante θ >
0, erhalten wir sogar die gleichmäßige Beschränktheit der L2-Norm für unbe-
schränktes t > 0, d. h.

∃M > 0 : ‖u(·, t)‖L2 ≤M, ∀t ≥ 0.

Also ist supt∈[0,T ] ‖v(·, t)‖2 <∞ und damit

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)). (3.24)

Satz 3.5 (Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Lösungen)
Für alle u0 ∈ L2(Ω) und alle T > 0 hat das Anfangswertproblem (3.6) genau eine
schwache Lösung

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];V ).

Beweis. In [Tem88, Theorem 4.3. (S. 155)] hat Temam die Existenz und Eindeu-
tigkeit von schwachen Lösungen für die gewöhnliche Cahn-Hilliard-Gleichung,
also für den Fall λ0 = 0, gezeigt. Der Beweis von Satz 3.5 verläuft analog zu
diesem und wird hier nur skizzenhaft für das Inpainting-Problem angepasst.

Die Existenz hat Temam mit der Faedo-Galerkin-Methode bewiesen. Analog da-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

zu wird die Gleichung (3.6) in einen linearen Operator A : V → L2(Ω) mit

〈Au, v〉 = a(u, v) = 〈ε∆u,∆v〉

und einen nichtlinearen Operator B : V → L2(Ω) mit

〈B(u), v〉 = b(u, v) =
〈1
ε
F ′′(u)∇u,∇v

〉
+ 〈λu, v〉

aufgeteilt. Die Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung kann man nun mit

∂tu+Au+B(u) = f

für ein geeignetes f ∈ L2 in der Operatorschreibweise darstellen. Man bemerke,
dass im Vergleich zu [Tem88] nur B leicht verändert ist.

Die Faedo-Galerkin-Methode basiert darauf Lösungen in endlich-dimensiona-
len Unterräumen zu finden, die von Eigenfunktionen von A aufgespannt wer-
den. Seien dafür µ1 ≥ µ2 ≥ ... die Eigenwerte von A mit den dazugehörigen
Eigenfunktionen wi. Wir suchen nach Funktionen

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi,

definiert als Lösung von〈∂tum, wj〉+ a(um, wj) + b(um, wj) = 〈f, wj〉 , ∀j = 1, . . . ,m

um(0) = Pmu0,

wobei Pm die Projektion von V auf span {wj : j = 1, . . . ,m} bezeichnet. Dies
ist ein System von m gewöhnlichen Differentialgleichungen für die Funktionen
gjm(t). Die Existenz und Eindeutigkeit für die Funktionen gjm(t) und somit auch
für um erhalten wir mit dem Satz von Picard-Lindelöf aufgrund der Lipschitz-
Stetigkeit der rechten Seite. Dies ist wiederum äquivalent zu

∂tum +Aum + PmB(um) = Pmf. (3.25)
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Weiter gilt Gleichung (3.24) genauso auch für um. Daher ist

um ∈ L∞([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2([0, T ];V ).

Außerdem bleibt ∂tum beschränkt in L2([0, T ];V ∗). Wie in [Tem88] kann mit-
hilfe eines Kompaktheitsarguments gezeigt werden, dass um gegen eine schwa-
che Lösung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung konvergiert. Hiermit ist die
Existenz gezeigt.

Für die Eindeutigkeit verweisen wir auf die Literatur [Tem88, Theorem 4.3. (S.
155)].

3.2 Schwache Lösungen im stationären Fall

In diesem Abschnitt soll die Existenz von schwachen Lösungen der stationären
Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung gezeigt werden. Sei wieder Ω ⊂ R2 ein
beschränktes, offenes Gebiet mit Liptschitz-Rand und D ⊂ Ω das Inpainting-
Gebiet. Im Gegensatz zum dynamischen Fall verschwindet für die stationäre
Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung die Zeitableitung, also

0 = −∆
(
ε∆u− 1

ε
F ′(u)

)
+ λ(I − u) in Ω,

wobei wieder λ = λ01Ω\D und F (u) = (u+ 1)2(u− 1)2.

Um eine Existenzaussage zu Lösungen der stationären Gleichung zu treffen, wä-
re eine Möglichkeit sie als Optimalitätsbedingung eines Funktionals über einem
passenden Hilbertraum darzustellen. Dies ist für die Cahn-Hilliard-Inpainting-
Gleichung aber vermutlich nicht möglich.

Im Folgenden zeigen wir die Existenz von stationären Lösungen mit Dirichlet-
Randbedingungen mit Hilfe eines Fixpunktarguments. Dazu wollen wir zuerst
das Problem formulieren, welches wir untersuchen wollen.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

3.2.1 Mathematischer Rahmen

Wir untersuchen die stationäre Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung mit Dirich-
let-Randbedingungen, also sie wieder Ω ⊂ R ein beschränktes Lipschutz-Gebiet
und D ⊂ Ω das Inpainting-Gebiet. Wir suchen Lösungen u : Ω→ R der partiel-
len Differentialgleichung

0 = −∆
(
ε∆u− 1

ε
F ′(u)

)
+ λ(I − u) in Ω,

u = I, −ε∆u+ 1
ε
F ′(u) = 0 auf ∂Ω

(3.26)

mit λ = 1Ω\Dλ0, λ0 > 0 und ε > 0. Außerdem nehmen wir an, dass I ∈ L2(Ω)
in einer kleinen Umgebung von ∂Ω konstant ist.

Die schwache Formulierung von (3.26) sei:

Finde u ∈ H :=
{
u ∈ H1(Ω), u|∂Ω = I|∂Ω

}
mit

〈ε∇u,∇φ〉 −
〈1
ε
F ′(u),∆φ

〉
− 〈λ(x)(I − u), φ〉−1 = 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (3.27)

Eine Lösung der schwachen Formulierung (3.27) heißt auch schwache Lösung
von (3.26).

Lemma 3.6
Ausreichend glatte Lösungen der schwachen Formulierung (3.27) lösen das stationäre
Cahn-Hilliard-Inpainting-Problem (3.26).

Beweis. Wir starten mit der schwachen Formulierung (3.27) und wenden parti-
elle Integration an. Wir erhalten∫

Ω
−ε∆u+1

ε
F ′(u)−

(
∆−1λ01Ω\D (I − u)

)
φdx

−
∫
∂Ω

∆−1
(
λ01Ω\D (I − u)

)
∇∆−1φνdσ = 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (3.28)

Für die dichte Teilmenge H̄ = H1
0 (Ω) ∩

{
∇∆−1φ · ν = 0 auf ∂Ω

}
verschwindet

das zweite Integral. Also muss auch das erste Integral Null sein für alle φ ∈ H̄
und aufgrund der Dichtheit von H̄ in H1

0 (Ω) folgt dies sogar für alle φ ∈ H1
0 (Ω).
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Wegen (3.28) ist dann auch das erste Integral Null und wir erhalten das System
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)−

(
∆−1λ01Ω\D (I − u)

)
= 0 in Ω,

∆−1
(
λ01Ω\D (I − u)

)
= 0 auf ∂Ω.

Mit der Definition von ∆−1, den Randbedingungen des Lösungsraums der schwa-
chen Formulierung und unter der Annahme ausreichender Regularität ist u Lö-
sung von


−∆

(
ε∆u− 1

ε
F ′(u)

)
+
(
λ01Ω\D (I − u)

)
= 0 in Ω,

∆−1
(
λ01Ω\D (I − u)

)
= −ε∆u+ 1

ε
F ′(u) = 0 auf ∂Ω,

u = I auf ∂Ω.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Um die Existenz einer stationären Lösung zu zeigen, verwenden wir einen Fix-
punktansatz. Dazu betrachten wir das Hilfsproblem

1
τ

∆−1(u− v) = ε∆u− 1
ε
F ′(u) + ∆−1 (λ(I − u) + (λ0 − λ)(v − u)) in Ω,

∆−1
(1
τ

(u− v)− λ(I − u)− (λ0 − λ)(v − u)
)

= 0 auf ∂Ω

u = I auf ∂Ω
(3.29)

mit dem Parameter τ > 0. Die schwache Formulierung davon ist definiert durch:
Finde u ∈ H mit〈1

τ
(u− v), φ

〉
−1

+ 〈ε∇u,∇φ〉+
〈1
ε
F ′(u), φ

〉
− 〈λ(I − u) + (λ0 − λ)(v − u), φ〉−1 = 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω).
(3.30)

Eine Lösung u ∈ H davon nennt man auch schwache Lösung von (3.29). Die
Integrale konvergieren für v ∈ L2(Ω). Wir bezeichnen den Lösungsoperator mit
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Ā : L2(Ω)→ H und definieren mit dem Einrettungsoperator I : H1(Ω)→ L2(Ω)

A : L2(Ω)→ L2(Ω) : v 7→ A(v) = I · Ā(v) = u.

Nun zeigen wir, unter welchen Voraussetzungen der Operator A wohldefiniert
ist.

3.2.2 Existenz und Eindeutigkeit des Hilfsproblems

Wir wollen nun zeigen, dass das Hilfsproblem eine eindeutige Lösung besitzt.
Für den Beweis verwenden wir die variationelle Formulierung von (3.29), d. h.
wir betrachten das Minimierungsproblem:

Finde u ∈ H , welches für festes v ∈ L2(Ω) das Funktional Jεv → R mit

Jεv (u) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx

+ 1
2τ ‖u− v‖

2
−1 + 1

2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1 , (3.31)

wobei λ = λ01Ω\D, λ0 > 0 und ε > 0 gilt, minimiert. Das Funktional Jεv hat
einige schöne Eigenschaften, die wir nachfolgend zeigen.

Zuerst zeigen wir, dass der Minimierer von Jε tatsächlich schwache Lösung des
Hilfsproblem ist.

Lemma 3.7
Der Minimierer von Jε löst die schwache Formulierung des Hilfsproblems (3.30) und
bei genügend glatter Lösung das Hilfsproblem (3.29).

Beweis. Wir berechnen für eine beliebige Testfunktion φ ∈ H1
0 (Ω) und δ ∈ R die

erste Variation von Jεv , d. h.

d
dδJ

ε
v (u+ δφ) . (3.32)
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Diese muss Null sein für alle φ ∈ H1
0 (Ω), falls δ → 0 und u ein Minimierer ist.

Wir erhalten die schwache Formulierung wie in Gleichung (3.30)

〈ε∇u,∇φ〉2 +
〈1
ε
F ′(u), φ

〉
2

+
〈1
τ

(u− v) + λ0u− λI − (λ0 − λ)v, φ
〉
−1

= 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Durch partielle Integration, angewandt auf den ersten Term, gilt außerdem〈
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)−∆−1

(1
τ

(u− v) + λ0u− λI − (λ0 − λ)v)
)
, φ

〉
2

+
∫
∂Ω
ε∇uφ · νdσ = 0.

Das Randintegral verschwindet wegen den Null-Randbedingungen von φ ∈
H1

0 (Ω). Aufgrund der Randbedingung von H ist auch die Randbedingung der
Differentialgleichung u = f auf ∂Ω erfüllt. Somit löst u, ausreichende Regulari-
tät vorausgesetzt, das klassische Hilfsproblem.

Definition 3.8
Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Ein Funktional f auf X heißt koerziv, falls für alle
Folgen (xn)n∈N ⊂ X mit lim

n→∞
‖xn‖ = +∞ gilt, dass

lim
n→∞

f(xn) = +∞.

Lemma 3.9
Das Funktional Jεv ist koerziv in u.

Beweis. Mit der der binomischen Formel gilt für alle a ∈ R

0 ≤ (a− 1)2 = a2 − 2a+ 1⇒ a2 ≥ 2a− 1.

Damit gilt mit a = u2 − 1 für die das Potential

F (u) = (u+ 1)2(u− 1)2 = (u2 − 1)2 ≥ 2u2 − 3.

Außerdem gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Youngschen-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Ungleichung mit δ = 1
2

‖a− b‖2 ≥ (‖a‖ − ‖b‖)2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2 ‖a‖ ‖b‖

≥ ‖a‖2 + ‖b‖2 − δ ‖a‖2 − 1
δ
‖b‖2 = 1

2 ‖a‖
2 − ‖b‖2

Weiter können wir damit das Funktional Jεv nach unten abschätzen, also gilt

Jεv (u) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx+ 1

2τ ‖u− v‖
2
−1

+ 1
2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1

≥ ε

2 ‖∇u‖
2 + 2

ε
‖u‖2 − 3 |Ω|

ε
+ 1

2τ

(1
2 ‖u‖

2
−1 −

1
2 ‖v‖

2
−1

)
+ 1

2

(
λ0
2 ‖u‖

2
−1 −

1
2 ‖λI − (λ0 − λ)v‖−1

)
≥ ε

2 ‖∇u‖
2 + 2

ε
‖u‖2 +

(
λ0
4 + 1

4τ

)
‖u‖2−1 − C(v, f, λ0, ε,Ω, D).

Also ist Jεv koerziv.

Definition 3.10
Sei X ein normierter Raum. Das Funktional J : X → R heißt schwach unterhalbstetig,
wenn für alle schwach konvergenten Folgen xn ⊂ X mit Grenzwert x ∈ X gilt, dass

J(x) ≤ lim inf
n→∞

J(xn).

Lemma 3.11
Das Funktional Jεv ist schwach unterhalbstetig.

Beweis. Sei un ⇀ u eine schwach konvergente Folge. Wir teilen die Folge Jεv (un)
in drei Teile auf.

an = J1(un) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx,

bn = J2(un) = 1
2τ ‖u− v‖

2
−1 ,

cn = J3(un) = 1
2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1 .
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3.2 Schwache Lösungen im stationären Fall

Der Raum H1 ist kompakt in L2 eingebettet. Daraus folgt, dass es eine Teilfolge
gibt mit un → u in L2(Ω). Außerdem gilt, falls limn→∞(bn + cn) existiert,

lim inf
n→∞

(an + bn + cn) = lim inf
n→∞

an + lim
n→∞

(bn + cn).

Sei f = 1
λ0

(λI + (λ0 − λ)v). Wir zeigen nun die Konvergenz von cn, d. h. es gilt

‖un − f‖2−1 → ‖u− f‖
2
−1 , bzw.〈

∆−1(un − f), un − f
〉
→
〈

∆−1(u− f), u− f
〉
.

Wir betrachten dazu die Differenz der Skalarprodukte und erhalten∣∣∣〈∆−1(un − f), un − f
〉
−
〈

∆−1(u− f), u− f
〉∣∣∣

=
∣∣∣〈∆−1(un − u), un − f

〉
−
〈

∆−1(u− f), un − u
〉∣∣∣

≤
∣∣∣〈∆−1(un − u), un − f

〉∣∣∣+ ∣∣∣〈∆−1(u− f), un − u
〉∣∣∣

≤ ‖un − u‖
∥∥∥∆−1un − f

∥∥∥+ ‖un − u‖
∥∥∥∆−1u− f

∥∥∥ .
Der Operator ∆−1 : H−1(Ω)→ H1

0 (Ω) ist linear und stetig, d. h.∥∥∥∆−1w
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∆−1

∥∥∥ ‖w‖ ,∀ w ∈ H−1(Ω).

Also gilt weiter∣∣∣〈∆−1(un − f), un − f
〉
−
〈

∆−1(u− f), u− f
〉∣∣∣

≤ ‖un − u‖
∥∥∥∆−1

∥∥∥ ‖un − f‖+ ‖un − u‖
∥∥∥∆−1

∥∥∥ ‖u− f‖ → 0 für n→∞.

Analog lässt sich die Konvergenz von bn zeigen. Das Funktional J1 ist schwach
unterhalbstetig, was zum einen aus der schwachen Unterhalbstetikeit des Di-
richlet-Integrals

∫
Ω |∇u|

2 dx und zum anderen aus der Stetigkeit von F nach der
Anwendung des Lemmas von Fatou folgt. Es gilt dann∫

Ω

1
ε
F (u)dx =

∫
Ω

1
ε
F (lim inf

n→∞
un)dx =

∫
Ω

lim inf
n→∞

1
ε
F (un)dx

≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

1
ε
F (un)dx.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wir erhalten insgesamt

Jεv (u) = J1(u) + J2(u) + J3(u)

≤ lim inf
n→∞

J1(un) + lim
n→∞

(J2(un) + J3(un)) = lim inf
n→∞

Jεv (un).

Definition 3.12
Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Ein Funktional f auf X heißt strikt konvex, wenn
für alle x, y ∈ H gilt

Jεv (αx+ (1− α)y) < αJεv ((x) + (1− α)Jεv (y)).

Lemma 3.13
Das Funktional

Jεv (u) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx+ 1

2τ ‖u− v‖
2
−1 + λ0

2 ‖u− f‖
2
−1

ist strikt konvex für τ ≤ ε3

C2 und λ0 > 0 und ε > 0, wobei C eine positive Konstante
ist.

Beweis. Wir zeigen für jedes a, b ∈ H1(Ω), dass gilt

Jεv (a) + Jεv (b)− 2Jεv
(
a+ b

2

)
> 0.

Für die Funktion F existiert eine Konstante C > 0 für die gilt

F (a) + F (b)− 2F
(
a+ b

2

)
> −C(a− b)2.

Diesen Zusammenhang erhalten wir mit dem Differenzenquotienten für die 2.
Ableitung F ′′(u) = 12u2 − 4 von F , also

F (x+ h)− 2F (x) + F (x− h)
h2 = F ′′(x) +O(∆x2). (3.33)
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3.2 Schwache Lösungen im stationären Fall

An der Stelle x = a+b
2 und der Schrittweite h = a−b

2 ergibt sich für a 6= b

F (a) + F (b)− 2F (a+b
2 )(

a−b
2

)2 = 12(a− b)2 − 4 +O
((

a− b
2

)2)
> −4 (3.34)

⇔ F (a) + F (b)− 2F
(
a+ b

2

)
> −(a− b)2. (3.35)

In unserem Fall ist also C = 1. Außerdem gilt für a, b ∈ R

a2 + b2 − 1
2(a+ b)2 = a2 + b2 −

(
a2

2 + ab+ b2

2

)
= a2

2 − ab+ b2

2 = 2(a+ b)2.

Mit u = a−b erhalten wir mittels quadratischer Ergänzung und der Ungleichung
‖u‖22 ≥ ‖u‖−1 ‖u‖1 die Abschätzung

Jεv (a) + Jεv (b)− 2Jεv (a+ b

2 ) > ε

4 ‖u‖
2
1 +

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖2−1 −

C

ε
‖u‖22

= ε

4 ‖u‖
2
1 +

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖2−1 − 2

√
ε

4

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖−1 ‖u‖1

− C

ε
‖u‖22 + 2

√
ε

4

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖−1 ‖u‖1

≥
(√

ε

4 ‖u‖1 −
√

1
4τ ‖u‖−1

)2

− C

ε
‖u‖22 + 2

√
ε

4

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖22

≥ −C
ε
‖u‖22 + 2

√
ε

4

( 1
4τ + λ0

4

)
‖u‖22 .

Das ist größer als Null, wenn

2
√
ε

4

( 1
4τ + λ0

4

)
≥ C

ε
⇔ ε3

(
λ0 + 1

τ

)
> C2

gilt. Dies ist wegen den Voraussetzungen τ ≤ ε3

C2 , ε > 0 und λ0 > 0 erfüllt, denn
es gilt

C2 > ε3
(
λ0 + 1

τ

)
> ε3λ0 + C2 ⇔ 0 ≤ ε3λ0

Insgesamt ist Jεv also strikt konvex.

Satz 3.14 (Existenz und Eindeutigkeit eines Minimierers für Jεv )
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Das Funktional Jεv besitzt genau einen Minimierer für τ ≤ ε3

C2 , wobei C eine positive
Konstante ist, die nur von |Ω| , |D| und F abhängt.

Beweis. Sei un ⊂ H eine minimierende Folge von Jεv , d. h.

Jεv (un)→ j := inf
v∈ H1(Ω)

Jεv (v) ≤ J(0) <∞.

Wegen Lemma 3.9 ist Jεv koerziv. Wir zeigen durch einen Widerspruch, dass die
minimierende Folge un beschränkt ist: Wir nehmen an, dass un unbeschränkt ist.
Es gilt also ‖un‖ → ∞. Wegen der Koerzivität gilt dann Jεv (un) → ∞. Das steht
im Widerspruch zu j <∞. Also ist un wirklich beschränkt.

Wegen der Reflexivität von L2(Ω) besitzt un eine schwach konvergente Teilfolge
mit Grenzwert unk

⇀ u∗. Nun nutzen wir die schwache Unterhalbstetigkeit von
Jεv nach Lemma 3.11 aus. Es gilt

Jεv (u∗) ≤ lim inf
n→∞

Jεv (un) = j.

Weil j als das Infimum von Jεv definiert ist kann es nicht sein, dass J(u∗) < j

gilt, also ist J(u∗) = j und u∗ ein Minimierer. Es bleibt die Eindeutigkeit zu
zeigen. Seien dafür u und v Minimierer. Dann gilt wegen Lemma 3.13 für die
Konvexkombinationen

Jεv (u+ (1− α)v) < αJεv (u) + (1− α)Jεv (v) = j.

Also ist beispielsweise Jεv (uM ) < j, uM = 1
2(u + v). Dies steht im Widerspruch

zu j = infv∈ H1(Ω) J
ε
v (v).

Proposition 3.15 (Existenz und Eindeutigkeit des Hilfsproblems)
Das Hilfsproblem (3.29) hat eine schwache Lösung in H1(Ω) für τ ≤ ε3

C2 , wobei C eine
positive Konstante ist, die nur von |Ω| , |D| und F abhängt.

Beweis. Das Funktional Jεv hat nach Satz 3.14 einen eindeutigen Minimierer, der
nach Lemma 3.7 eine schwache Lösung von (3.29) ist.
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3.2 Schwache Lösungen im stationären Fall

3.2.3 Fixpunktstrategie

Im Folgenden verwenden wir ein Fixpunktargument, um die Existenz einer Lö-
sung der stationären Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung zu zeigen. Dafür zei-
gen wir die Existenz eines Fixpunktes des Hilfsproblems aus dem vorherigen
Abschnitt mit dem Fixpunktsatz von Schauder, welcher eine Lösung der Cahn-
Hilliard-Gleichung liefert.

Satz 3.16 (Fixpunktsatz von Schauder)
Sei M eine konvexe, abgeschlossene und nichtleere Teilmenge eines Banachraums X
und ist A : M →M stetig, so besitzt A wenigstens einen Fixpunkt, falls A(M) relativ
kompakt ist.

Beweis. Ein Beweis findet sich beispielsweise in [Col13, S. 355]

Lemma 3.17
Sei A : L2(Ω) → L2(Ω) der Lösungsoperator zum Hilfsproblem (3.29), dann gilt für
v ∈ L2(Ω) und u = A(v) die Ungleichung

‖A(v)‖22 = ‖u‖22 ≤ β ‖v‖
2
2 + α (3.36)

für Konstanten α > 0, 0 ≤ β < 1 und |D| < |Ω|
2 .

Außerdem ist die Lösung u ∈ H1(Ω).

Beweis. Nehmen wir für den Anfang zusätzlich an, dass ∇u,∆u ∈ L2(Ω). Dann
multiplizieren wir (3.29) mit ∆u und integrieren über Ω. Mit

w := 1
τ

(u− v)− λ(I − u)− (λ0 − λ)(v − u) = 1
τ

(u− v)− λ(I − v)− λ0(v − u)

erhalten wir

−
∫

Ω
∆u∆−1wdx = −ε 〈∆u,∆u〉2 + 1

ε

∫
Ω
F ′(u)∆udx.

Nach partieller Integration erhalten wir∫
Ω
uwdx−

∫
∂Ω

[
∇u · ν

(
∆−1w + 1

ε
F ′(u)− u∇

(
∆−1w

))
ν

]
dσ
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

= −ε ‖∆u‖22 −
1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx.

Durch das Einsetzen der Randbedingung ∆−1w|∂Ω = 0 und unter Verwendung
der Annahme, dass I in einer Umgebung von ∂Ω konstant ist, gilt u = I = f1

und F ′(u) = F ′(I) = f2 mit Konstanten f1 und f2. Daraus ergibt sich∫
Ω
uwdx−

∫
∂Ω

[
f2
ε
∇u · ν − f1∇

(
∆−1w

)
ν

]
dσ

= −ε ‖∆u‖22 −
1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx.

Mit dem Satz von Gauß für die Randintegrale erhalten wir∫
Ω
uwdx = −ε ‖∆u‖22 −

1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∆u|2 dx+ f2

ε

∫
Ω

∆udx+ f1

∫
Ω
wdx.

Mit der Young-Ungleichung gilt für die letzten beiden Terme

f2
ε

∫
Ω

∆udx+ f1

∫
Ω
wdx ≤ δ

2
f2
ε
‖∆u‖22 + δ

2f1 ‖w‖22 +
(
f2
2δε + f1

2δ

)
|Ω| ,

für eine Konstante δ > 0 und mit C = C(f1, f2, ε, |Ω| , δ)∫
Ω
uwdx ≤

(
f2δ

2ε − ε
)
‖∆u‖22 −

1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx+ f1

2 δ ‖w‖
2
2 + C.

Durch das Einsetzen der Definition vonw auf der linken Seite erhalten wir dann∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ

2ε − ε
)
‖∆u‖22 −

1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx+ f1δ

2 ‖w‖
2
2

+λ0

(∫
Ω\D

u(I − u)dx+
∫
D
u(v − u)dx

)
+ C.

Nun wenden wir die Abschätzung (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) auf ‖w‖22 an.

Mit w =
(

1
τ + λ0

)
u−

(
1
τ + λ0 − λ

)
v − λf und (λ0 − λ) ≤ λ0 erhalten wir

‖w‖22 =
∥∥∥∥(1
τ

+ λ0

)
u−

(1
τ

+ λ0 − λ
)
v − λI

∥∥∥∥2

2

≤2
(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 2

∥∥∥∥(1
τ

+ λ0 − λ
)
v − λI

∥∥∥∥2

2
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≤2
(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 4

(1
τ

+ λ0 − λ
)2
‖v‖22 + 4 ‖λI‖22

≤2
(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 4

(1
τ

+ λ0

)2
‖v‖22 + C(λ, I)

und damit insgesamt mit C = C(I, f1, f2, |D| , |Ω| , ε, δ, δ2)∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ

2ε − ε
)
‖∆u‖22 −

1
ε

∫
Ω
F ′′(u) |∇u|2 dx

+ f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖v‖22

+ λ0

(∫
Ω\D

u(I − u)dx+
∫
D
u(v − u)dx

)
+ C.

Mit F ′′(u) ≥ C1u
2 − C2 für Konstanten C1, C2 > 0 und mit der Young-Unglei-

chung auf die beiden letzten Terme erhalten wir mit den Konstanten δ1, δ2 > 0∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ

2ε − ε
)
‖∆u‖22 −

C1
ε
‖u |∇u|‖22 + C2

ε
‖∇u‖22

+ f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖v‖22

+ λ0

[
−
(

1− δ2
2

)∫
Ω\D

u2 dx+
(
δ1
2 − 1

)∫
D
u2 dx+ 1

2δ1

∫
D
v2 d

]
+ C

und für δ1 = 2, δ2 = 1 und C = C(I, f1, f2, |D| , |Ω| , ε, δ)∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ

2ε − ε
)
‖∆u‖22 −

C1
ε
‖u |∇u|‖22 + C2

ε
‖∇u‖22

+ f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖u‖22 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
‖v‖22 (3.37)

+ λ0

[
−1

2

∫
Ω\D

u2 dx+ 1
4

∫
D
v2 dx

]
+ C.

Nun benötigen wir die Ungleichung (3.18) in der Form

‖∇u‖22 ≤ δ3 ‖∆u‖22 + C3α

2δ3
‖u |∇u|‖22 + C3

δ3

∫
Ω\D

u2 dx+ C4
2αδ3
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und wenden sie auf (3.37) an. Wir erhalten∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ + 2C2δ3

2ε − ε
)
‖∆u‖22 +

(
αC2C3
2δ3ε

− C1
ε

)
‖u |∇u|‖22

+
(
f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
+ C2C3

εδ3

)
‖u‖22

+
(
λ0
4 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
)
‖v‖22 −

1
2

∫
Ω\D

u2 dx+ C.

Den letzten Term schätzen wir mit der Ungleichung (3.16) ab. Es gilt also für
Cp > 0

−
∫

Ω\D
u2 dx ≤ Cp

∥∥∥∇(u2)
∥∥∥2

2
− |Ω\D|
|Ω| ‖u‖

2
2

und mit Ungleichung (3.17)

−
∫

Ω\D
u2 dx ≤ Cp

α2
2 ‖u |∇u|‖

2
2 −
|Ω\D|
|Ω| ‖u‖

2
2 + C.

Insgesamt erhalte wir also∫
Ω
u

1
τ

(u− v)dx ≤
(
f2δ + 2C2δ3

2ε − ε
)
‖∆u‖22

+
(
αC2C3
2δ3ε

+ Cpα

2 − C1
ε

)
‖u |∇u|‖22

+
(
f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
+ C2C3

εδ3
− |Ω\D|
|Ω|

)
‖u‖22

+
(
λ0
4 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
)
‖v‖22 + C. (3.38)

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Young-Ungleichung können wir
die linke Seite nach unten abschätzen, denn es gilt∫

Ω
u

1
τ

(u− v)dx = 1
τ

(
‖u‖22 −

∫
Ω
uvdx

)
≥ 1
τ

(
‖u‖22 − ‖u‖2 ‖v‖2

)
≥ 1
τ

(
‖u‖22 −

(
‖u‖22

2 + ‖v‖
2
2

2

))
= ‖u‖

2
2

2τ −
‖v‖22
2τ ,
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und damit

‖u‖22
2τ −

‖v‖22
2τ ≤

(
f2δ + 2C2δ3

2ε − ε
)
‖∆u‖22 +

(
αC2C3
2δ3ε

+ Cpα

2 − C1
ε

)
‖u |∇u|‖22

+
(
f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
+ C2C3

εδ3
− |Ω\D|
|Ω|

)
‖u‖22

+
(
λ0
4 + 2f1δ

(1
τ

+ λ0

)2
)
‖v‖22 + C. (3.39)

Nun wählen wir δ3 <
(
2ε2 − f2δ

)
/2C2 und α, α2, δ klein genug, damit die ersten

beiden Terme auf der rechten Seite kleiner als Null werden und wir die Terme
mit f1 vernachlässigen können. Damit gilt insgesamt

( 1
2τ + |Ω\D|λ0

2 |Ω| − C2C3C4
ε3

)
‖u‖22 −

(
f2δ + 2C2δ3

2ε − ε
)
‖∆u‖22

≤
( 1

2τ + λ0
4

)
‖v‖22 + C (3.40)

bzw. ( 1
2τ + |Ω\D|λ0

2 |Ω| − C2C3C4
ε3

)
‖u‖22 ≤

( 1
2τ + λ0

4

)
‖v‖22 + C.

Also erhalten wir nach Division durch den linken Koeffizienten

‖u‖22 ≤

(
1
2τ + λ0

4

)
(

1
2τ + |Ω\D|λ0

2|Ω| −
C2C3C4

ε3

) ‖v‖22 + C.

Mit |D| < 2 |Ω| gibt es eine Konstante 0 < δ̃ < 1, so dass gilt λ0|Ω\D|
2|Ω| = λ0

1−δ̃ .
Damit der Term vor ‖v‖22 kleiner als Eins ist, muss also gelten

λ0

4− δ̃
>
λ0
4 + C2C3C4

ε3 .

Aufgelöst nach λ0 erhalten wir die Bedingung

λ0 >
4C2C3C4(4− δ̃)

δ̃ε3 = C̃

ε3 .

Es bleibt noch u ∈ H1(Ω) zu zeigen.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wegen Ungleichung (3.41) gilt außerdem

−
(
f2δ + 2C2δ3

2ε − ε
)
‖∆u‖22 ≤

( 1
2τ + λ0

4

)
‖v‖22 + C. (3.41)

Damit ist ‖∆u‖22 beschränkt und mit Ungleichung (3.15) auch ‖∇u‖22. Damit ist
die Behauptung gezeigt.

Wir wollen den Satz von Schauder anwenden. Dazu benötigen wir zunächst
eine geeignete Menge K, auf der der Operator A eine Selbstabbildung ist. Bei-
spielsweise ist

K = B(0,M) = {u ∈ L2(Ω): ‖u‖2 ≤M}

mit α
1−β ≤M

2 geeignet, denn es gilt dann für v ∈ K

‖A(v)‖22 = ‖u‖22 ≤ β ‖v‖
2
2 + α ≤ αβ

1− β + α(1− β)
1− β = α

1− β ≤M
2, ∀v ∈ K.

Lemma 3.18
Sei A wie in Lemma 3.17, dann ist A kompakt und stetig.

Beweis. Im Beweis von Lemma 3.17 haben wir gezeigt, dass der Operator A auf
H1(Ω) abbildet. Es gilt also A : L2(Ω) → H1(Ω) ↪→ L2(Ω). Nach dem Einbet-
tungssatz von Sobolev ist der Einbettungsoperator I : H1(Ω)→ L2(Ω) kompakt
und darum auch A.

Es bleibt die Stetigkeit zu zeigen. Sei vk → v in L2(Ω), dann ist A(vk) = uk

beschränkt in H1(Ω), und es gibt eine schwach konvergente Teilfolge ukj
→ u

in H1(Ω). Aufgrund der Kompaktheit von I gibt es eine schwach konvergente
Teilfolge von ukj

, welche stark in L2(Ω) konvergiert, also ukj
→ u in L2(Ω). Es

bleibt zu zeigen, dass u der Einzige Häufungspunkt von uk ist.

Nach Konstruktion erfüllen die Folgen uk und vk die Bedingung

〈ε∇uk,∇φ〉+
〈1
ε
F ′(uk), φ

〉
+
〈1
τ

(uk − vk) + λ0uk − λI − (λ0 − λ)vk, φ
〉
−1

= 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).
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3.2 Schwache Lösungen im stationären Fall

Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Stetigkeit von F gilt dies
auch für die Grenzwerte u und v, d. h. es gilt

〈ε∇u,∇φ〉+
〈1
ε
F ′(u), φ

〉
+
〈1
τ

(u− v) + λ0u− λI − (λ0 − λ)v, φ
〉
−1

= 0, ∀φ ∈ H1
0 (Ω).

Damit ist u unter der Voraussetzung τ < C
ε2 eine schwache Lösung von (3.29).

Damit liefert der Operator A eine eindeutige Lösung. Es gilt also A(v) = u.
Damit ist A stetig.

Satz 3.19 (Existenz eines Fixpunkts für das Hilfsproblem)
Sei A : L2(Ω) → L2(Ω), A(u) = v. Wobei u ∈ H1(Ω) die schwache Lösung des
Hilfsproblems ist. Dann hat A einen Fixpunkt u∗ ∈ H1(Ω), falls τ ≤ ε3

C2 und λ0 ≥ C
ε3

für eine positive Konstante C, die nur von |Ω| , |D| und F abhängt.

Beweis. Der Operator A|K ist eine Selbstabbildung. Weiter ist K als abgeschlos-
sener Ball konvex und abgeschlossen. Wegen der Kompaktheit von A ist A(K)
relativ kompakt. Mit der Stetigkeit von A sind die Voraussetzungen des Fix-
punktsatzes von Schauder erfüllt. Es gibt also einen Fixpunkt v∗ ∈ L2(Ω)

A(v∗) = v∗,

welcher die Gleichung∫
Ω
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)−

(
∆−1λ01Ω\D (I − u)

)
φdx

−
∫
∂Ω

∆−1
(
λ01Ω\D (I − u)∇∆−1φνdσ

)
= 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω)

löst. Weil die Lösung von (3.30) in H liegt, ist auch der Fixpunkt v∗ ∈ H .

Satz 3.20
Die stationäre Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung

∆
(
−ε∆u+ 1

ε
F ′(u)

)
+ λ(x)(I − u) = 0 in Ω (3.42)
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

hat in H1(Ω) Lösungen, falls λ0 ≥ C
ε3 und für eine Konstante C > 0, die nur von

|D| , |Ω| und F abhängt und |D| < 2 |Ω|.

Beweis. Mit Satz 3.19 existiert ein Fixpunkt u∗ für das Hilfsproblem. Es gilt also

〈ε∇u∗,∇φ〉+
〈1
ε
F ′(u∗), φ

〉
− 〈λ(I − u∗), φ〉−1 = 0, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (3.43)

Dies entspricht der schwachen Lösung der stationären Cahn-Hilliard-Inpain-
ting-Gleichung.

3.3 Implementierung

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren zur Lösung der Cahn-Hil-
liard-Gleichung vorgestellt und auf dessen Implementierung eingegangen.

Ein geeignetes numerisches Verfahren für die zeitliche Diskretisierung zur Lö-
sung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung ist das Convexity Splitting. Eine
genaue Analyse des Convexity Splittings mit Anwendungen für Strukturinpain-
ting-Verfahren mit partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung wurde
in [SB11] durchgeführt und für das Cahn-Hilliard-Inpainting in [BEG07] vorge-
schlagen.

Die ursprüngliche Cahn-Hilliard-Gleichung ist der Gradientenabstieg bezüglich
des H−1-Skalarprodukts von

E1(u) =
∫

Ω

ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)dx.

Der Treueterm kann durch den Gradientenabstieg bezüglich des L2-Skalarpro-
dukts von

E2(u) = 1
2

∫
Ω
λ(x)(I − u)2 dx

dargestellt werden. Die Idee ist nun die Terme in einen konvexen Teil und einen
konkaven Teil aufzuteilen. Für die Zeitintegration wird dann der konvexe Teil
explizit und der konkave Teil implizit behandelt. Man erhält also ein semi-im-
plizites Schema.
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3.3 Implementierung

Der erste Term kann beispielsweise aufgeteilt werden in E1 = E11 − E12 mit

E11(u) =
∫

Ω

1
ε
|∇u|2 + C1

2 |u|
2 dx

und

E12(u) =
∫

Ω
−1
ε
F (u) + C1

2 |u|
2 dx.

Der Treueterm kann aufgeteilt werden in E2 = E21 − E22 mit

E21(u) = 1
2

∫
Ω

C2
2 |u|

2 dx

und

E22(u) = 1
2

∫
Ω
−λ(x)(I − u)2 + C2

2 |u|
2 dx.

Sei weiterUk die approximierte Lösung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
zum Zeitpunkt t = kτ , wobei τ die Schrittweite der zeitlichen Diskretisierung
bezeichnet und U0 = u0 gesetzt wird. Das Zeitschrittverfahren zu diesem Split-
ting ist dann

Uk+1 − Uk
τ

= −∇H−1(E11(Uk+1)− E12(Uk))−∇L2(E12(Uk+1)− E22(Uk)),

wobei∇H−1 und∇L2 den Gradienten bezüglich des jeweilig Skalarprodukts be-
zeichnen. Um sicherzustellen, dass E11, E12, E21 und E22 konvex sind, müssen
die Konstanten C1 >

1
ε und C2 > λ0 gewählt werden.

Die numerische Lösung Uk+1 berechnet sich durch die semi-implizite Vorschrift

Uk+1 − Uk
τ

+ ε∆∆Uk+1 − C1∆Uk+1 + C2Uk+1 (3.44)

= 1
ε

∆F ′(Uk)− C1∆Uk + C2Uk + λ(I − Uk).

Die Terme, welche die Konstanten C1 und C2 beinhalten, wirken als Dämp-
fungsterme und stabilisieren das Lösungsverfahren. In [SB11] wurde gezeigt,
dass die numerische Lösung Uk auf einem endlichen Intervall gleichmäßig be-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

schränkt bleibt. Außerdem konvergiert die numerische Lösung für τ → ∞ ge-
gen eine exakte Lösung.

Für die räumliche Diskretisierung kann die diskrete Cosinustransformation wie
in [SB11]. Dies hat den Vorteil, dass die Berechnungen der Ableitungen leichter
sind, denn die Matrix-Multiplikationen werden durch eine elementweise Multi-
plikation ersetzt. In diesem Fall verwenden wir Neumann-Randbedingungen

∇Uk+1 · ν = ∇∆Uk+1 = 0, auf ∂Ω.

Wir nehmen an, dass Ω = [0, a]×[0, b] ⊂ R2, a, b ∈ R>0 ein rechteckiges Gebiet ist
und diskretisieren u katasterartig durch m Punkte in x-Richtung und n Punkte
in y-Richtung, d. h. Uij = u(ihx, jhy) mit hx = a/m und hy = b/n.

Sei Û die diskrete Cosinustransformation von U mit den Eigenwerten λi. Dann
kann Gleichung (3.45) geschrieben werden als

Ûk+1
ij − Ûkij

τ
+ε
(
λi
h2
x

+ λj
h2
y

)2

Ûk+1
ij − C1

(
λi
h2
x

+ λj
h2
y

)
Ûk+1
ij + C2Û

k+1
ij (3.45)

= 1
ε

(∆ ̂(F ′(Uk))ij − C1

(
λi
h2
x

+ λj
h2
y

)
Ûkij + C2Û

k
ij + λ(Iij − Ukij).

Ein Nachteil ist allerdings, dass für das Rechengebiet Ω eine rechteckige Geome-
trie angenommen werden muss, da sonst die Berechnung der Eigenwerte der
Cosinustransformation nicht mehr effizient durchgeführt werden kann.

Eine weitere Möglichkeit ist eine Finite-Elemente-Diskretisierung, wie beispiels-
weise in [BKSW14]. Dafür teilen wir die Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
auf in

Uk+1 − Uk
τ

+ ∆Wk+1 − C1∆Uk+1 + C2Uk+1 = −C1∆Uk + C2Uk + λ(I − Uk)

Wk+1 − ε∆Uk+1 = 1
ε

∆F ′(Uk)

48



3.3 Implementierung

mit der schwachen Formulierung

(1
τ

+ C2

)
〈Uk+1, v〉+ 〈∇Wk+1,∇v〉+ 〈C1∇Uk+1,∇v〉 − 〈λ(I − Uk), v〉

− C1 〈∇Uk,∇v〉 −
(1
τ

+ C2

)
〈Uk, v〉 = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω),

〈Wk+1, v〉 − ε 〈∇Uk+1,∇v〉 = 1
ε

〈
F ′(Uk), v

〉
∀v ∈ H1

0 (Ω)

Hier nehmen wir an, dass Ω polyhedral berandet ist. Sei dazu Rh eine Trian-
gulierung von Ω mit disjunkten Rechtecken und h = maxR∈Rh

{diam(R)} der
maximale Durchmesser der Rechtecke und Jh die Menge der Knoten von Rh

mit |Rh| = N .

Nun approximiert man den RaumH1(Ω) durch den endlich-dimensionalen Raum
der stückweise bilinearen Funktionen

Sh =
{
φ ∈ C0 : φ|R = Q1 ∀R ∈ Rh

}
wobei Q1 = span {{1} , {x} , {y} , {xy}} der Raum der bilineare Funktionen be-
zeichnet. Sei weiter {φi}Ni=1 die nodale Basis von Sh, d. h. es gilt

φi(pj) = δij , ∀i, j = 1, . . . , N.

Wir setzen Uhk =
∑N
i=1 u

k
i φi und W h

k =
∑N
i=1w

k
i φi. Das diskretisierte Problem ist

dann: Finde (Uhk+1,W
h
k+1) ∈ Sh × Sh zur gegebenen Funktion Uhk ∈ Sh mit

0 =
(1
τ

+ C2

)〈
Uhk+1, vh

〉
+
〈
∇W h

k+1,∇vh
〉

+
〈
C1∇Uhk+1,∇vh

〉
−
〈
λ(I − Uhk ), vh

〉
− C1

〈
∇Uhk ,∇vh

〉
−
(1
τ

+ C2

)〈
Uhk , vh

〉
∀vh ∈ Sh〈

W h
k+1, vh

〉
− ε

〈
∇Uhk+1,∇vh

〉
= 1
ε

〈
F ′(Uhk ), vh

〉
∀vh ∈ Sh

Mit Kij = 〈∇φi,∇φj〉 und Mij = 〈φi, φj〉 ist das äquivalent zur Lösung des
linearen GleichungssystemM εK

K
(

1
τ + C1

)
M + C1K

(wk+1

uk+1

)
=

 1
εMF ′(uk)

C1Ku
k +

(
1
τ + C2

)
Muk +Mλ(p)

(
I − uk

) ,
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

wobei u,w, p ∈ RN . Das lineare Gleichungssystem kann mit iterativen Ver-
fahren, wie beispielsweise dem GMRES mit einem Vorkonditionierer (siehe in
[BKSW14]), oder mit einem direkten Löser behandelt werden.

Ein Vorteil bei der Diskretisierung mit Finiten-Elementen ist, dass man nicht
auf rechteckige Bildbereiche beschränkt ist. Dies hat für das Ergebnis Vorteile,
denn bei unregelmäßigen Rechengebieten sind Nahtartefakte weniger auffäl-
lig. Außerdem sind Randbedingungen für Ω einfacher umzusetzen. Der größte
Nachteil ist, dass in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelöst werden
muss, was im Gegensatz zur ersten Lösungsmethode zu einer höheren Rechen-
zeit führt.
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4 TV-H-1-Inpainting

Ein Nachteil des Cahn-Hilliard-Inpaintings ist, dass es nur für Binärbilder ge-
eignet ist. In [BHS09] wird eine Möglichkeit vorgeschlagen, wie das Verfahren
auf Grauwertbilder verallgemeinert werden kann und trotzdem die gewünsch-
ten Eigenschaften erhalten bleiben, z. B. dass Isophoten glatt in das Inpainting-
Gebiet fortgesetzt werden. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von [BHS09]
nachvollzogen. Wir wollen das TV-H-1-Inpainting motivieren, indem wir zei-
gen, wie es mit dem Cahn-Hilliard-Inpainting zusammenhängt. Dafür betrach-
ten wir den Grenzwert des Cahn-Hilliard-Funktionals für ε→∞. Zuerst klären
wir, in welchem Sinne der Grenzwert zu verstehen ist und definieren die ent-
sprechenden Räume. Danach wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen zeigen. Im letzten Abschnitt werden einige numerische Beispiele ge-
zeigt.

4.1 Mathematischer Rahmen

Definition 4.1
Sei X ein metrischer Raum und (Fn), n ∈ N eine Familie von Funktionalen Fn : X 7→
R≥0, dann konvergiert (Fn) im Sinne der Γ-Konvergenz gegen ein Funktional F : X 7→
R≥0, falls für alle x ∈ X gilt, dass

• für jede Folge xn → x gilt, dass

F (x) ≤ lim inf
n→∞

Fn(xn)

• und eine Folge x̄n → x existiert mit

F (x) = lim
n→∞

Fn(x̄n).
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4 TV-H-1-Inpainting

Das Funktional F bezeichnet dann den Grenzwert von Fn im Sinne der Γ-Konvergenz.

Ein einfaches Beispiel: Sei X = R und Fn = sin(nx), dann ist

−1 ≤ lim
n→∞

sin(nx).

Andererseits kann man für x ∈ R eine Folge definieren mit xn als den nächsten
Punkt zu x mit sin(nxn) = −1. Formal also

xn = arg min
y∈R

{|x− y| : sin(ny) = −1}.

Die Funktion Fn hat für festes n die Periode 2π
n , also ist |x− xn| ≤ π

n . Somit
konvergiert xn gegen x. Insgesamt ist F (x) = −1 ein Grenzwert im Sinne der
Γ-Konvergenz von Fn.

Lemma 4.2
Sei G : X 7→ R stetig und konvergiere Fε im Sinne der Γ-Konvergenz gegen F in X ,
dann konvergiert Fε +G gegen F +G im Sinne der Γ-Konvergenz.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [DM12, Prop 6.21].

Definition 4.3
Sei X ein metrischer Raum und (Fn), n ∈ N eine Familie von Funktionalen Fn : X 7→
R≥0, dann heißt Fn equi-koerziv, falls eine kompakte Menge K ⊂ X existiert mit

inf
x∈X

Fn(x) = inf
x∈K

Fn(x).

Satz 4.4
Sei Fn, F wie in Definition (4.1) und Fn zusätzlich equi-koerziv. Falls Fn auf X im
Sinne der Γ-Konvergenz gegen F konvergiert, gilt

min
x∈X

F (x) = lim inf
(n,x)∈N×X

Fn(x).

Beweis. Ein Beweis findet sich in [DM12, Theorem 7.8].
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4.2 Γ-Konvergenz des Cahn-Hilliard-Funktionals

Definition 4.5
Die totale Variation für eine Funktion u ∈ L1(Ω) ist gegeben durch

TV (u) = |Du| (Ω) :=
∫

Ω
|∇u| dx,

wobei
∫

Ω |∇u| dx im schwachen Sinne zu verstehen ist, d. h.∫
Ω
|∇u| dx = sup

{∫
Ω
udivϕdx : ϕ ∈ C∞C (Ω,R2), |ϕ| ≤ 1 ∀x ∈ Ω

}
. (4.1)

Den Raum der Funktionen mit beschränkter Variation bezeichnen wir mit

BV (Ω) :=
{
u ∈ L1(Ω): TV (u) <∞

}
(4.2)

und ist mit der Norm

‖u‖BV (Ω) := ‖u‖L1(Ω) + TV (u) (4.3)

ein normierter Raum.

Bemerkung 4.6
Für Ω ⊂ R ist der Sobolev-Raum W 1,1(Ω) ist ein echter Unterraum von BV (Ω).
Denn für jedes u ∈ W 1,1(Ω) kann man das Maß µ := ∇uL wählen, wobei L das
Lebesgue-Maß bezeichnet. Dann gilt die Gleichung∫

Ω
udivϕdx = −

∫
Ω
ϕ dµ = −

∫
Ω
ϕ∇udx ∀ϕ ∈ C1

c .

Eine Funktion, die inBV (Ω) aber nicht inW 1,1(Ω) ist, ist beispielsweise f : [−1, 1]→
R : x 7→ 1[0,1](x). Da f unstetig ist, liegt f nicht in W 1,1([−1, 1]), aber

TV (f) =
∫ 1

−1
1[0,1](x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0
ϕ′(x)dx = ϕ(1)− ϕ(0) ≤ 2.

4.2 Γ-Konvergenz des Cahn-Hilliard-Funktionals

In diesem Abschnitt betrachten wir den Γ-Grenzwert des Hilfsproblems für das
Cahn-Hilliard-Inpainting für ε → 0, aus dem wir dann im nächsten Abschnitt
das TV-H-1 motivieren.
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Den Γ-Grenzwert für das Cahn-Hilliard-Funktional liefert uns der nächste Satz.

Satz 4.7
Das Cahn-Hilliard Funktional

CHε(u) =
∫

Ω

ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)dx

konvergiert für ε→ 0 in der L1(Ω) Topologie im Sinne der Γ-Konvergenz gegen

TVB(u) =

C0
∫
Ω |∇u| dx, falls u = 21E − 1 und E ⊂ Ω Borel-messbar,

∞ sonst

mit C0 =
∫ 1
−1
√
F (s)ds.

Beweis. Diesen Zusammenhang fanden Modica und Mortola in [MM77] und
[MM]. Ein didaktisch aufbereiteter Beweis findet sich in Beni Bogoşels Blog1.

Den Γ-Grenzwert für das Cahn-Hilliard-Inpainting-Funktional liefert uns der
nächste Satz.

Satz 4.8
Seien f, v ∈ L2(Ω) und τ > 0 ein positiver Parameter. Sei ‖·‖−1 die Norm vonH−1(Ω)
und ε > 0, dann konvergiert für ε→ 0 das Funktional

Jεv (u) =
∫

Ω

(
ε

2 |∇u|
2 + 1

ε
F (u)

)
dx

+ 1
2τ ‖u− v‖

2
−1 + 1

2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1

in der L1(Ω) Topologie im Sinne der Γ-Konvergenz gegen

Jv(u) = TVB(u) + 1
2τ ‖u− v‖

2
−1 + 1

2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1 . (4.4)

Beweis. Das Funktional ist eine Superposition von Cahn-Hilliard-Funktionals,
des Treueterms 1

2τ ‖u− v‖
2
−1 und des Dämpfungsterms

1
2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1 .

1https://tinyurl.com/ybjxzf9v, Zugriff am 09.02.2018
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4.3 Verallgemeinerung für Grauwertbilder

Die H−1-Norm ist stetig in H−1, also auch in L1. Außerdem ist der Dämpfungs-
term und der Treueterm unabhängig von ε. Die Behauptung folgt mit Lemma
4.2.

4.3 Verallgemeinerung für Grauwertbilder

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Cahn-Hilliard-Inpainting für die
Behandlung von Grauwertbilder durch eine Modifikation wie in [BHS09]. Mit
dem Resultat vom letzten Abschnitt kann das Cahn-Hilliard-Inpainting als Ap-
proximation an

Jv(u) =
∫

Ω
|∇u| dx+ 1

2τ ‖u− v‖
2
−1 + 1

2 ‖λ0u− λI − (λ0 − λ)v‖2−1

aufgefasst werden für Funktionen u ∈ BV (Ω) mit u = 21E(x) − 1 für eine
Borell-messbare Menge E. Im Cahn-Hilliard-Inpainting wird der glatte Über-
gang zwischen der −1- und der 1-Phase für ε → 0 zu einem Sprung zwischen
−1- und 1-Phase.

Dieser scharfe Übergang zwischen −1- und 1-Phase motiviert die Erweiterung
von Jv für Grauwertbilder. Dazu lassen wir Funktionen |u| < 1 auf Ω zu. Dies
führt zu einer Verallgemeinerung des Cahn-Hilliard-Inpaintings, dem TV-H-1-
Inpainting. Zunächst muss noch geklärt werden, in welchem Sinne der Gradient
zu verstehen ist. Das Subdifferential ist eine Verallgemeinerung des Gradienten
auf nicht differenzierbare konvexe Funktionen.

Definition 4.9
Sei X ein lokal konvexer Raum und X∗ der Dualraum von X mit der dualen Paarung
〈·, ·〉 und J : X → R. Das Subdifferential von J am Punkt x ist gegeben durch

∂J(x) = {p ∈ X∗ : 〈y − x, p〉 ≤ J(y)− J(u),∀y ∈ X} .

Ein Element p ∈ ∂J(x) heißt Subgradient.

Betrachte für I ∈ L2(Ω)

∂tu = ∆p+ λ(x)(I − u), p ∈ ∂TV∞(u) (4.5)
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4 TV-H-1-Inpainting

mit

TV∞(u) =
{
|Du| (Ω) falls |u(x)| ≤ 1, fast überall in Ω,
∞ sonst.

(4.6)

Satz 4.10
Sei I ∈ L2, dann hat die stationäre Gleichung

0 = ∆p+ λ(x)(I − u), p ∈ ∂TV∞(u)

eine Lösung u ∈ BV (Ω).

Beweis. Beweis nach [BHS09].

Schließlich wollen wir noch Elemente p ∈ ∂TV berechnen. Dafür schreiben
wir

TV∞(u) =
∫

Ω
|∇u| dx+ Con(u),

wobei
∫

Ω |∇u| dx im Sinne von (4.1) zu verstehen ist und

Con(u) :=

0 falls |u| ≤ 1 fast überall in Ω,

+∞ sonst.

Nun wollen wir den Subgradienten berechnen, indem wir annehmen, dass

∂TV∞(u) = ∂TV (u) + ∂ Con(u)

gilt. Die Idee ist nun Charakterisierungen für ∂TV (u) und ∂ Con(u) zu finden.

Eine Charakterisierung für einen Subgradienten von TV liefert uns der nächste
Satz.

Satz 4.11
Sei p ∈ ∂TV (u), dann gilt für |∇u| 6= 0

p = −∇ ·
( ∇u
|∇u|

)
in Ω,

∇u
|∇u|

· ν = 0 auf ∂Ω.
(4.7)
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4.3 Verallgemeinerung für Grauwertbilder

Beweis. Beweis nach [VO03, Prop 4.1]

Um numerische und theoretische Schiwerigkeiten zu vermeiden verwenden wir
eine regularisierte Version für |∇u|. Es ist bespielsweise eine regularisierung mit

einer Quadratwurzel möglich, d. h. wir setzen |∇u| ≈
√
|∇u|2 + δ2 für ein 0 <

δ � 1, also 
p = −∇ ·

 ∇u√
|∇u|2 + δ2

 in Ω,

∇u√
|∇u|2 + δ2

· ν = 0 auf ∂Ω.
(4.8)

Einen Subgradienten von ∂ Con erhalten wir durch folgendes Lemma:

Satz 4.12
Sei Con: Lr(Ω) → R ∪ ∞ wie oben definiert und 1 ≤ r ≤ ∞, dann ist p ∈ Lr∗ für
r∗ = r

r−1 ein Subgradient von Con, d. h. p ∈ ∂ Con(u), genau dann wenn

p = 0 f. ü. auf supp({|u| < 1}),

p ≤ 0 f. ü. auf supp({u = 1}),

p ≥ 0 f. ü. auf supp({u = −1}).

Beweis. Beweis nach [BHS09].

Insgesamt kann man das regularisierte TV-H-1-Inpainting zu einem gegebenen
Bild I : Ω → R formulieren als zeitliche Entwicklung von u : Ω × [0, T ] → R
mit 

∂u = −∆∇ ·

 ∇u√
|∇u|2 + δ

+ λ(x)(I − u) in Ω,

∇u√
|∇u|2 + δ

· ν = 0 auf ∂Ω.
(4.9)

Im folgenden Abschnitt wird kurz die Implementierung vorgestellt.
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4 TV-H-1-Inpainting

4.4 Implementierung

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren für das TV-H-1-Inpainting
vorgestellt und auf die Implementierung eingegangen. Wir verwenden ähnlich
wie bei dem Cahn-Hilliard-Inpainting das Convexity Splitting für die zeitliche
Diskretisierung (vgl. [SB11]).

Der Regularisierungsterm des TV-H-1-Inpaintingist ist der Gradientenabstieg
bezüglich des H−1-Skalarprodukts von

E1(u) =
∫

Ω

√
|∇u|2 + δ2 dx.

Der Treueterm kann durch den Gradientenabstieg bezüglich des L2-Skalarpro-
dukts mittels

E2(u) = 1
2

∫
Ω
λ(x)(I − u)2 dx

dargestellt werden.

Analog wie bei dem Cahn-Hilliard-Inpainting können die Terme wieder in einen
konvexen Teil und einen konkaven Teil aufgeteilt werden

Der erste Term kann beispielsweise aufgeteilt werden in E1 = E11 − E12 mit

E11 =
∫

Ω

C1
2 |∇u|

2 dx

und

E12

∫
Ω
−
√
|∇u|2 + δ2 + C1

2 |∇u|
2 dx.

Der Treueterm wird analog dem Cahn-Hilliard-Inpainting aufgeteilt in E2 =
E21 − E22 mit

E21 = 1
2

∫
Ω

C2
2 |u|

2 dx

und

E22 = 1
2

∫
Ω
−λ(x)(I − u)2 + C2

2 |u|
2 dx.
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4.4 Implementierung

Sei wieder Uk die approximative Lösung der TV-H-1-Inpainting-Gleichung zum
Zeitpunkt t = kτ , wobei τ die Schrittweite der zeitlichen Diskretisierung be-
zeichnet und U0 = u0 gesetzt wird. Das Zeitschrittverfahren ist dann

Uk+1 − Uk
τ

= −∇H−1(E11(Uk+1)− E12(Uk))−∇L2(E12(Uk+1)− E22(Uk)).

Um sicherzustellen, dass E11, E12, E21 und E22 konvex sind, müssen in diesem
Fall die Konstanten C1 >

1
δ und C2 > λ0 gewählt werden.

Dies führt zur semi-impliziten Iterationsvorschrift:

Uk+1 − Uk
τ

+ C1∆∆Uk+1 + C2Uk+1 =

C1∆∆Uk −∆

∇ ·
 ∇Uk√
|∇Uk|2 + δ

+ C2Uk + λ(I − Uk). (4.10)

Analog zum Cahn-Hilliard-Inpainting kann für die räumliche Diskretisierung
die diskrete Cosinustransformation wie in [SB11] oder eine Finite-Elemente-Dis-
kretisierung wie verwendet werden. Die beiden Diskretisiereungen haben wie-
der die gleichen Vor- und Nachteile wie beim Cahn-Hilliard-Inpainting, d. h.
bei einer Diskretisierung mit der Cosinustransformation muss das Gebiet recht-
eckig sein, um die Koeffizienten effizient berechnen zu können. Der Vorteil ist
allerdings, dass die Berechnungen der Ableitungen einfacher sind.

Andererseits ist man mit einer Finite-Elemente-Diskretisierung jedes beliebige
Gebiete inpainten und erhält damit unauffälligere Nahtartefakte.

Für Farbbilder kann das Verfahren auf jeden Farbkanal separat angewandt wer-
den. Es ist jedoch mit mit Farbfehlern zu rechnen, wenn der Algorithmus zu
früh abgebrochen und noch nicht konvergiert ist.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

In diesem Kapitel werden einige Beispiele gezeigt, in denen die genannten In-
painting-Verfahren in der Szenenanalyse eingesetzt werden. Zunächst wird ein
Überblick zum Prozess der automatischen Erzeugung einer semantischen 3D-
Szene gegeben, wie er bisher am Fraunhofer IOSB verwendet wurde. In Abbil-
dung 5.1 ist eine Übersicht zum Prozess der Szenenrekonstruktion als Schaubild
dargestellt, wobei die Schritte, in denen Inpainting verwendet werden kann, mit
roten Ellipsen gekennzeichnet sind.

Abbildung 5.1: Übersicht zum Prozess der Szenenrekonstruktion

Prozess der Szenenrekonstruktion: Im ersten Schritt werden Sensordaten ei-
ner Szene aufgezeichnet. Diese können beispielsweise Farbbilder aus luftgetra-
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genen Kamerasystemen oder eine Punktwolke aus einem Laserscanner sein.
Aus den Sensordaten werden in der Vorverarbeitung Schrägsichten der Objek-
te der Szene, ein Orthophoto und dazugehörige unvollständige Tiefenkarten extra-
hiert.

Orthophotos sind verzerrungsfreie und maßstabsgetreue Abbildungen der Erd-
oberfläche. In Tiefenkarten werden den Pixeln die jeweilige Entfernung zur Ka-
mera zugewiesen und sind technisch bedingt nach der Vorverarbeitung unvoll-
ständig (siehe Unterabschnitt 5.2.2). Für die weiteren Prozessteile werden voll-
ständige Tiefenkarten benötigt, die aus den unvollständigen Tiefenkarten rekonstru-
iert werden.

Eine 3D-Szene besteht aus drei Teilen: einem Gebäudemodell, einem Geländemo-
dell und semantischen Informationen, d. h. welcher Klasse gehört eine bestimmte
Oberfläche an.

Mit semantischen Informationen können die Art der Interaktionen mit Oberflächen
verbessert werden, wie beispielsweise den Unterschied des Fahrverhaltens von
Fahrzeugen auf einer Straße oder einem Acker. Um die semantische Informatio-
nen zu bekommen, werden in der Klassifikation die Schrägsichten mit ihrer jewei-
ligen Tiefenkarte analysiert und Objekte und deren Bildbereich klassifiziert.

Genauso wie das Geländemodell, besteht das Gebäudemodell einerseits aus einer
Rekonstruktion der Oberfläche, in Form von Polygonen, die aus den vollständi-
gen Tiefenkarten rekonstruiert werden und andererseits aus den dazugehörigen
Texturen, welche aus den Schrägsichten bzw. aus dem Orthophoto extrahiert wer-
den.

Problembeschreibung: Bei der Texturextraktion für das Gelände aus dem
Orthophoto ist es wichtig die Textur zu bereinigen, d. h. unbeständige Objek-
te wie Autos, Bäumen, Fußgängern, etc. zu entfernen, um das Standort- und
Situationsbewusstsein in einer Trainingssimulation zu erhöhen.

Bei der Texturextraktion für die Gebäude aus Schrägbildern sind Vordergrund-
objekte problematisch, die das Polygon überdecken, das texturiert werden soll
(siehe dazu das Einführungsbeispiel Abbildung 1.3).
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Lösungsansatz: Ein Ansatz zur Behandlung dieses Problems ist ein Inpain-
ting-Verfahren zu verwenden, das mit Hilfe der Ergebnisse des Klassifikations-
schritts die Texturen bereinigt.

Dabei wird Klassifikationsergebnis zum einen dafür verwendet, passende In-
painting-Gebiete zu finden und zum anderen wurde der Algorithmus für den
Fall angepasst, das ein Objekt mehrere Klassen verdeckt. Es hat sich gezeigt,
dass in diesem Fall die Standardalgorithmen keine zufriedenstellenden Ergeb-
nisse liefern, da sich Bildinhalte, die zu unterschiedlichen Klassen gehören, zu
sehr miteinander vermischen.

Im Folgenden Abschnitt wird vorgestellt, wie das harmonische Inpainting und
das TV-H-1-Inpainting modifiziert werden können, um verschiedene Klassen
innerhalb des Inpainting-Gebiets zu trennen.

5.1 Methodenbeschreibung

In diesem Abschnitt werden die Methoden vorgestellt, die für die Beispiele ver-
wendet werden. Im ersten Unterabschnitt wird das harmonische Inpainting und
eine Modifikation zur Behandlung von Klassen beschrieben. Im zweiten Unter-
abschnitt wird dargestellt, wie das TV-H-1-Inpainting zur Behandlung von Klas-
sen angepasst werden kann. Im dritten Unterabschnitt wird das texturbasierte-
Verfahren von Criminisi und ein hybrides Verfahren vorgestellt.

5.1.1 Harmonisches Inpainting und harmonisches Inpainting mit
Klassen

In diesem Abschnitt wird zunächst das harmonische Inpainting eingeführt und
dann basierend auf der Idee von [KBS16] angepasst, so dass ein Klassifikations-
ergebnis zur Trennung der Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets einbezogen
wird.

Zuerst wird das harmonische Inpainting vorgestellt. Sei wieder der Bildbereich
Ω ⊂ R2 ein beschränktes, offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand und I ∈ L2(Ω) eine
Funktion, die ein Grauwertbild repräsentiert und D ⊂ Ω das Inpainting-Gebiet.
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5.1 Methodenbeschreibung

Abbildung 5.2: Inpainting-Gebiet mit Klasseninformation.

Das rekonstruierte Bild wird mit u : Ω → R bezeichnet. Beim harmonischen
Inpainting wird das Inpainting-Gebiet entsprechend der Lösung einer Laplace-
Gleichung rekonstruiert. Dabei werden Dirichlet-Randbedingungen verwendet,
damit das rekonstruierte Bild mit dem Originalbild am Rand des Inpainting-
Gebiets übereinstimmt. Auf dem unbeschädigten Teil werden die Daten für das
rekonstruierte Bild ebenso dem Originalbild entnommen. Insgesamt löst man
also das System 

−∆u = 0 in D,
u = I auf ∂D,
u = I in Ω\D̄.

Nun wird das Klassifikationsergebnis in das harmonische Inpainting eingebaut.
Es wird durch disjunkte MengenCi ⊂ Ω, i ∈ {1, ...,M} dargestellt mit Ω = ∪iCi.
Wir setzen Di = D ∩ Ci.

Das Inpainting-Ergebnis u : Ω→ R ist die abschnittsweise definierte Funktion

u =
{
ui, falls x ∈ Di,

I, falls x /∈ Di.
(5.1)

Dafür lösen wir für jedes ui die folgende PDE:
−∆ui = 0, in Di,

ui = I, auf ∂Di ∩ Ci,
∇ui · ν = 0, auf ∂Di ∩ ∂Ci,

(5.2)
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

wobei ν der äußere 2D-Normalvektor zum Bildrand ist. Die Abbildung 5.2 ver-
anschaulicht die Konfiguration. Die Modifikationen bewahren die Kanten zwi-
schen verschiedenen Klassen. Der Rand vonDi wird in zwei Teile geteilt. Im ers-
ten Teil stellt die Dirichlet-Randbedingung sicher, dass das unbekannte Gebiet
mit den Farbwerten gefüllt wird, die an der gemeinsamen Kante derselben Klas-
se liegen. Im zweiten Teil wirkt die Neumann-Randbedingung als Isolator zwi-
schen den Klassen. Die PDEs können gleichzeitig mit einer Finite-Differenzen-
Methode gelöst werden.

5.1.2 TV-H-1-Inpainting mit Klassen

In diesem Abschnitt wird das TV-H-1-Inpainting mit zwei einfachen Modifika-
tionen angepasst, um die Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets zu trennen.
Die erste Modifikation ist ein veränderter Treueterm, so dass die Farbwerte an
den Kanten zwischen den Klassen erhalten bleiben. Dafür wird die Funktion λ
durch λKl ersetzt, wobei

λKl(x) =
{
λ0, falls x /∈ D\S,
0, falls x ∈ D\S,

wobei S =
⋃

i,j∈{1,...M},i 6=j
Di
ε ∩Dj

ε

und Dε =
⋃
x∈D

B(x, ε),

dabei bezeichnet B(x, ε) eine Kugel um den Punkt x mit Radius ε.

Um sinnvolle Farbwerte in der Nähe der Kanten zu erhalten, wenden wir das
modifizierte harmonische Inpainting aus dem vorherigen Abschnitt auf das Ori-
ginalbild an, wobei wir S als Inpainting-Gebiet verwenden und für alle Kanten
innerhalb von D Neumann-Ränder setzen. Das Ergebnis ist die abschnittsweise
definierte Funktion Ī analog dem modifizierten harmonischen Inpainting. Wir
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5.1 Methodenbeschreibung

lösen das System 
−∆Īi = 0, in Si,

Īi = I, auf ∂Si ∩ (Ω\D)
∇Īi · ν = 0, auf ∂Si ∩D

(5.3)

für jeden Abschnitt, wobei Si = S ∩Di bezeichnet.

Mit diesen zwei Modifikationen erhält man das TV-H-1-Inpainting mit Klassen,
also

ut = −∆∇ ·
(

∇u√
|∇u|2 + δ2

)
+ λKl(Ī − u). (5.4)

5.1.3 Criminisi-Inpainting und hybride Methode

Die Grundidee des Criminisi-Inpaintings ist ein intelligentes Kopieren und Ein-
fügen von Umgebungen von Pixeln im Bild. Dafür wird um jedes Pixel ein Fens-
ter, also eine quadratische Umgebung gelegt, und anschließend die Fenster von
unbekannten Pixeln stückweise mit ähnlichen Fensterinhalten bekannter Pixel
gefüllt.

Das Criminisi-Inpainting basiert auf einem prioritätsbasierten Ansatz, der nicht
nur an der Grenze des Inpainting-Gebiets sucht, sondern auch entlang der Kan-
ten. Der Algorithmus wurde durch einfache Manipulation der Gewichte dahin-
gehend angepasst, dass – ähnlich wie beim modifizierten harmonischen Inpain-
ting – die unterschiedlichen Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets unabhän-
gig voneinander übermalt werden.

In unserer Anwendung wurde das strukturbasierte harmonische Inpainting, das
TV-H-1-Inpainting jeweils mit und ohne Klassifikationsergebnis Verfahren in
Kombination mit dem texturbasierten Verfahren von Criminisi in einem hybri-
den Verfahren verwendet.

Dabei wird aus dem Originalbild ein Cartoonbild berechnet, welches den struk-
turellen Anteil repräsentiert. Zur Berechnung des Strukturanteils, wurde auf ei-
ne Methode von Winnemöller [WOG06] zurückgegriffen. Die texturelle Kompo-
nente ist die Differenz von Cartoonbild und Originalbild.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Die zwei Komponenten werden danach jeweils mit dem strukturbasierten und
dem texturbasierten Criminisi-Inpainting rekonstruiert und danach wieder zu-
sammengefügt.

(a) Originalbild (b) Strukturanteil (c) Texturanteil

Abbildung 5.3: Ergebnis der Zerlegung in Struktur- und Texturanteil.

5.2 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir drei Inpainting-Anwendungen: Bereinigung
von Geländetexturen, Inpainting von Tiefenkarten, und Bereinigung von Ge-
bäudetexturen.

5.2.1 Bereinigung von Geländetexturen

Das erste Beispiel handelt von der Bereinigung von Geländetexturen, die aus
einem Orthophoto extrahiert werden. Es sollen dafür aus dem Orthophoto die
Fahrzeuge entfernt werden. Andere Arbeiten, die sich mit diesem Thema be-
schäftigt haben, sind [LBGK07] und [KBS16].

Zur Fahrzeugdetektion wurde das explizite und modulare Verfahren verwen-
det, welches in [SBM17] beschrieben wurde. Es bezieht auch Tiefenkarten ein
und kann nicht nur zur Fahrzeugdetektion, sondern auch zur Detektion von
Schatten verwendet werden. Die Bereiche, in denen Fahrzeuge im Bild detek-
tiert werden, dienen als Inpainting=Gebiete.

Das Inpainting findet auf dem Inpainting-Gebiet und einem schmalen Streifen
außenherum statt. Im Falle des TV -H−1-Inpaintings wurde eine Finite-Elemen-
te-Diskretisierung verwendet, um Nahtartefakte zu vermeiden. Dies geschieht
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5.2 Anwendungsbeispiele

zum einen aus Zeitersparnis, da das Orthophoto viel größer ist als die Inpain-
ting-Gebiete und zum anderen um möglichst wenige Bildinhalte außerhalb des
Inpainting-Gebiets zu verändern.

Die zweite und optionale Eingabe ist das Klassifizierungsergebnis zu den Klas-
sen „Vegetation“ und „Nicht-Vegetation“. Es hat sich gezeigt, dass es sinnvoll
ist diese Klassen zu trennen, da sich sonst die grüne Farbe der Vegetation und
das Betongrau von baulichen Strukturen mischen.

Zuerst werden die einzelnen Methoden auf dem Orthophoto miteinander ver-
glichen. Es wird das strukturbasierte harmonische Inpainting, das TV-H-1-In-
painting jeweils mit und ohne Klassifikationsergebnis verwendet. Für die Räum-
liche Diskretisierung wurde die Finite-Elemente-Methode bevorzugt, da hier die
Nahtartefakte weniger auffällig waren und die Anzahl an Unbekannten klein
genug war.

Danach wird eine hybride Methode eingesetzt, also eine Kombination von stru-
kurbasierten und texturbasierten Methoden, um das Inpaintingergebnis zu ver-
bessern.

Die Situation für ein entsprechendes Beispielfahrzeug wird in Abbildung 5.4(a),
5.4(b) und 5.4(c) dargestellt. Die nächsten Bilder zeigen das Ergebnis unterschied-
licher Inpainting-Techniken für den Textur- und Strukturteil je nach Ansatz.

In Abbildung 5.4(d) und 5.4(e) ist das Ergebnis des texturbasierten Criminisi-In-
paintings mit und ohne Klassen dargestellt. Im Standardfall ohne Klassen wird
das Inpainting-Gebiet stark durch die Region des Baumes verunreinigt, aber
auch im Ergebnis des Criminisi-Inpaintings mit Klassen sind Artefakte sichtbar.
Das Ergebnis des harmonischen Inpaintings mit Klassen ist in 5.4(f) für das Ori-
ginalbild dargestellt. So berücksichtigt diese Methode Klassen, es gibt keine Ver-
schmutzung in der Struktur. Aber die Methode ist nicht in der Lage, die Textur
und das Rauschen des Bildes zu rekonstruieren. Die Rekonstruktion ist im Inne-
ren des Inpainting-Gebiets zu glatt. In 5.4(g), 5.4(h) und 5.4(i) wird die Struktur-
rekonstruktion des TV -H−1-Inpaintings, des harmonischen Inpainting und des
harmonischen Inpaintings mit Klassen gezeigt. Das TV -H−1-Inpainting rekon-
struiert eine scharfe Kante zwischen den Baumklassen, ohne dass ein Klassifi-
zierungsergebnis erforderlich ist. Das harmonische Inpainting zeigt keine Kan-
ten, der Baum verschmutzt den Boden allerdings sehr stark mit einem grünen

67



5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Farbanteil. Beim harmonischen Inpainting mit Klassen dagegen ist die Trennung
zwischen den Klassen scharf.

In Abbildung 5.4(j) ist die Kombination von Criminisi-Inpainting für den Text-
urteil und dem modifizierten harmonischen Inpainting mit Klassen dargestellt.
Eine scharfe Kante zwischen den Klassen und eine gute Rekonstruktion der Tex-
tur ist sichtbar.

Die letzten beiden Abbildungen 5.4(k) und 5.4(l) zeigen den gesamten Parkplatz
einmal mit und ohne Texturbereinigung.

5.2.2 Inpainting von Tiefenkarten

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zur Rekonstruktion von zwei vollständi-
gen Tiefenkarten aus unvollständigen Tiefenkarten gezeigt.

Zuerst wird grob dargestellt, wie es zu den Löchern in den unvollständigen Tie-
fenkarten kommt. Die Aufgabe bei der Berechnung einer Tiefenkarte besteht
darin, korrespondierende Punkte in zueinander orientierten Bildern zu finden,
um mittels Kameraposition und -orientierung die Tiefeninformationen zu ei-
nem Referenzbild zu berechnen. In ähnlicher Art und weiße funktioniert das
auch beim stereoskopischesn Sehen beim Menschen, wo aus den Informationen
beider Augen eine räumliche Wirkung entsteht.

Für die Suche der Korrespondenzen sind mehrere Schwierigkeiten zu beachten.
Zum einen können speziell in der Nähe von Dachrändern Korrespondenzen
überdeckt sein, zum anderen können innerhalb homogener Flächen mögliche
Korrespondenzen schwer unterschieden werden. Zu erwähnen ist, dass die Be-
rechnung der Tiefeninformation sehr anfällig gegenüber Störungen ist, so dass
auch schon leichte Fehler in den Punkten unbrauchbare Tiefeninformationen
liefern.

Darum führen viele Verfahren Tests durch (siehe z.B. [Hir08]), um keine falschen
Korrespondenzen in die Tiefenkarte aufzunehmen. Dies führt zu unvollständi-
gen Tiefenkarten. Zur weiteren Verarbeitung, wie Klassifikation oder Gebäude-
rekonstruktion, sind vollbesetzte Tiefenkarten notwendig. Mit Inpainting-Tech-
niken können diese aus den unvollständigen Tiefenkarten rekonstruiert wer-
den.

68



5.2 Anwendungsbeispiele

Bisher wurde für diese Aufgabe das Standardverfahren harmonisches Inpain-
ting eingesetzt. Eine weitere interessante Methode für diese Anwendung ist das
TV -H−1-Inpainting, da hier Kanten gleicher Intensität über beschädigte Berei-
che hinweg miteinander verbunden werden. Es wird deswegen eine bessere Ap-
proximation für abgebrochene Kanten erwartet, wie sie für Tiefenkarten in der
Nähe von Dachrändern vorkommen.

Als Input für die Rekonstruktion werden unvollständige Tiefenkarten verwen-
det, die mit dem Algorithmus von [RHWB14] berechnet werden. Aus Grün-
den der Rechenzeit berücksichtigt dieses Verfahren nicht alle möglichen Korre-
spondenzen, sondern arbeitet mit einem diskretisierten Disparitätswürfel. Auch
wenn die Genauigkeit etwas besser ist, wenn der Suchraum verkleinert wird, ist
die Anzahl der nicht zugewiesenen Tiefenwerte im Endergebnis höher.

Um die Löcher zu füllen, wurden die genannten Methoden für zwei Beispiel-
bilder eines Datensatzes angewendet, die in Abbildung 5.5 dargestellt sind. Die
unvollständigen Tiefenkarten sind in Abbildung 5.5 (a) dargestellt. Wie oben be-
schrieben sind Aufgrund von Überdeckungen keine Informationen in der Nähe
der Kante von Dach und Boden vorhanden.

In Abbildung 5.5(c) und (d) sowie in der Detailansicht für eine abgebrochene
Kante in Abbildung 5.5 (g) und (h), ist das Ergebnis des harmonischen Inpain-
tings dargestellt. Die Kante zwischen den Dächern und Boden ist stark ver-
schwommen. Am Ergebnis des TV -H−1-Inpaintings, dargestellt in Abbildung
5.5 (e) und (f), bzw. im Detail in Abbildung 5.5 (i), (j), ist zu erkennen, dass die-
se Situation verbessert ist, da der Übergangbereich zwischen Dach und Boden
kleiner erscheint. Die ist auch im Profil über die Kante, in Abbildung 5.6 darge-
stellt, erkennbar. An diesem sieht man, dass das TV -H−1-Inpainting die Kante
zwischen Dach und Boden besser approximiert, als das harmonische Inpainting,
da eine senkrechte Wand erwartet wird.

5.2.3 Annotation und Texturierung von Gebäudepolygonen

Eine realistische Texturierung von Gebäudepolygonen eines 3D-Modells erhöht
die Wiedererkennbarkeit der dargestellten Szene. Die Texturinformationen kön-
nen aus luftgestützten Aufnahmen von Schrägsichten extrahiert werden. Ein
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Problem dabei sind Objekte, die sich vor einer Fassade befinden, wie beispiels-
weise Mülltonnen, Autos oder Vegetation. Des Weiteren können auch Dächer
durch überhängende Baumkronen überdeckt sein. Wegen der Aufnahmetech-
nik würden diese Objekte auf die Textur übertragen.

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, wie solche Vordergrundob-
jekte erkannt werden können, um daraus Inpainting-Gebiete zu abzuleiten.

Der Arbeitsablauf für die Texturextraktion wurde in [BHM+14] vorgeschlagen:
Zuerst wird der Kamerablickwinkel einer gegebenen Schrägsicht geschätzt, wo-
rauf eine Verdeckungsanalyse folgt, d. h. es wird bestimmt, welche Polygone
des 3D-Models in der Schrägsicht zu sehen sind. Daraufhin wird die Textur aus
den jeweiligen Bildbereichen extrahiert. Wenn jedoch nur Gebäudepolygone in
die Verdeckungsanalyse einbezogen werden, werden die Vordergrundobjekte
nicht identifiziert. Als Folge davon werden Gebäudetexturen durch diese Vor-
dergrundobjekte kontaminiert.

Mithilfe von Tiefenkarten können diese Vordergrundobjekte bestimmt werden.
Dafür wird mit dem geschätzten Kamerablickwickel einer Schrägsicht und der
Gebäuderekonstruktion ein synthetischens Tiefenbild berechnet.

Die schematische Darstellung der Situation ist in (Abbildung 5.7 (a)) dargestellt.
Nun wird die Differenz aus dem synthetischen Tiefenbild (Abbildung 5.7 (c))
und dem gegebenen, gemessenen Tiefenbild (Abbildung 5.7 (b)) berechnet. Die-
se Differenz wird mit T bezeichnet.

Die Inpainting-Gebiete werden mit einem Schwellwertverfahren abgeleitet: Das
Inpainting-Gebiet wird dargestellt durch ein Binärbild basierend auf Tδ = (T >

δ), wobei δ ein Schwellwert angibt und mit der Wiederherstellungsgenauigkeit
zusammenhängt. Sie entsprechen dem Objekt vor den Gebäudepolygonen und
können sogar annotiert werden, indem man sie zuerst in den 3D-Raum und
dann in das Klassifikationsergebnis projiziert, wie schematisch in Abbildung 5.7
(d) dargestellt.

Für uns ist jedoch das binäre Bild D = Morph(Tδ), das durch einige morpho-
logische Operationen von Tδ verbessert wurde, die Maske für das bevorstehen-
de Inpainting. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.8 (b) und in der Detailansicht
für ein Gebäude in Abbildung 5.8 dargestellt. Gleichzeitig sind die projizierten
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Polygone des 3D-Modells in Bilder unsere verschiedenen Klassen, so dass das
Inpainting klassenweise durchgeführt werden kann.

Nun werden verschiedene Inpainting-Methoden für die Bereinigung der Ge-
bäudetexturen miteinander verglichen. Die Situation für ein Gebäude ist in Ab-
bildung 5.8 (a), (b), (c) bzw. in Detailansicht in Abbildung 5.8 (d), (e), (f) dar-
gestellt. Wie im ersten Beispiel wird das Originalbild in Struktur und im Tex-
turanteil zerlegt. In diesem Beispiel scheitert TV -H−1 (siehe Abbildung 5.8 (g)),
da die Klassen keine visuell klare Trennung haben und es keine gegenüberlie-
genden Kanten gibt, die miteinander verbunden werden könnten. Stattdessen
wird der Baum rekonstruiert. In Abbildung 5.8 (h) wird das Ergebnis des mo-
difizierten TV -H−1-Inpainting gezeigt, in dem die Klassen getrennt sind. Al-
lerdings ist die Trennung beim modifizierten harmonischen Inpaintings (siehe
Abbildung 5.8 (i)) klarer und wird durch die einfachere Methode in einer we-
sentlich geringeren Rechenzeit erreicht. Abbildung 5.4 (j) und (k) zeigt das Er-
gebnis des texturbasierten Criminisi-Inpaintings mit und ohne Klassen an. Im
Standardfall ohne Klassen verschmutzt die Region des Baumes wieder stark das
Inpainting-Gebiet, aber im Ergebnis des Criminisi-Inpaintings mit Klassen sind
Artefakte auf Dach und Wand sichtbar. In Abbildung 5.8 (l) ist die Kombination
von Criminisi-Inpainting für Texturteil und dem modifiziertem harmonischen
Inpainting mit Klassen dargestellt. Eine scharfe Kante zwischen Dach und Wand
ist sichtbar und die Textur erscheint angemessen.

Bereinigte Texturen sind insbesondere nützlich, um ein Szenario für verschie-
dene Jahreszeiten anzupassen. Ein Szenario zeigt unser Motivationsbeispiel in
Abbildung 1.3, wofür das Modell für ein Winterszenario adaptiert wurde, bei
dem die unbereinigten Texturen besonders störend sind.

5.3 Fazit

Eine möglichst detailgetreue Darstellung virtueller dreidimensionaler Szenen
ist wichtig, um deren Realitätsgehalt und das Situationsempfinden in einer Si-
mulation zu erhöhen. Dies ist für künstliche Szenen kein großes Problem, da in
einer Fantasiewelt das 3D-Modell und die Texturen künstlich erzeugt und auf
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

das Rendering abgestimmt werden können. Komplizierter wird es, sobald die
Szene aus Sensordaten, beispielsweise Luftbildern, generiert wird.

Vor allem im städtischen Umfeld sind Überdeckungen sehr häufig, und da-
durch ist die Datenlage lückenhaft. Hier kommen die Inpainting-Techniken ins
Spiel.

Wir haben drei Probleme betrachtet (Reinigung von Orthophotos, Auffüllen von
Tiefenkarten und Texturierung von Gebäudepolygonen) und Ergebnisse für ver-
schiedene Techniken präsentiert: TV -H−1-Inpainting und das modifizierte har-
monische Inpainting für Strukturinpainting sowie das Criminisi-Inpainting für
Texturinpainting.

Die Methoden wurden dahingehend modifiziert, dass sie Klassifikationsergeb-
nisse berücksichtigen. Insbesondere erlauben die Änderungen die Einbeziehung
von Mehrklassenkarten, z. B. unterschiedliche Wände und Dächer. Für das TV -
H−1-Inpainting wurden Berechnungen im Fourier-Bereich durch die Finite-Ele-
mente-Diskretisierung ersetzt.

Folgende Beobachtung wurde gemacht: Bei Farbbildern liefert das modifizierte
harmonische Inpainting Ergebnisse von ausreichender Qualität und sein größ-
ter Vorteil gegenüber den anderen Methoden ist die sehr schnelle Rechenzeit.
Wir konnten sehen, dass das TV -H−1-Inpainting für die Rekonstruktion von
Tiefenkarten nützlich ist, da es das Problem der scharfen Kanten mildert.

Auf Farbbildern ist es vorteilhaft Textur und Struktur getrennt zu rekonstruie-
ren. Der Grund dafür ist, dass reine texturbasierte Methoden nicht immer die
globalen Veränderungen der Beleuchtung erfassten, während das Ergebnis rein
strukturbasierter Verfahren kleinskalige Strukturen nicht beachtet.

Eine wichtige Schlussfolgerung ist, dass jede zusätzliche Information über das
Inpainting-Gebiet sowohl die Qualität des Ergebnisses als auch die Rechenzeit
positiv beeinflusst. Das konnte in der Arbeit eindeutig nachgewiesen werden.
Andererseits sind, wie das Beispiel Bereinigung von Orthofotos, neue Methoden
oft nur in Spezialfällen den etablierten Methoden überlegen. Deswegen sind in
der Praxis, wo oft weitere Informationen zur Verfügung stehen, Kombinationen
aus einfacheren Methoden, einer fortschrittlichen, komplizierten Methode vor-
zuziehen.
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5.3 Fazit

In der Arbeit wurden aus dem Klassifikationsergebnis harte Randbedingungen
berechnet, so dass Informationen über die Klassengrenzen hinweg isoliert wur-
den. Dies hat allerdings den Nachteil, dass Ungenauigkeiten in der Klassifikati-
on zu einer groben Verschlechterung der Ergebnisse führen kann.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

(a) Bildausschnitt des Origi-
nalbildes

(b) dazugehöriges Inpain-
ting-Gebiet

(c) dazugehörige zweite
Klasse

(d) Criminisi-Inpainting (e) Criminisi-Inpaintings mit
Klassen

(f) harmonisches Inpainting
auf Originalbild

(g) T V -H−1-Inpaintings auf
dem Strukturanteil

(h) harmonisches Inpainting
auf Strukturanteil

(i) harmonisches Inpainting
mit Klassen auf Strukturan-
teil

(j) hybrides Verfahren mit
harmonischem Inpainting
mit Klassen und Criminisi-
Inpaintinglabel

(k) Originalbild (l) bereinigter Parkplatz

Abbildung 5.4: Bereinigung von Bodentexturen im Datensatz Vaihingen.

74



5.3 Fazit

(a) unvollständige Tiefenkarte (unbekann-
te Region in dunkelblau)

(b) unvollständige Tiefenkarte (unbekann-
te Region in dunkelblau)

(c) harmonisches Inpainting (d) harmonisches Inpainting

(e) Ergebnis des T V -H−1-Inpaintings (f) Ergebnis des T V -H−1-Inpaintings

(g) Detailansicht des harmonischen In-
paintings

(h) Detailansicht des harmonischen In-
paintings

(i) Detailansicht T V -H−1-Inpaintings (j) Detailansicht T V -H−1-Inpaintings

Abbildung 5.5: Rekonstruktion zweier Tiefenkarten.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Abbildung 5.6: Tiefenverlauf über eine Kante von Abb. 5.5 (g) und (i). Der Ver-
lauf des TV -H−1-Inpaintings ist eine bessere Näherung an die
Kante.
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5.3 Fazit

(a) Schematische Darstellung der Situation

(b) Ergebnis der Rekonstruktion mit dem T V -
H−1-Inpainting,

(c) Synthetische Tiefenkarte aus dem 3D-
Modell

(d) Ergebnis der Annotation

Abbildung 5.7: Identifikation und Annotation von Vordergrundobjekten vor
den Gebäuden (Bereitgestellt von D. Bulatov).
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(a) Originalbild (b) Inpainting-Gebiet (Über-
hängender Baum)

(c) Gebäudepolygone

(d) Bildausschnitt des Origi-
nalbildes

(e) entsprechendes Inpain-
ting-Gebiet

(f) Gebäudepolygone

(g) T V -H−1-Inpainting (h) modifiziertes T V -H−1-
Inpainting

(i) modifizierte harmoni-
sches Inpainting

(j) Criminisi-Inpainting (k) Criminisi-Inpainting mit
Klassen

(l) kombiniertes modifizier-
tes harmonisches Inpainting
und Criminisi-Inpainting

Abbildung 5.8: Bereinigung einer Gebäudetextur im Datensatz Bonnland.
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