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1 Motivation und Thema

Ein wesentliches Ziel bei der Entwicklung mechanischer Komponenten ist es in vielen Fällen,
diese mit einer möglichst geringen Masse zu realisieren. Im ingenieurmäÿigen Sprachgebrauch
bezeichnet der Begri� Leichtbau häu�g neben eben diesem Ziel auch eine groÿe Anzahl von
Methoden zum Erreichen desselben.
Bei den zu entwickelnden Bauteilen handelt es sich in diesem Zusammenhang meist um

solche, deren Masse im Betrieb unter Energieaufwand bewegt werden muss, sodass sich der
Bedarf an Energie durch Leichtbau verringern lässt. Beispiele hierfür �nden sich im Fahr-
und Flugzeugbau, der Raumfahrt und dem Schi�bau sowie bei medizinischen Geräten und
Sportartikeln. Von groÿer Bedeutung ist Leichtbau darüber hinaus z. B. bei den Rotorblät-
tern von Windenergieanlagen, deren Betriebsbeanspruchung wesentlich durch ihr Eigenge-
wicht bestimmt ist, oder in der Automatisierungstechnik und dem Werkzeugmaschinenbau,
in denen Beschleunigungskräfte und Eigenfrequenzen von der Bauteilmasse stark beein�usst
werden.
Aufgrund ihrer günstigen spezi�schen � d. h. auf ihre Dichte bezogenen � Stei�gkeits-

und Festigkeitseigenschaften bieten Faser-Kunststo�-Verbunde (FKV) für die beschriebenen
Anwendungsfälle häu�g deutliche Vorteile gegenüber anderen Werksto�en. Allerdings lässt
sich ihr Leichtbaupotential � genau wie das eines jeden anderen Werksto�s � konstruktiv
nur dann nutzen, wenn Festigkeits- und Ermüdungsverhalten bereits während der Bauteil-
auslegung zuverlässig abgeschätzt werden können. Andernfalls geht dieses Potential durch
die Verwendung entsprechend hoher Sicherheitsfaktoren zumindest teilweise wieder verloren.
Insbesondere was die rechnerische Abschätzung des Ermüdungsverhaltens und der Lebens-

dauer von FKV anbelangt, besteht derzeit noch Bedarf an Forschung, zu der die vorliegende
Arbeit einen Beitrag leistet. Dabei werden hier ausschlieÿlich solche FKV betrachtet, die als
Laminate aus einer oder mehreren Schichten mit jeweils unidirektionaler (UD) Endlosfaser-
verstärkung bestehen.
Nach einer kurzen Einführung in die mechanischen Grundlagen des Spannungs-Verzer-

rungs-Verhaltens endlosfaserverstärkter Kunststo�e in Kapitel 2, die u. a. der Einführung
in die nachfolgend verwendete Nomenklatur dient, beschreibt Kapitel 3 das bei FKV zu
beobachtende Ermüdungsverhalten. Auf dieser Basis wird in Kapitel 4 der aktuelle Stand
der Forschung in Bezug auf dessen rechnerische Modellierung dargestellt.
Die Literatur zeigt, dass es über die Lebensdauer zu schädigungsbedingten Änderungen

der Materialstei�gkeiten und infolge dessen zu Beanspruchungsumlagerungen kommt, deren
Berücksichtigung eine wichtige Voraussetzung für die realistische Bewertung des Ermüdungs-
verhaltens von Laminaten ist (siehe S. 21 und 39). Ziel der vorliegenden Arbeit ist es

deshalb, ein Berechnungswerkzeug für die Untersuchung des Ein�usses ermü-

dungsbedingter Mikrorisse auf die e�ektiven Stei�gkeiten der UD-Schicht zu

entwickeln. Mit Mikrorissen sind dabei intralaminare Risse gemeint, deren Längen deut-
lich unterhalb der Schichtdicke liegen. Allerdings ist aufgrund der Gröÿenverhältnisse von
Mikrorissen, Faserdurchmesser sowie Schicht- und Laminatdicke eine Skalenseparation, wie
sie Voraussetzung für eine klassische Homogenisierung wäre, nicht gegeben. Daher wird eine
statistische Betrachtung vorgeschlagen.

1



1 Motivation und Thema

Kapitel 5 beschreibt zu diesem Zweck zunächst die Erzeugung von Mikromodellen mit
zufälliger Faseranordnungen sowie ihre Übertragung in eine Berechnung mittels der Finite
Elemente Methode (FEM). Um auf reproduzierbare Art und Weise geschädigte Materialzu-
stände zu erzeugen, wird ein mehrachsiges, spannungsbasiertes Versagenskriterium formu-
liert und mit seiner Hilfe die Rissbildung unter zyklischer Beanspruchung für eine Anzahl
verschiedener zufälliger Faseranordnungen simuliert, wobei die Entwicklung der e�ektiven
Stei�gkeit im Schädigungsverlauf aufgezeichnet wird.
Die statistische Auswertung der so erzeugten Stei�gkeitsverläufe in Kapitel 6 zeigt er-

wartungsgemäÿ ein monoklines Materialverhalten sowie eine erhebliche Streuung der e�ekti-
ven Materialkennwerte, was sich im Verlauf der Schädigung noch verstärkt. Die Kennwerte
korrelieren hier z. T. paarweise. In Bezug auf die Anriss-Schwingspielzahl zeigt sich ein deut-
lich ausgeprägter statistischer Gröÿene�ekt. Das Beanspruchungsniveau kann unter den hier
formulierten Bedingungen den Ort des ersten Anrisses und ebenso die weitere Schädigung
sowohl in ihrer Geschwindigkeit als auch in Ort und Reihenfolge der entstehenden Mikrorisse
beein�ussen.
Kapitel 7 fasst Vorgehensweise und Ergebnis der vorliegenden Arbeit zusammen und

ergänzt sie durch einen Ausblick auf zukünftige Arbeiten. Weitere Verö�entlichungen zum
Thema �nden sich in [1�4].
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2 Mechanische Grundlagen

Bei der Betrachtung groÿer Verformungen oder ausgeprägter physikalischer Nichtlinearität
des Materialverhaltens werden häu�g die so genannten wahren Spannungen und die soge-
nannten wahren Dehnungen verwendet. Die wahren Spannungen werden dabei mithilfe des
Cauchy 'schen Spannungstensors beschrieben. Sie beziehen sich auf die verformten Quer-
schnitte des belasteten in�nitesimalen Volumenelements. Den wahren Dehnungen liegt das
logarithmische Dehnungsmaÿ εlogarithmisch = ln(l/l0)1 zugrunde [5]2. Sie werden im Hen-
cky 'schen Verzerrungstensor zusammengefasst.
Im Gegensatz dazu beschränkt sich die Analyse endlosfaserverstärkter Faser-Kunststo�-

Verbunde (FKV) in der Praxis häu�g auf eine lineare Betrachtung, d. h. auf die so genannten
Ingenieurs-Spannungen und -Dehnungen. Die Spannungen beziehen sich dabei auf die un-
verformten Querschnitte des in�nitesimalen Volumenelements und werden mit Hilfe des 2.
Piola-Kirchho� -Spannungstensors [6] beschrieben. Den Dehnungen liegt das ingenieurmä-
ÿige Dehnungsmaÿ ε = (l − l0)/l0 zugrunde. Sie sind im In�nitesimalen Verzerrungstensor
zusammengefasst3.
Spannungstensor σij und Verzerrungstensor εij sind symmetrische Tensoren 2. Stufe. Für

linear elastisches Materialverhalten beschreibt die Materialstei�gkeitsmatrix Cijkl (positiv
de�niter und symmetrischer Tensor 4. Stufe) die Beziehung zwischen ihnen [8, 9]. Die Glei-
chung (2.1) heiÿt Materialgesetz oder generalisiertes Hooke'sches Gesetz [10] und ist hier in
Indexschreibweise unter Nutzung der Einstein'schen Summenkonvention notiert.

σij = Cijklεkl i, j, k, l ∈ {1, 2, 3} (2.1)

Die Achsen des gültigen Koordinatensystems sind hier mit 1, 2 und 3 bezeichnet4. Die
Materialstei�gkeitsmatrix besitzt in dieser Form 81 Elemente. Aufgrund der Symmetrie von
Spannungs- und Verzerrungstensor lässt sich zeigen, dass gilt:

Cijkl = Cjikl und Cijkl = Cijlk (2.2)

Die Anzahl unabhängiger Elemente in Cijkl beträgt damit 36.
Für ideal elastische Festkörper geht man davon aus, dass eine zu seiner Verformung aufge-

brachte Arbeit vollständig in positive Verzerrungsenergie umgewandelt und bei Entlastung

1ε: Dehnung, l0: Länge im unverformten Zustand, l: Länge im verformten Zustand
2Siehe auch ANSYS Help 17.1: ANSYS Documentation→ Mechanical APDL→ Structural Analysis Guide
→ 8.3.1 Stress-Strain

3Dieser ist mathematisch identisch mit der geometrisch linearisierten Form des Green'schen Verzerrungsten-
sors, obwohl diesem das Green'sche Dehnungsmaÿ εGreen = (l2− l20)/l20 zugrunde liegt [7,8]. Grundlagen
der Kontinuumsmechanik mit Herleitung verschiedener Verzerrungstensoren usw. �nden sich z. B. in [6].

4Andere mögliche Achsenbezeichnungen wären z. B. xyz, x1x2x3 oder rφz (Zylinderkoordinatensystem).
Für unidirektional vestärkte Faserverbundschichten wird das 123-System üblicherweise so festgelegt, dass
die 1-Achse parallel zur Faserrichtung, die 2-Achse parallel zur Schichtebene und senkrecht zur Faser-
richtung sowie die 3-Achse senkrecht zur Schichtebene ausgerichtet sind. In diesem Fall nennt man es
Materialkoordinatensystem.
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2 Mechanische Grundlagen

wieder vollständig zurückgewonnen wird. Es gilt also der erste Hauptsatz der Thermodyna-
mik (Energieerhaltungssatz). Im verformten Material existiert ein elastisches Potential5 Ψ,
die Verzerrungsenergiedichte, für das gilt:

εij =
∂Ψ

∂σij
und σij =

∂Ψ

∂εij
mit i, j ∈ {1, 2, 3} (2.3)

und in Einstein'scher Summenkonvention

Ψ =
1

2
σijεij =

1

2
Cijklεijεkl mit [Ψ] = 1

J

m3
und i, j, k, l ∈ {1, 2, 3} (2.4)

Bei einem beliebigen Belastungs- und Entlastungsvorgang, an dessen Ende das Material
sich wieder im Ausgangszustand be�ndet, muss in diesem Fall die insgesamt aufgewandte
Arbeit unabhängig vom Be-/Entlastungspfad gleich Null sein. Es lässt sich zeigen [8, 12],
dass daher die folgende Bedingung erfüllt sein muss:

∂2Ψ

∂εij∂εkl
=

∂2Ψ

∂εkl∂εij
(2.5)

Hieraus folgt dann:

Cijkl = Cklij (2.6)

Damit reduziert sich die Anzahl unabhängiger Elemente in Cijkl auf 21. Sie sind aus-
reichend, um vollständig anisotropes Verhalten linear elastischer Materialien zu beschrei-
ben [8�10]. Entsprechend wird das Materialgesetz unter Nutzung der Voigt-Notation6 [13]
und in Matrixschreibweise folgendermaÿen ausgedrückt:

σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6

 =


C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66




ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

 (2.7)

Für viele Materialien ergeben sich so genannte Symmetrien7, d. h. die Materialstei�g-
keitsmatrix ist invariant8 bzgl. der Spiegelung des Koordinatensystems an einer oder mehr
Ebenen bzw. bzgl. seiner Drehung um eine oder mehr Achsen im Koordinatenraum [9]. Im
Materialkoordinatensystem werden dabei verschiedene Elemente der Materialstei�gkeitsma-
trix null, wodurch sich die Anzahl unabhängiger Elemente weiter reduziert [9]. Existiert
eine einzige Symmetrieebene, spricht man von monokliner Anisotropie (13 unabhängige Ele-
mente). Existiert eine zweite Symmetrieebene, welche zur ersten orthogonal ist, so kann
man zeigen, dass auch eine dritte zu beiden anderen orthogonale Symmetrieebene existieren

5Existiert ein solches Potential, so spricht man von Green-Elastizität. Sie ist ein Sonderfall der Cauchy-
Elastitizät [11].

6In Bezug auf die bisherige Notation gilt: ε1 = ε11, ε2 = ε22, ε3 = ε33, ε4 = γ23 = 2ε23, ε5 = γ13 = 2ε13,
ε6 = γ12 = 2ε12, σ1 = σ11, σ2 = σ22, σ3 = σ33, σ4 = σ23, σ5 = σ13, σ6 = σ12.

7Der Begri� Symmetrie wird vielfältig verwandt. So beschreibt er z. B. auch den Umstand gleicher Stei-
�gkeit unabhängig vom Vorzeichen der Verformung (also z. B. unter Zug und Druck). Andererseits sind
Spannungs- und Verzerrungstensor sowie auch die Materialstei�gkeitsmatrix symmetrische Matrizen, für
die gilt: εij = εji, σij = σji und Cmnkl = Cklmn bzw. Cij = Cji.

8Das heiÿt, sie ändert sich durch die nachfolgend beschriebenen Transformationen des Koordinatensystems
nicht.
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muss [9]. Dieser Zustand heiÿt orthotrope Anisotropie (9 unabhängige Elemente). Falls alle
zur ersten Symmetrieebene orthogonalen Ebenen Symmetrieebenen sind, so liegt transver-
sale Isotropie vor (5 unabhängige Elemente). Ist schlieÿlich jede beliebige Ebene im Raum
eine Symmetrieebene, so ist das Material isotrop (2 unabhängige Elemente).
Gl. (2.8) und (2.9) beschreiben die Materialstei�gkeitsmatrix für den monoklin anisotropen

Fall (Symmetrieebene ist hier die 23-Koordinatenebene) bzw. für den transversal isotropen
Fall, in dem die 23-Koordinatenebene sowie alle dazu orthogonalen Ebenen Symmetrieebenen
sind [8�10,14]. Die Matrix Sij heiÿt Material-Nachgiebigkeitsmatrix. Bei der Indizierung der
Querkontraktionszahlen νij wird hier die Reihenfolge Wirkung-Ursache verwendet.

Cij,monoklin =


C11 C12 C13 C14 0 0
C12 C22 C23 C24 0 0
C13 C23 C33 C34 0 0
C14 C24 C34 C44 0 0
0 0 0 0 C55 C56

0 0 0 0 C56 C66



=



1
E1

−ν12
E2
−ν13

E3

η14
G4

0 0

−ν21
E1

1
E2

−ν23
E3

η24
G4

0 0

−ν31
E1
−ν32

E2

1
E3

η34
G4

0 0
η41
E1

η42
E2

η43
E3

1
G4

0 0

0 0 0 0 1
G5

µ56
G6

0 0 0 0 µ65
G5

1
G6



−1

(2.8)

= S−1
ij,monoklin

Cij,tra. iso. =


C11 C12 C12 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C12 C23 C22 0 0 0
0 0 0 1

2
(C22 − C23) 0 0

0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C55



=



1
E1

−ν12
E2
−ν12

E2
0 0 0

−ν21
E1

1
E2

−ν23
E2

0 0 0

−ν21
E1
−ν23

E2

1
E2

0 0 0

0 0 0 1
G4

0 0

0 0 0 0 1
G5

0

0 0 0 0 0 1
G5



−1

(2.9)

= S−1
ij,tra. iso.

Für unidirektional verstärkte FKV-Schichten wird in der Praxis meist transversal isotropes
Verhalten gem. Gl. (2.9) angenommen.
FKV-Bauteile bestehen i. d. R. aus Laminaten � so genannten Mehrschichtverbunden

(MSV) � die aus mehreren Schichten verschiedener Faserorientierung aufgebaut sind. Durch
ihren Einsatz im Leichtbau stellen FKV-Strukturen überdies häu�g dünnwandige Flächen-
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2 Mechanische Grundlagen

tragwerke9 dar. Zur Analyse von dünnwandigen MSV kommen Theorien für laminierte Scha-
len zum Einsatz, welche auf Basis der Materialgesetze der einzelnen Schichten das elastische
Verhalten des MSV beschreiben. Die Klassische Laminattheorie (Classical Laminate Theory,
CLT) [14, 16, 17] nimmt dabei an, dass im gesamten Laminat ein ebener Spannungszustand
(ESZ) vorliegt. Zudem wird davon ausgegangen, dass Querschnitts�ächen, die im Ausgangs-
zustand eben und senkrecht zur Mittel�äche des MSV sind, dies auch bei Verformung bleiben.
Hingegen wird im Rahmen der Finite Elemente Methode (FEM) für die in kommerziellen
Berechnungsprogrammen implementierten Schalenelemente häu�g die Schubdeformations-
theorie erster Ordnung (First-order Shear Deformation Theory, FSDT) [14, 16] verwandt.
Hier wird davon ausgegangen, dass Querschnitts�ächen, die im Ausgangszustand eben und
senkrecht zur Mittel�äche sind, im verformten Zustand zwar eben, aber nicht zwangsweise
senkrecht zur Mittel�äche bleiben. Auf diese Weise können auch Schubspannungen in Dicken-
richtung approximiert werden10. Durch die jeweils zugrundeliegenden kinematischen Verein-
fachungen bedingt, liefern die beiden Theorien nur unter bestimmten Voraussetzungen zu-
verlässige Ergebnisse. Detaillierte Erläuterungen der Theorien �nden sich z. B. in [14,16,17].

9Dünnwandige Flächentragwerke zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Dicke wesentlich geringer ist als
ihre Länge und Breite. Sind sie eben und erfahren nur Lasten, die in ihrer Ebene wirken, nennt man
sie Scheiben. Sind sie eben und werden senkrecht zu ihrer Ebene belastet, nennt man sie Platten. So
genannte Schalen können eben oder gekrümmt und sowohl durch Kräfte innerhalb als auch auÿerhalb der
Schalen�äche belastet sein [15]. Ab welchem Verhältnis von Länge und Breite zu Dicke eine Platte oder
Schale mechanisch als dünnwandig zu betrachten ist, hängt vom Verhältnis der Normalstei�gkeiten in
Längen-/Breitenrichtung und der Schubstei�gkeit in Dickenrichtung ab. Analoges gilt für das Verhältnis
von Länge zu Höhe bei Biegebalken und ihre Bezeichnung als mechanisch schlank. Die Verhältnisse
müssen diesbezüglich für FKV-Tragwerke häu�g deutlich gröÿer sein als für solche, die aus Metall gefertigt
werden. Siehe z. B. [14] oder ANSYS Help 17.1: ANSYS Documentation→Mechanical APDL→ Element
Reference → I. Element Library → BEAM188.

10Die Annahmen der CLT entsprechen der Kirchho�-Love'schen Plattentheorie (analog dazu: Bernoulli -
Balkentheorie). Die Annahmen der FSDT entsprechen der Reissner-Mindlin'schen Plattentheorie (analog
dazu: Timoshenko-Balkentheorie) [14,15,18].
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

3.1 Ein�üsse auf das Ermüdungsverhalten von FKV

In der Literatur wird auf eine Vielzahl von Ein�üssen auf die Schwingfestigkeit von FKV
hingewiesen. Zu den konstruktiv beein�ussbaren Parametern zählen dabei das Fasermate-
rial [19�25], der Fasertyp [26], die Ober�ächenbehandlung der Fasern (beispielsweise die
verwendete Schlichte) [27,28], der eingesetzte Matrixwerksto�1 [19�25,30,31] und die Orien-
tierung der Fasern (Faserwinkel) innerhalb der Schichten [19�22, 25, 32, 33] bzw. die textile
Architektur des Faserhalbzeugs [24,25,30,34] ebenso wie der Lagenaufbau (Schichtreihenfol-
ge) des Laminats als Ganzem [23�25, 30, 35�37]. �Feinschichtige Laminataufbauten� werden
für den Fall zyklischer Belastung empfohlen, da die Schichtgrenzen den Fortschritt kleiner
Schäden behindern [17, S. 427] (siehe dazu auch Abschnitt 3.2). Allgemein gilt GFK als
stärker ermüdungsgefährdet als CFK [30]. Von Kohlensto�fasern wird häu�g angenommen,
dass sie � ungeachtet der Schädigungsprozesse im Verbund � selbst so gut wie nicht ermüden
(vgl. hierzu Abschnitt 3.2.3). Glasfasern hingegen zeigen Ermüdung, die auf Spannungsriss-
korrosion an ihrer Ober�äche zurückgeführt wird [38�42].
Weitere konstruktionsbedingte Ein�üsse ergeben sich an realen Bauteilen durch Ker-

ben, welche lokale Beanspruchungskonzentrationen bewirken [25, 43�48], oder auch durch
den dreidimensionalen Spannungszustand an freien Rändern des Laminats (Laminatrandef-
fekt) [25, 49]. Darüber hinaus wirken sich schnelle Übergänge sowohl in der geometrischen
Auÿenkontur als auch in der Laminatdicke auf die Beanspruchungsverteilung im Laminat
aus [50]. Letztere erfordern i. d. R., dass einzelne Schichten an bestimmten Stellen innerhalb
des Bauteil-Laminats enden (engl. ply drop-o� ), was dessen Ermüdungsverhalten beein-
�usst [51, 52].
Im Betrieb ist die Lebensdauer von FKV-Bauteilen im Fall einer zyklischen Belastung

mit konstanten Amplituden von der Höhe dieser Amplituden [20, 22, 25, 36, 53�55] sowie
dem Mittelwert abhängig [19�22,24, 25,30, 36,56�61]. Letzterer wird in Verbindung mit der
Amplitude häu�g in Form des Last- oder Spannungsverhältnisses R = Fu/Fo bzw. R = σu/σo
ausgedrückt2.
Die für FKV zu beobachtenden, im Allgemeinen nicht vollständig linear elastischen Span-

nungs-Verzerrungs-Beziehungen (siehe Abschnitt 3.3) führen zu einem Ein�uss der Dehnrate
auf das Ermüdungsverhalten [19�21,34,47,62,63], der sich mittelbar auch in einem Ein�uss
der Belastungsfrequenz [19�21,24,25,33,34,36,47,54,55,64�68] ausdrücken kann. Bezüglich
des Frequenzein�usses ist allerdings die mögliche Wechselwirkung mit der Temperaturab-
hängigkeit zu berücksichtigen, da das viskoelastische Materialverhalten häu�g zu Hysterese-
bedingter Erwärmung führt, welche ihrerseits ebenfalls frequenzabhängig ist [25,34,47,66,69].
Ein weiterer Ein�ussfaktor ist die Form der Belastungs-Zeit-Funktion (beispielsweise Sinus,
Dreieck, Sägezahn etc.) [60, 65]. Spezielle Belastungsarten entstehen etwa durch akustische
Anregung, wie sie in der Raumfahrt während des Raketenstarts auftreten [70].

1Zum Ermüdungsverhalten des reinen Matrixwerksto�s siehe z. B. [29]
2Auch die Bezeichnung R-Wert ist gebräuchlich. Bei zyklischer Momentenbelastung wäre R = Mu/Mo eine
äquivalente De�nition.
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

Durch viskoelastisches Materialverhalten kann es des Weiteren in Wechselwirkung mit von
Null verschiedenen Mittelspannungen zum Kriechen des Materials kommen [47,60,62].
Die Mehrachsigkeit des Spannungszustands, welche sich in Schichten mit von der Belas-

tungsrichtung abweichender Faserrichtung bereits bei einachsiger Belastung ergibt, wirkt
sich ebenfalls auf das Ermüdungsverhalten aus [23,25,33,59,71]. Ggf. ist auch eine mögliche
Phasenverschiebung3 verschiedener Lasten untereinander zu berücksichtigen [43,72].
Bei Belastung mit variablen Amplituden wird ein deutlicher Reihenfolgee�ekt bzgl. der

zeitlichen Abfolge groÿer und kleiner Schwingspiele (Amplituden) bzw. deren Mittelwerte
verzeichnet [19, 22, 25, 35, 47, 73], der sich auf die unterschiedliche Abfolge verschiedener
Schädigungsmechanismen (vor allem ZFB und Delamination) zurückführen lässt [74]. Der
Reihenfolgee�ekt ist abhängig von derDurchmischung, d. h. davon, wie häu�g sich Amplitude
und/oder Mittelwert im zeitlichen Ablauf verändern [19,25,35,73,75].
Im realen Betrieb werden FKV verschiedenen Umgebungsbedingungen ausgesetzt. Insbe-

sondere die während der zyklischen Belastung herrschende Umgebungstemperatur hat dabei
groÿen Ein�uss [24,30,32,54,55,65,76�82]. Ändert sich die Temperatur während der Einsatz-
dauer zyklisch, so ist darüber hinaus mit thermo-mechanischer Ermüdung zu rechnen [25,83].
Ähnlich bedeutend ist der Ein�uss von Feuchte [19,20,24,25,30,32,54,77,82,84�86], welche

einerseits Veränderungen der Matrixeigenschaften (etwa der Glasübergangstemperatur Tg,
der Stei�gkeiten und der Festigkeiten) und andererseits Veränderungen der Beanspruchungen
(durch Quellen der Matrix) hervorrufen kann. [87] erwähnt darüber hinaus die Möglichkeit,
Ionen aus der Ober�äche bestimmter Glasfasertypen herauszulösen und diese dadurch zu
schädigen. Unterschiedliche Ein�üsse von Salz- und Süÿwasser werden in [88] diskutiert. Das
Ergebnis von Untersuchungen an GFK-Rotorblättern von Helikoptern nach langjährigem
Einsatz in feucht-heiÿem Klima zeigt [89].
Weitere E�ekte, die von den Umgebungsbedingungen während des Betriebs abhängen,

werden durch Alterung [64, 90] und chemische Substanzen (Medien) [25] hervorgerufen. In
[49,83] zeigen die Autoren den auf Oxidation zurückgeführten Ein�uss von sauersto�haltiger
Umgebungsatmosphäre im Vergleich zu einer Sticksto�atmosphäre auf die Rissentwicklung
bei thermomechanischer Ermüdung eines CFK-Kreuzverbunds. In [91]4 wird ein Ein�uss von
Gamma-Strahlung auf die Ermüdung von GFK diskutiert.
Wird davon ausgegangen, dass die FKV-Struktur zu Beginn der zyklischen Belastung nicht

völlig unbeschädigt ist, so ergeben sich weitere Ein�üsse u. a. aus der Vorschädigung durch
statische Lasten [85,92] oder auch durch punktuelle Schlagbelastung (Impact) [93�96].

3Mehrachsigkeit tritt in verschiedenen Formen auf. Zunächst ist zwischen mehrachsigen Lasten (d. h. meh-
reren wirkenden Kräften Fi(t) und/oder Momenten Mi(t)) und mehrachsigen Beanspruchungen (d. h.
mehreren wirkenden Spannungen σij(t) und/oder Verzerrungen εij(t)) zu unterscheiden. Einachsige La-
sten erzeugen im anisotropen Material im Allgemeinen mehrachsige Beanspruchungen. Linear elastisches
Materialverhalten vorausgesetzt, sind diese proportional zueinander und zur aufgebrachten Last, falls
keine zusätzlichen statischen Beanspruchungen (z. B. temperaturbedingte Eigenspannungen) vorliegen.
Mehrachsige Lasten erzeugen (wieder ohne Eigenspannungen o. ä.) proportionale Beanspruchungen, falls
alle Lasten zueinander proportional sind, d. h. es gilt Fi(t) ∼ Fj(t) und damit Fi(t)/Fj(t) = konst..
Periodische Lasten sind in diesem Fall in Phase zueinander, besitzen die gleiche Belastungsform (Sinus,
Dreieck usw.), und alle Lasten und Beanspruchungen haben den gleichen R-Wert. Sind periodische Lasten
nicht in Phase zueinander, so spricht man von Phasenverschiebung, die wiederum selbst über die Zeit
variabel sein kann, wenn die Belastungsfrequenz veränderlich ist. Wie auch im Fall ungleicher R-Werte
oder nichtlinearen Materialverhaltens sind die Beanspruchungen im Allgemeinen dann nicht proportional
zueinander. Nicht-proportionale, nicht-periodische mehrachsige Belastung mit variablen Amplituden und
R-Werten stellt den allgemeinsten Fall der Bauteilbelastung dar.

4Vom zitierten Titel liegt lediglich die englischsprachige Zusammenfassung vor. Der Hauptartikel ist in
chinesischer Sprache verfasst.
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3.2 Schädigung in FKV bei zyklischer Last

Wesentliche weitere Ein�üsse ergeben sich üblicherweise durch die im Herstellungspro-
zess der FKV-Struktur erreichte Qualität. Abgesehen von schwerwiegenden Mängeln wie
unbeabsichtigt trockenen, d. h. nicht mit Matrix imprägnierten Bereichen [50] oder unbeab-
sichtigten Falten im Fasermaterial [97] ist diese z. B. durch den erreichten Faservolumenge-
halt [19�21, 25, 28, 98, 99] und die Porosität (durch Lufteinschlüsse) [18�21, 51, 97, 100, 101]
gegeben. Insbesondere bei groÿformatigen Bauteilen, wie den Rotorblättern von Windener-
gieanlagen (WEA), sind unbeabsichtigte Faserwelligkeiten (so genannte Ondulationen � in
Dickenrichtung des Materials wie auch in seiner Fläche) nicht vollständig zu vermeiden und
wirken sich auf das Ermüdungsverhalten aus [51, 68, 97, 102, 103]. Auch Harzansammlungen
im Laminat haben ggf. einen Ein�uss [68]. Beim Drapieren textiler Halbzeuge kann es im
Fertigungsprozess zudem zu ungünstigen Verformungen der Faserarchitektur kommen [104].
Schlieÿlich muss bei der spanenden Nachbearbeitung die Möglichkeit einer Schädigung des
Laminatrands (etwa durch Bohren von Nietlöchern oder Besäumen der Bauteil-Endkontur)
berücksichtigt werden [47,105].

3.2 Schädigung in FKV bei zyklischer Last

Aufgrund ihrer Heterogenität wirken in FKV unter zyklischer Belastung verschiedene Schä-
digungsmechanismen, deren Auftreten und Interaktion sich je nach Lastfall deutlich unter-
scheiden können [63,106]. Betre�en sie vorrangig die einzelne Laminatschicht, so spricht man
von intralaminarer Schädigung, während als interlaminar eine Schädigung der Schichtgrenz-
�ächen (Delamination) bezeichnet wird [75,107]. Als Hauptschädigungsmechanismen werden
i. d. R. das Versagen der Faser-Matrix-Grenz�äche, Zwischenfaserbrüche (ZFB), Faserbrüche
(FB) und Delaminationen diskutiert [23,24,30,34,47,99,108�115]. Als weitere Mechanismen
werden das Herausziehen von Fasern aus der Matrix [35], das Wachstum von Poren [34] sowie
das so genannte Matrix-crazing5 [24, 34, 114] genannt.

3.2.1 Normalbeanspruchung quer zur Faserrichtung

Bei vielen FKV liegt die Beanspruchbarkeit der Faser-Matrix-Grenz�ächen unterhalb jener
der Matrix. Bei Querzugbeanspruchung einer UD-Schicht (also in 22- oder 33-Richtung6)
bilden sich daher zunächst � ggf. ausgehend von bestehenden Fehlstellen � Mikrorisse in der
Faser-Matrix-Grenz�äche, die schlieÿlich zur Ablösung der Faser von der Matrix führen [117,
118]. Auch Mikrorisse in der Interphase sind möglich [117] (siehe dazu auch S. 41). Abhängig
vom lokalen Spannungszustand, der maÿgeblich von der Anordnung der benachbarten Fasern
abhängt, wachsen schlieÿlich Risse von der Spitze der Grenz�ächenrisse aus in die Matrix
hinein. Auf diese Weise verbinden sich die Grenz�ächenrisse vieler Fasern zum makroskopisch
sichtbaren faserparallelen Zwischenfaserbruch (ZFB). Aufnahmen mit dem Rasterelektronen-
mikroskop (Scanning Electron Microscope, SEM) zeigen relativ glatte Bruch�ächen in den
Matrixbereichen zwischen den Fasern bzw. deren Abdrücken [119,120].
Bei starker Haftung zwischen Faser und Matrix ist auch ein Versagen der Matrix selbst

möglich, welches in der Nähe der Grenz�äche, ausgelöst durch den dort wirkenden nahezu
hydrostatischen Beanspruchungszustand, auftritt [121] (vgl. Abschnitt 4.6.3). Entsprechende
Untersuchungen für den Fall quasi-statischer Beanspruchung �nden sich in [116,122,123]. Die
Bruch�ächen zeigen dann Fasern, die von anhaftendem Matrixmaterial bedeckt sind [124].

5Als craze bezeichnet man schmale Zonen stark verformten und mit Poren durchsetzten Polymers [116].
6Eine gezielte Untersuchung zur Schwingfestigkeit unter Beanspruchung in Richtung der Schichtdicke wird
in [57] gezeigt.
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

Im Fall einer Querdruckbeanspruchung kommt es ebenfalls zur Faserablösung von der
Matrix, deren Fortschritt entlang des Faserumfangs unter der dort herrschenden Radial-
tangential-Schubspannung sogar begünstigt sein kann [125]. Der ZFB tritt in einer zur
Schichtebene geneigten Bruchebene auf [126]. Der Neigungswinkel ist abhängig von der in der
entsprechenden Ebene herrschenden Kombination von quer-quer Schubspannung und Quer-
Druckspannung (vgl. ZFB-Modus C nach Puck bei quasi-statischer Belastung [17,127]).

3.2.2 Schubbeanspruchung quer-längs zur Faserrichtung

Im Gegensatz dazu entstehen unter Schubbeanspruchung, die quer-längs zu den Fasern wirkt
(d. h. in 12- bzw. 13-Richtung), gegenüber der Faserrichtung geneigte Mikrorisse innerhalb
der Matrix. Diese werden durch die Fasern zunächst gestoppt, bevor es meist entlang der
Faser-Matrix-Grenz�äche zur Verbindung der Mikrorisse und in der Folge zum voll ent-
wickelten faserparallelen ZFB kommt (vgl. auch [114]). Entsprechendes kohäsives Matrix-
versagen für schwellende und wechselnde Schubbeanspruchung wird bereits in [128] skizziert
und lässt sich mikroskopisch an Schli�bildern entsprechend geschädigter Proben bestäti-
gen [120,129,130]. In SEM-Aufnahmen der Bruch�ächen torsionsbelasteter 90°-Rohrproben
zeigen sich die Rissufer dieser geneigten Mikrorisse als schuppenartige Lamellen (so genann-
te hackles oder shear cusps, siehe auch [124]) zwischen den Abdrücken der im späteren
Schädigungsverlauf aus der Matrix gelösten Fasern (adhäsives Versagen) [119,120,130]. Un-
ter proportionaler Zug/Druck-Torsionsbelastung solcher Rohrproben werden diese Lamellen
in [59] für Lastverhältnisse ohne oder mit wenig Druckanteil beobachtet, für wechselnde La-
sten allerdings nicht. Es wird vermutet, dass sie während des Rissfortschritts als Folge des
Druckanteils abgerieben worden sein könnten7. In [129] wird anhand von lichtmikroskopi-
schen Aufnahmen von Schli�bildern eines MSV gezeigt, dass die Initiierung der kohäsiven
Mikrorisse in so genannten o�-axis Schichten8 orthogonal zur 1. Hauptspannung in der Ma-
trix erfolgt. Während des Rissfortschritts von ZFB wird im Bereich vor der Rissspitze eine
Prozesszone beobachtet, in der vergleichbare Mikrorisse vorliegen. Bei ausreichender Faser-
Matrix-Haftung kann es unter Umständen zu rein kohäsivem Matrixversagen kommen, wobei
SEM-Aufnahmen in diesem Fall neben den beschriebenen Lamellen auch zeigen, dass die Fa-
sern vollständig mit Matrix umhüllt bleiben [68].

3.2.3 Normalbeanspruchung parallel zur Faserrichtung

Zyklische Zugbeanspruchung in Faserrichtung (d. h. 11-Richtung) kann Faserbrüche (FB)
und/oder Matrixrisse orthogonal zur Faserrichtung hervorrufen [131]. Das Versagen der Fa-
sern selbst wird maÿgeblich durch bereits vorhandene Anfangsdefekte bestimmt [117]. Auch
ein Versagen von Faser-Matrix-Grenz�ächen, ausgehend von bestehenden faserorthogonalen
Rissen, ist möglich [118]. In den von [28] beschriebenen Versuchen an UD GFK-Proben un-
ter Biegung kommt es schon früh in der Lebensdauer zu Faserbrüchen. Bei schwacher Faser-
Matrix-Haftung führt dies zu einem Risswachstum entlang der Faser-Matrix-Grenz�äche und
damit zu einem sukzessiven Ablösen der Faser aus der Matrix [132�134]. Die resultierende
Kerbwirkung auf Nachbarfasern ist relativ gering, und es ergibt sich im Vergleich zu Proben
mit besserer Haftung eine längere Lebensdauer bei gleichem Dehnungsniveau. Ebenfalls auf-

7Die Proben in [59, 119, 120, 129] besitzen neben der umfangsgewickelten 90°-Schicht auf der Auÿen- und
Innenseite dünne Stützschichten, die die Beobachtung eines stabilen Rissfortschritts ermöglichen.

8Mit o�-axis werden Schichten bezeichnet, deren Faserrichtung sich von der Belastungsrichtung unterschei-
det.

10



3.2 Schädigung in FKV bei zyklischer Last

grund der reduzierten Kerbwirkung auf die Nachbarfasern bewirkt in dieser Untersuchung
ein verringerter Faservolumengehalt eine ähnliche Verbesserung der Schwingfestigkeit (siehe
dazu auch [135]).
Versuchsergebnisse in [136] deuten auch für CFK-UD-Schichten unter Längs-Zug-Bean-

spruchung auf Ermüdungse�ekte hin9. Abhängig vom lokalen Faservolumengehalt und unter
Wechselwirkung von nichtlinearem Matrixverhalten, Grenz�ächenversagen und statistisch
entlang der Faserlänge verteilten Festigkeiten können in der Umgebung gebrochener Fasern
sukzessive weitere Fasern versagen und so genannte Cluster von Faserbrüchen erzeugen.
In [137] wird an CFK-Proben beobachtet, dass bei einer relativ spröden EP-Matrix und

einer im Vergleich dazu eher duktilen PEEK-Matrix die Lebensdauer unter zyklischer Zug-
beanspruchung in Faserrichtung bei EP höher ist. Dies wird auf den Abbau von Spannungs-
konzentrationen durch Mikrorisse zurückgeführt. Bei EP werden dabei faser-orthogonale Ma-
trixrisse beobachtet, während es bei PEEK, ausgehend von Faserbrüchen, eher zur Ablösung
der Fasergrenz�ächen kommt.
Bei Druckbelastung in Faserrichtung kann es zum so genannten Kinking oder Buckling

kommen, das ein Mikro-Stabilitätsversagen (Ausknicken) der Fasern darstellt [24, 112, 114,
138]. Dies wird durch minimale Fehlausrichtungen der Fasern und den daraus resultierenden
mehrachsigen Spannungszustand verursacht. Sofern es nicht im ersten Schwingspiel auftritt,
geht ihm ein gradueller Verlust der Matrix-Stützwirkung infolge von Schädigungsmecha-
nismen in dieser bzw. in der Faser-Matrix-Grenz�äche voraus. Sobald die Stützung nicht
mehr ausreicht, um die Stabilität aufrecht zu erhalten, knicken die Fasern aus und brechen
aufgrund der resultierenden Biegung10.
Betrachtet man Rohrproben mit ±45°-Faserorientierung, so erfahren die Schichten der

einen Orientierung unter Torsion faserparallele Zugbelastung, während entgegengesetzt ori-
entierte Schichten in Faserrichtung druckbelastet sind. Eine Vorschädigung solcher Rohr-
proben durch zyklische Axialkraft verringert die Torsions-Tragfähigkeit erheblich, was auf
die infolge der bereits vorhandenen ZFB verringerte Stützung der druckbelasteten Fasern
zurückgeführt wird [141].

3.2.4 Schädigung im Mehrschichtverbund

In MSV beginnt der Schädigungsprozess häu�g durch Ablösung von Faser-Matrix-Grenz-
�ächen in o�-axis Schichten [125]. In [114] wird davon ausgegangen, dass diese fein verteilte
Schädigung bereits Änderungen der Stei�gkeit verursacht, bevor makroskopische Risse sicht-
bar werden. Zusätzlich zum viskoelastischen Verhalten der Matrix wird die Matrixschädigung
als weitere Ursache für makroskopisch nichtlineares Materialverhalten11 genannt [98]. So wird
vermutet, dass die Reibung der Mikroriss-Ufer zu einem scheinbar plastischen Verhalten un-
ter Schubbeanspruchung führen könne. Aus den entstandenen Mikrorissen entwickeln sich
im weiteren Belastungsverlauf erste ZFB [112, 114, 117, 120]. Anders als beim reinen UD-
Material führt dies aufgrund der gegenseitigen Stützung der Schichten nicht zum sofortigen
Versagen [71, 109, 129]. Bei nominell gleicher Schichtbeanspruchung (etwa bei +45°- und
=45°-Schichten eines in 0°-Richtung belasteten Laminats) hängt es ggf. von der Stei�gkeit

9Der Autor schreibt anderslautende Beobachtungen aus der Literatur De�ziten in der Versuchsdurchführung
(vorzeitiges Versagen aufgrund durch die Einspannung verursachter Zusatzbeanspruchungen) zu.

10Experimentelle und analytische Betrachtungen zum kinking unter quasi-statischer Last �nden sich z. B.
in [139,140].

11Vgl. [142]; hier wird nichtlineares Materialverhalten infolge von Schädigung unter quasi-statischer Bean-
spruchung geschildert.
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

der jeweiligen Nachbarschichten ab, in welcher Schicht zuerst ZFB auftreten [143]. Darüber
hinaus bilden dicke o�-axis Schichten früher ZFB als dünne [144] (siehe auch [145]).
Auch der Rissfortschritt hängt von der Schichtreihenfolge des Laminats ab, weil diese

die bruchmechanischen Beanspruchungsmoden wie auch die Energiefreisetzungsrate an der
Rissfront beein�usst [146]. Infolge der Risse wird das elastische Verhalten von UD-Schichten,
die zuvor als näherungsweise transversal isotrop betrachtet werden können, stärker aniso-
trop [98]. Wie in [147] für quasi-statische Belastung gezeigt, kann es unter Belastung in der
Laminatebene in der Umgebung von ZFB zu Biegebeanspruchung der restlichen Schichten
kommen, falls diese eine hinreichend geringe Biegestei�gkeit besitzen. Abgesehen davon än-
dert sich durch Schädigung ggf. die e�ektive Querkontraktionszahl des Schichtverbunds [148].
An ZFB kann es zu Reibung zwischen den Rissufern [149] und bei ausreichend hohem Fa-
servolumengehalt unter zusätzlichem Querdruck in der Folge zu Reibverschleiÿ der dort lie-
genden Fasern kommen [98]. In [150, 151] wird vermutet, dass die Ansammlung von Abrieb
in den ZFB der Grund für bleibende Verformungen sein könnte. Auch [152] beschreibt einen
Ein�uss von Matrixresten in ZFB auf das Schlieÿen dieser Risse und als Folge davon auf die
lokale Beanspruchung.
Über die Belastungsdauer steigt die Anzahl der ZFB sukzessive an12 bzw. die ZFB wachsen

entlang der Faserrichtung, bis in vielen Fällen ein Sättigungszustand der ZFB-Rissdichte mit
relativ regelmäÿigem Rissabstand erreicht ist [108]. Dieser wird z. T. als charakteristischer
Schädigungszustand (Characteristic Damage State, CDS) bezeichnet (siehe dazu Abschnitt
3.2.7) und kann bereits sehr früh in der Laminatlebensdauer erreicht werden [98,130].
Ab einer bestimmten Rissdichte wird eine gegenseitige Beein�ussung benachbarter ZFB

beobachtet, die den Rissfortschritt verlangsamt [59, 109, 154]. Schädigung und ZFB-Dichte
sind vom Lastniveau bzw. bei variabler Amplitude von der Lastreihenfolge abhängig [143,
155]. An dicken o�-axis Schichten werden geringere Rissdichten beobachtet als an dünnen
[109]13. Die o�-axis ZFB haben meist nur geringe Auswirkung auf die quasi-statische Rest-
festigkeit, verringern aber normalerweise die Stei�gkeit des Laminats deutlich [108,109,120,
156]. Durch Behinderung ihrer Querkontraktion erfahren auch in Lastrichtung orientierte
Schichten Quer-Zugspannungen, die zu Schädigung und ZFB führen können [108, 110, 157�
159]. Darüber hinaus wird die Beanspruchung tendenziell von den geschädigten o�-axis in
die anderen (z. B. in 0° orientierten) Schichten umgelagert [25,98,160].
Ausgehend von den Rissspitzen der ZFB [23, 98, 108] bzw. bevorzugt von Kreuzungs-

punkten der ZFB benachbarter Schichten [157], aber auch von freien Laminaträndern aus
[25, 98, 112, 161] wachsen dann Delaminationen entlang der Schichtgrenzen [108, 120]. Vor
der Delaminationsfront treten ggf. weitere ZFB auf [162]. Delamination und ZFB intera-
gieren [163]. Jedoch besteht auch die Möglichkeit eines Delaminationsbeginns vor Erreichen
der ZFB-Sättigung [120] oder sogar, bevor überhaupt ZFB auftreten [25]. Ggf. kann vor der
sichtbaren Delamination eine verteilte Schädigung der Schichtgrenz�ächen durch Mikrorisse
erfolgen [114]. Der Delaminationsriss kann als Mischbruch aus Faser-Matrix-Ablösung und
Matrixrissen oder vorwiegend als Matrixbruch auftreten [162]. Beanspruchungsumlagerun-
gen infolge der Delamination schwächen die Kerbwirkung der angrenzenden ZFB ab [98].
Druckbelastung kann nach Eintreten der makroskopischen Delamination das Beulen der
Sublaminate bewirken [46,143]. Bruchmechanisch betrachtet, erhält die Beanspruchung der
Delaminationsfront dadurch einen zusätzlichen Anteil im Modus I. Die betro�enen Sublami-
nate werden als Folge der entstehenden Biegung ggf. zusätzlich geschädigt.
Schlieÿlich kommt es durch Kerbwirkung der bestehenden Risse und Beanspruchungsum-

12Zur Energiefreisetzungsrate von ZFB, die zwischen bereits bestehenden ZFB auftreten, siehe [153].
13Vgl. [151] für theoretische Überlegungen hierzu im Fall quasi-statischer Belastung.
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3.2 Schädigung in FKV bei zyklischer Last

lagerung zu Faserbrüchen [23, 98, 120, 157], die den Bruch des gesamten Laminats bewirken
[108,160,164].
Der Schädigungsablauf ist u. a. abhängig von der textilen Architektur der Faserverstär-

kung [30, 112]. So werden für die Rotorblätter von WEA neben anderen Materialien auch
Glasfaser-Multiaxialgelege (MAG) verwendet, welche vorwiegend UD-Fasern in 0°-Richtung
enthalten. Diese werden durch dünne Rovings in 90°-Richtung zusammengehalten. Die Schä-
digung unter zyklischem Längszug beginnt als ZFB in den 90°-Rovings, die zu Kerbwirkung
und Delamination führen und schlieÿlich FB in den benachbarten 0°-Schichten auslösen (vgl.
dazu auch [165]). Zudem kommt es zu Gleitbewegungen der Halte-Rovings und Reibver-
schleiÿ mit anschlieÿendem Faserbruch. Das beschriebene Verhalten wird in [166,167] anhand
von Röntgen-Computertomographie (CT) Aufnahmen dargestellt. Rohdaten der CT-Analyse
werden in [168] zugänglich gemacht.
Materialien für die Herstellung von WEA-Rotorblättern werden auch in [169] untersucht.

Zu hohe Faservolumengehalte erweisen sich hier als negativ für die Schwingfestigkeit. Der
diesbezüglich optimale Wert hängt von der textilen Architektur der Faserverstärkung ab.
Das Verhalten von triaxial ge�echtverstärktem CFK wird in [81, 170, 171] beschrieben.

Hier entstehen ZFB in den Flechtfäden, die mit einem entsprechenden Stei�gkeitsverlust
korrelieren. Im weiteren Verlauf kommt es zur Ablösung der Flecht- von den Stehfäden. Auch
Risse in den matrixreichen Zonen zwischen den Rovings werden beobachtet. Das Erreichen
einer Risssättigung (Flechtfaden ZFBs) ist temperaturabhängig. Durch Lastumlagerung in
die Stehfäden kommt es gegen Ende der Lebensdauer zu FB und schlieÿlich zum Bruch der
Proben. Ähnliche Untersuchungen beschreibt [172].
Ob bei FKV-Laminaten eine so genannte Dauerfestigkeit14 [174] (engl. fatigue limit) an-

genommen werden kann, ist derzeit noch unklar. Untersuchungen zum Thema liefern un-
terschiedliche Ergebnisse (siehe z. B. [175, 176]15 bzw. [177]16). Allerdings sind auch die
untersuchten Materialien verschieden.

3.2.5 Schädigung an Kerben

Kerben wie beispielsweise Ausschnitte oder Bohrungen in der Laminat�äche führen zu Span-
nungskonzentrationen und stellen freie Laminatränder dar. Das Material erfährt im Bereich
der Kerbe eine stärkere Schädigung als im ungestörten Bereich [178]. Die sich bildenden
Risse verringern die Stei�gkeit in der Kerbumgebung und können auf diese Weise die lokalen
Beanspruchungen senken. Im Lauf der Lebensdauer kann die quasi-statische Restfestigkeit
hierdurch sogar zwischenzeitlich gröÿer sein als im ungeschädigten Ausgangszustand [44,48].
Die Schädigungsverteilung im Fall zyklischer Belastung unterscheidet sich im Allgemeinen
von der bei quasi-statischer Belastung [162].
Detaillierte Untersuchungen des Schädigungsgeschehens an Kerben in CFK-MSV �nden

sich in [47]. Die Kerben werden spanend als Kreislochbohrung in die Laminate eingebracht.
Der Probenzustand wird intermittierend per Röntgen bzw. Röntgen-CT erfasst. Bei zykli-

14Sonsino [173] bezeichnet die Dauerfestigkeit auch für metallische Werksto�e als �Fiktion� und argumentiert
dabei anhand von Versuchsergebnissen. Auch wird darauf hingewiesen, dass unter korrosiven Bedingungen
nicht mit einer Dauerfestigkeit gerechnet werden darf. Auf entsprechende Regelwerke wird verwiesen.
Übertragen auf FKV muss demnach unabhängig von der Existenz einer so genannten Dauerfestigkeit
unter rein mechanischer Belastung mit zusätzlicher Schädigung z. B. durch Umgebungsbedingungen und
in der Folge auch für niedrige mechanische Lastniveaus mit einer Endlichkeit der Lebensdauer gerechnet
werden.

15experimentelle Untersuchung von Schwingspielzahlen bis 109
16experimentelle Untersuchung von Schwingspielzahlen bis 1,5 · 108
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

scher Belastung kommt es in den UD-Schichten früh zu ZFB zwischen gerade noch tangential
an der Bohrung vorbeilaufenden und den ersten bei der Herstellung durchtrennten Fasern.
Darüber hinaus kommt es, vom Bohrungsrand ausgehend, zu Delaminationen. Diese werden
in [105,179] durch einen entsprechenden Laminataufbau gezielt provoziert und ebenfalls per
Röntgen-CT dokumentiert. Jedoch beginnt auch hier die Schädigung mit ZFB ausgehend
vom Lochrand und schreitet dann unter Interaktion von ZFB und Delaminationen fort.
Auch die in Abschnitt 3.1 erwähnten ply drop-o�s sind als Kerben anzusehen. Vor dem

Rand der geschnittenen Lage bildet sich eine Harzansammlung, in der unter zyklischer Be-
lastung die Rissbildung initiiert wird. Von dort schreitet die Schädigung in Form von Dela-
mination fort [52].

3.2.6 Konstruktive Beein�ussung der Schädigungsprozesse

In Anbetracht der geschilderten Bruchprozesse ist es naheliegend, zwecks Lebensdauerver-
längerung für das Laminat eine Verbesserung der Schwingfestigkeiten von Matrix und Faser-
Matrix-Grenz�äche anzustreben [118]. Auch Maÿnahmen zur Vermeidung von Delaminatio-
nen erscheinen sinnvoll.
In [48] werden dazu CFK-Laminate mit PEEK- und solche mit EP-Matrix verglichen.

Anders als anhand der obigen Argumentation erwartet werden könnte, ist die Lebensdauer
gekerbter Laminatproben mit PEEK-Matrix deutlich geringer als mit EP. Grund hierfür ist,
dass die gröÿere Duktilität und bessere Faser-Matrix-Haftung im Fall von PEEK die Bildung
von ZFB und Delaminationen stark verringert. Die von der Kerbe verursachte Spannungs-
konzentration wird dadurch weniger stark abgemildert als bei der eher spröden EP-Matrix.
Ähnliche Untersuchungen �nden sich in [31] und für Gewebe-CFK in [180].
Was die Vermeidung von Delamination angeht, werden in [144, 181] CFK-Laminate mit

sehr dünnen Schichten (40µm) untersucht. Interlaminare Spannungen aufgrund der (im La-
minatkoordinatensystem) unterschiedlichen Schichtstei�gkeiten werden reduziert, indem sie
auf eine gröÿere Anzahl von Schichtgrenz�ächen verteilt werden. Die Festigkeit und Lebens-
dauer ungekerbter Laminatproben lässt sich dadurch gegenüber einem Referenzlaminat aus
dem gleichen Material (Schichtdicke 200µm) merklich steigern. Auch ist der Stei�gkeits- und
Festigkeitsverlust über die Lebensdauer geringer. An gekerbten Laminatproben [144] wird
jedoch wiederum durch Vermeidung der Delamination eine Abmilderung der Spannungskon-
zentration verhindert, was zu geringeren Lebensdauern als beim Referenzlaminat führt.
Allerdings ist für reale Anwendungen zu bewerten, ob der unter Laborbedingungen festge-

stellte positive E�ekt von Bruchvorgängen wirklich nutzbar ist. So kann etwa in den Rissen
gefrierende Feuchtigkeit17 zum so genannten Au�rieren [17, S. 266] des Laminats führen.
Werden zur Verstärkung in Dickenrichtung Nähfäden in das Laminat eingebracht, so ent-

stehen matrixreiche Zonen in deren Umgebung. In den Fasern des Laminats entsteht ggf.
eine lokale Welligkeit. Diese Störungen können ZFB und Delaminationen auslösen [112,165].

3.2.7 Bemerkung zur Sättigungsrissdichte

Wie in Abschnitt 3.2 erwähnt, wird in den o�-axis Schichten von MSV bzgl. der ZFB häu�g
eine Risssättigung beobachtet [120, 157]. Die sich einstellende Rissdichte kann bereits nach
einem sehr geringen Teil der Lebensdauer erreicht werden [98,130] und wird häu�g charakteri-
stischer Schädigungszustand (Characteristic Damage State, CDS) genannt [23,107,108,182].

17z. B. bei FKV-Rotorblättern von WEA
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3.2 Schädigung in FKV bei zyklischer Last

Diese Bezeichnung wird Reifsnider [183]18 zugeschrieben [160]. Wie bereits in [183] erwähnt,
wird eine Abhängigkeit der Sättigungsrissdichte von der Faserorientierung [109,161,184], der
Schichtdicke [37,145,184�186] und dem Lagenaufbau [37,184] beobachtet.
Einen Ein�uss des Spannungsverhältnisses auf die Sättigungsrissdichte verzeichnet [187].
Wie der Begri� CDS bereits impliziert, wird häu�g angenommen, dass die Sättigungs-

ZFB-Dichte unabhängig vom Lastniveau ist [188, 189]. Dies eindeutig zu belegen bzw. wi-
derlegen, ist in Anbetracht der verschiedenen interagierenden Schädigungsmechanismen eine
Herausforderung.
So berichten beispielsweise die Autoren von [190], an einem GFK-Kreuzverbund mit Faser-

orientierungen 0°und 90°zur Lastrichtung sei für quasi-statische und zyklische Belastung die
gleiche Sättigungsrissdichte festgestellt worden. Nach Meinung des Autors der vorliegenden
Arbeit sind die gezeigten Versuchsergebnisse allerdings nicht ausreichend, um diese Aussage
nachvollziehen zu können.
In [191] werden für einige Kreuzverbunde mit 0°- und 90°-Schichten lastniveauabhängige

Sättigungsrissdichten beobachtet, allerdings zeigen hier auch die in Lastrichtung orientier-
ten Schichten abhängig vom Lastniveau unterschiedliche ZFB-Schädigung. Die Sättigungs-
rissdichten anderer in der gleichen Quelle behandelter Kreuzverbunde zeigen keine Abhän-
gigkeit vom Lastniveau.
Im Gegensatz zu [190] stellen die Autoren von [152] für einen CFK-Kreuzverbund mit
±45°Faserorientierung einen deutlichen Ein�uss des Lastniveaus auf die Sättigungsrissdichte
fest.
Die in [192] betrachteten multidirektionalen Laminate zeigen für quasi-statische und zykli-

sche Belastung unterschiedliche Sättigungsdichten der ZFB, welche jeweils sowohl in 90°- als
auch 45°- Schichten auftreten. Dies wird auf die mechanische Interaktion der benachbarten
Schichten und die sich als Folge der ZFB ergebende Spannungsumlagerung zurückgeführt.
Ebenfalls für multidirektionale Laminate wird in [109] von Sättigungsrissdichten berichtet,

die mit steigendem Lastniveau zunehmen.
Kreuzverbunde und multidirektionale Laminate werden in [184] jeweils sowohl dehnungs-

als auch lastgeregelt belastet, wobei eine Abhängigkeit der Sättigungsrissdichte vom Last-
niveau nur für letztgenannte unter Lastregelung festgestellt wird. Die Autoren führen dies
auf viskose E�ekte und zyklische Dehnungszunahme (engl. Ratcheting) in den 45°-Schichten
zurück.
Unterschiede bzgl. der Sättigungsrissdichte zwischen 0°/90°-Kreuzverbunden und multidi-

rektionalen Laminaten werden auch in [111] betrachtet. Bei verschiedenen Lastniveaus ge-
prüfte multidirektionale Laminate zeigen hier eine gröÿere Streuung der Sättigungsrissdichte
als Kreuzverbunde. Allerdings kann eine Korrelation zwischen Sättigungsrissdichte und Last-
niveau anhand der gezeigten Daten nicht festgestellt werden.
Auch auf Basis der begrenzten Anzahl von Messwerten in [161] kann eine Lastabhängigkeit

für die dort untersuchten Laminate weder bestätigt noch ausgeschlossen werden. Zudem
treten in den dort beschriebenen Versuchen z. T. schon vor Erreichen der ZFB-Sättigung
Delaminationen auf.
In [143] wird beschrieben, dass die Sättigungsrissdichte mit steigendem Lastniveau zu-

nächst steigt, bis dieses so hoch ist, dass bereits vor der ZFB-Sättigung Randdelamination
auftritt. Es wird vermutet, dass die Sättigungsrissdichte mit steigendem Lastniveau immer
weiter steigen würde, falls keine anderen Schädigungsmechanismen existierten.

18Von der genannten Quelle liegt derzeit nur die Zusammenfassung vor. Hier wird erwähnt, es sei ein CDS
identi�ziert worden, der unabhängig von der Belastungshistorie des Laminats sei und nur von den Schich-
teigenschaften, den Orientierungen und dem Laminataufbau abhänge.
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

Demnach ist potenziell von einer vom Schichtmaterial, der Faserorientierung, den Schicht-
dicken und dem Lagenaufbau beein�ussten Abhängigkeit der Sättigungs-ZFB-Dichte vom
Lastniveau und/oder Lastverhältnis auszugehen.

3.3 Nichtlineare E�ekte

Nichtlineares Material- bzw. Strukturverhalten kann sich auf verschiedene Arten ergeben.
Unterschieden werden das nichtlineare Verhalten des Materials, geometrische Nichtlinearität,
Kontaktbedingungen bzw. nichtlineare Randbedingungen und Stabilitätsprobleme [47,193].

3.3.1 Nichtlinearität des Materialverhaltens

Die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen (SVB) polymerer Matrixwerksto�e sind i. d. R.
nicht einfach linear elastisch [17, 47, 194�196]. Üblicherweise wird von visko-elastischem19

[63,98,160] oder visko-plastischem [197] Verhalten ausgegangen. In einigen Fällen wird auch
plastisches Matrixverhalten angenommen [63,198,199].
Die SVB viskoser Materialien sind dehnratenabhängig. Auch hängt der jeweils aktuelle

Spannungszustand nicht nur von der aktuellen Verzerrung, sondern von der vorangegangenen
Beanspruchungsgeschichte (im Zeitbereich) ab [17, 160]. Viskose E�ekte treten bei erhöhter
Temperatur verstärkt auf [17, 32,34,80].
Infolge des Verhaltens ihrer Matrices zeigen auch FKV nichtlineare SVB [17, 32, 47, 60,

107, 141, 163, 200�203]. Deren Dehnratenabhängigkeit beein�usst ihr Ermüdungsverhalten
[60,63,98,126]. In [204] wird zudem der Reihenfolgee�ekt bei FKV u. a. auf viskoelastisches
Materialverhalten zurückgeführt.
Wesentliche Auswirkungen des viskosen Materialverhaltens sind Kriechen20 und Relaxati-

on21, welche ebenfalls die Schwingfestigkeit von FKV beein�ussen [21, 60, 65, 160, 205�208].
Sie wirken auf der Faser-Matrix-Ebene ebenso wie auf der Schichtebene [17] und führen
hier ggf. zur Änderung von Eigenspannungszuständen, was sich in Untersuchungen an GFK-
Drehrohrfedern unter schwellender Torsionsbelastung zeigt [98, 209]. Diese sind aus UD-
Schichten aufgebaut, welche in +45°- und =45°-Richtung orientiert sind. Im Ausgangszu-
stand ergibt sich in der faserparallel zugbeanspruchten Schicht eine Druckbeanspruchung
quer zur Faserrichtung. Durch Kriechen/Relaxation ändert sich dieser Zustand unter der
schwellenden Belastung jedoch, bis bei vollständiger Entlastung der Feder in dieser Schicht
Quer-Zugspannung auftritt, die abhängig vom Belastungsverhältnis auch zur Bildung von
ZFB führt. In [126] wird in diesem Zusammenhang die Ermittlung zyklischer Materialkenn-
werte mit Hilfe dehnungsgeregelter Versuche vorgeschlagen.
Eine Sonderform nichtlinearen Materialverhaltens ergibt sich bei CFK UD-Schichten unter

Zugbelastung in Faserrichtung. Die SVB ist hier progressiv, d. h. die Stei�gkeit nimmt mit
steigender Dehnung zu. Grund hierfür ist einerseits das Geradeziehen minimal fehlausgerich-
teter Fasern durch die Belastung [47, 210]. Während dieses Verhalten auf Schichtebene also
als Materialnichtlinearität in Erscheinung tritt, ist es eigentlich die Folge einer geometrischen
Nichtlinearität auf der Faser-Matrix-Ebene. Die Berücksichtigung dieses E�ekts erweist sich
in [47] als wichtig für die Güte der rechnerischen Lebensdauerabschätzung. Andererseits
kommt hinzu, dass auch die Kohlensto�fasern selbst eine progressive Zug-SVB aufweisen,

19Eine ausführliche Diskussion der linearen Viskoelastizität bei FKV �ndet sich in [17, S. 283-306].
20d. h. die zeitabhängige Zunahme der Verzerrungen unter konstanten Spannungen
21d. h. die zeitabhängige Abnahme der Spannungen unter konstanter Verzerrung
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3.3 Nichtlineare E�ekte

von der vermutet wird, dass sie auf eine zunehmende Ausrichtung der Graphit-Kristallebenen
zurückzuführen ist [17,142].
Eine weitere wesentliche Nichtlinearität der Schicht-SVB kann sich in FKV durch Mi-

kroschädigung bereits deutlich vor dem Auftreten von ZFB ergeben [17, 98, 114, 127, 142,
197, 210�213]22. Dieser E�ekt wird in Abschnitt 3.5 näher besprochen. Eine mikromecha-
nische Untersuchung, bei der die gemeinsame Wirkung von nichtlinearem Matrixverhalten,
Schädigung der Matrix und Ablösung der Faser-Matrix-Grenz�ächen auf das Spannungs-
Verzerrungs-Verhalten der UD-Schicht numerisch betrachtet wird, wird in [214] vorgestellt.
Weitere mikromechanische Untersuchungen zeigen, dass nicht linear elastische SVB der UD-
Schicht sowohl durch viskoses Matrixverhalten als auch durch Mikroschädigung hervorgeru-
fen werden [215].
Auf Laminatebene zeigen sich nichtlineare SVB insbesondere ab dem Auftreten der er-

sten ZFB. Dieser E�ekt wird z. T. durch Formulierung e�ektiver Schichtstei�gkeiten für
die gerissenen Schichten beschrieben. So werden in einfachen Fällen die Quer-normal- und
Quer-längs-Schubstei�gkeiten der für den ESZ reduzierten Materialstei�gkeitsmatrix herab-
gesetzt (siehe z. B. [201]). Für quasi-statische Belastung sind Degradationsfunktionen für
die elastischen Schichtkennwerte auch über den ersten ZFB hinaus (d. h. für zunehmende
ZFB-Rissdichte) beschrieben worden [127, 212], die in ähnlicher Form auch Anwendung für
zyklische Belastung gefunden haben [47].
Formal gesehen, stellen alle diese Ansätze eine unzulässige Homogenisierung der ZFB-

Schädigung auf Schichtebene dar, da die Defekte keineswegs klein gegenüber dem betrachte-
ten Werksto�gebiet sind (siehe Abschnitt 5.1.4). Schlieÿlich durchtrennen sie es in Dicken-
richtung vollständig. Demnach sollten die e�ektiven Schichtstei�gkeiten nicht nur von den
Eigenschaften der Schicht (Elastizität, Dicke) sondern vom gesamten Laminat (Laminat-
aufbau, Orientierung, Elastizität, Dicke und Schädigung aller Schichten) abhängen. Ob sich
die Degradation dennoch als Funktion der Schichteigenschaften beschreiben lässt, ist nicht
abschlieÿend geklärt [212]. Jedoch deuten Untersuchungen darauf hin, dass der entstehende
Fehler gering sein könnte [147,212,216].

3.3.2 Geometrische Nichtlinearität

Geometrische Nichtlinearität ergibt sich meist infolge groÿer Verschiebungen bzw. groÿer
Verformungen23.
So entsteht beispielsweise in einem Balken unter Dreipunktbiegung bei kleinen Verschie-

bungen vorwiegend Biegedehnungen in Längs- und Schubverzerrung in Dickenrichtung. Diese
lassen sich in guter Näherung als Funktion der unverformten Balkengeometrie und der ge-
ringen Durchbiegung ermitteln. Bei groÿer Verschiebung24 ergeben sich jedoch zusätzliche

22Die genannten Quellen verweisen z. T. auf folgende, zum Zeitpunkt der Verfassung dieser Arbeit nicht
vorliegende, Arbeiten:
Oswald, E.: Untersuchungen zur Festigkeit und zum Deformationsverhalten von vier Harzen mit uni-
direktionaler Glasfaserverstärkung bei kombinierter Beanspruchung durch Normalspannung und Schub-
spannung, Leoben, Montanischen Hochschule Leoben [Anmerkung des Autors: gemeint ist vermutlich die
Montanistische Hochschule Leoben (heute: Montanuniversität Leoben)], Studienarbeit, 1975.
Schröder, Bernd: Untersuchungen zum Spannungs-Verformungsverhalten von unidirektional faserver-
stärkten Kunststo�en bei Quer-Zugbelastung, bei Schubbelastung und bei kombinierter Belastung aus
Querzug und Schub. Kassel, Universität Gesamthochschule Kassel, Fachbereich Maschinenbau - Kon-
struktionstechnik, Fachgebiet Faserverbundtechnik, Diplomarbeit, 1983.

23Siehe auch: ANSYS Help 17.1: ANSYS Documentation → Mechanical APDL → Theory Reference →
Structures with Geometric Nonlinearities

24Als anschauliches Extrembeispiel stelle man sich einen an seinen Enden gelenkig gelagerten Balken vor,
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

Längsdehnungen, die von der Durchbiegung abhängig und daher nicht mehr auf Basis des
unverformten Zustands zu berechnen sind.
Ein spezieller Fall geometrischer Nichtlinearität tritt bei FKV infolge von 12-Schubver-

formung auf. Dabei rotieren die Fasern um die 3-Achse, wodurch sich die Faserwinkel unter
Belastung ändern [34,200,210]. Dieser Fall verdient insofern besondere Aufmerksamkeit, als
er auf der Betrachtungsebene der Fasern eine geometrische Nichtlinearität darstellt, sich aber
bei Betrachtung der homogenisierten SVB des Schichtverbunds als Materialnichtlinearität
bemerkbar macht.
In Verbindung mit einem Kriechen der Matrix kann es zu groÿen bleibenden Verformungen

und auch der Einschnürung von Laminatproben kommen [80].

3.3.3 Kontakte und nichtlineare Randbedingungen

Nichtlineare E�ekte durch sich als Folge der Belastung ändernde Kontaktbedingungen treten
bei FKV typischerweise an Rissen auf.
Kommt es etwa bei einem MSV unter Zugbelastung zu ZFB in den o�-axis Schichten, so

verringert sich dadurch die Zugstei�gkeit des Laminats. Bei Lastumkehr (also Druckbela-
stung) werden die ZFB jedoch wieder geschlossen, sodass sie die Laminatstei�gkeit kaum
beein�ussen. Die SVB des Laminats ist dadurch nichtlinear.
Im einfachsten Fall ist der Elastizitätsmodul des Laminats abhängig vom Vorzeichen der

Belastung. ZFB werden dann genau beim Nulldurchgang der Belastung geö�net bzw. ge-
schlossen. Existieren auf der Schichtebene jedoch Eigenspannungen, so kann dies auch bei
von Null verschiedenen Belastungen geschehen [217].

3.3.4 Nichtlinearität durch Instabilität

Stabilitätsprobleme sind insofern mit der erwähnten geometrischen Nichtlinearität verwandt,
als auch hier das Kräftegleichgewicht an der verformten Struktur betrachtet werden muss
[218].
Ein FKV-bezogenes Beispiel ist das auf S. 12 beschriebene Beulen delaminierter Subla-

minate. Im unbelasteten Zustand ist der Delaminationsriss weitgehend geschlossen, und die
beiden Sublaminate verlaufen parallel zueinander. Unter langsam zunehmender Druckbela-
stung entstehen Beanspruchungen, die zunächst proportional zur Last sind. Sobald jedoch
die Stabilitätsgrenze des weniger biegesteifen Sublaminats überschritten wird, beult dieses
aus. Seine Beanspruchungen sind dann nicht mehr proportional zur aufgebrachten Druckbe-
lastung.
Auf der Betrachtungsebene der Fasern stellt das auf S. 11 beschriebene Ausknicken der

Filamente unter Druckbelastung (Kinking) einen ähnlichen Fall von Stabilitätsverlust und
dadurch bedingter Nichtlinearität dar.

3.4 Wirkung von Eigenspannungen

Eigenspannungen wirken in FKV auf verschiedenen Betrachtungsebenen.
Für Glasfasern wird vermutet, dass während ihrer Herstellung Druckeigenspannungen in

der Ober�äche entstehen, weil die Schmelze dort schneller abkühlt als im Faserinneren25 [17,

der in seiner Mitte um das doppelte seiner Länge ausgelenkt wird.
25Das Faserinnere stünde damit unter Zug-Eigenspannungen. Die Festigkeit von Glas wird allerdings maÿgeb-

lich durch die vorhandenen Ober�ächendefekte bestimmt, die durch die Ober�ächen-Druckspannungen
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3.4 Wirkung von Eigenspannungen

S. 24 u. 29]. In Bezug auf die (Schwing-) Festigkeit von GFK müssen die faserinternen
Eigenspannungen normalerweise nicht berücksichtigt werden, da ihre E�ekte implizit in den
Kennwerten der Fasern enthalten sind.

Im Verbund von Fasern und Matrix unterscheiden sich die beiden Konstituenten in ih-
rem Ausdehnungsverhalten bei Temperaturänderungen. Zudem kann die polymere Matrix
Feuchtigkeit aufnehmen, was ebenfalls eine Dilatation zur Folge hat. Durch die gegenseiti-
ge Behinderung dieser Ausdehnungen entstehen bei Temperaturänderung oder auch durch
Feuchteaufnahme Eigenspannungen in Fasern und Matrix [17, 142, 215, 220]. Werden UD-
Verbunde mit thermoplastischer oder heiÿ härtender duromerer Matrix hergestellt, so en-
stehen solche thermischen Eigenspannungen bereits während des Abkühlens. Reaktive Harz-
systeme (meist Duromere) erfahren infolge der chemischen Reaktion beim Aushärten ei-
ne Volumenreduktion (Schrumpf), die ebenfalls Eigenspannungen erzeugt. Ein in analoger
Weise chemisch verursachter E�ekt ergibt sich ggf. durch alterungsbedingte Schrumpfung
des Matrixwerksto�s [64]. In [125] wird als Möglichkeit zur Messung von Faser-Matrix-
Eigenspannungen die Laser Raman Mikroskopie (LRM) vorgeschlagen. Eine detaillierte Un-
tersuchung von Faser-Matrix-Eigenspannungen mit Hilfe numerischer Methoden �ndet sich
z. B. in [215, 221, 222]. Ebenfalls numerische Betrachtungen zu ihrer Auswirkung auf die
Festigkeit werden in [199, 223, 224] dargestellt. Für statische Schichtbeanspruchung wird
beispielsweise in [225]26 an FE-Mikromodellen gezeigt, dass Eigenspannungen den Ort der
Rissinitiierung beein�ussen können (siehe auch Abschnitt 6.4).

Für die UD-Schicht als Ganzes stellt sich unter den geschilderten Umständen ein orthotro-
pes Ausdehnungsverhalten ein [17]. Werden nun UD-Schichten verschiedener Orientierung
zu einem MSV kombiniert, so entstehen Schichteigenspannungen durch ihr unterschiedliches
Ausdehungsverhalten27 und die gegenseitige Behinderung der entsprechenden Verformun-
gen [17, 142]. Sie können erhebliche Gröÿe erreichen und unter zyklischer Belastung des La-
minats das in der Schicht vorliegende Spannungsverhältnis (R-Wert) stark beein�ussen [217].
Beispiele für die Berücksichtigung von Schichteigenspannungen bei der rechnerischen Lebens-
dauerabschätzung für FKV �nden sich in [22,154,179].

Herstellungsbedingte Eigenspannungen sind abhängig von der Aushärtetemperatur. Sind
die thermischen Ausdehnungskoe�zienten sowie die wirksame Temperaturdi�erenz bekannt,
lassen sich thermische Eigenspannungen abschätzen [17, S. 241 �.]. Eine experimentelle Un-
tersuchung zu eigenspannungsbedingten Auswirkung verschiedener Aushärtetemperaturen
auf die Schwingfestigkeit von MSV unter Dreipunktbiegung mit kleinem Au�agerabstand
(geringe Stützweite) �ndet sich in [226].

Di�undiert Feuchtigkeit in die Matrix ein, so kann ein Teil der thermischen und schrumpf-
bedingten Eigenspannungen durch das Quellen kompensiert werden. Darüber hinaus �ndet
aufgrund des viskosen Matrixverhaltens mit der Zeit eine teilweise Relaxation der Eigen-
spannungen statt [17]. Matrixbereiche unter hoher Eigenspannung relaxieren dabei stärker
als solche unter geringen.

Kommt es zu einer Schädigung und infolgedessen zur Degradation der elastischen Schichtei-
genschaften, so ändern sich dadurch die Eigenspannungen ebenfalls [212]. Treten in Schichten
mit Quer-Zugeigenspannungen ZFB auf, wenn das Laminat belastet wird, so werden diese
bei Entlastung o�engehalten [212].

geschlossen würden [219]. Der Gesamte�ekt der Eigenspannungen auf die Faserfestigkeit wäre dadurch
positiv [17, S. 29].

26vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Abschlussarbeit
27im gemeinsamen Laminatkoordinatensystem
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3 Ermüdungsverhalten von FKV

3.5 Relevanz der Mikro-Schädigung

Aufgrund der unterschiedlichen Stei�gkeiten von Fasern und Matrix ist das mikromechani-
sche Spannungs- bzw. Verzerrungsfeld sehr heterogen. Wird nun � als vereinfachtes Beispiel
� eine UD-Probe mit einer zyklischen Kraft belastet, die senkrecht zu ihren Fasern wirkt, so
kommt es an der Stelle mit der ungünstigsten Kombination von lokaler Beanspruchung und
lokaler Beanspruchbarkeit28 zum ersten Mikroriss29. Dies kann beispielsweise das teilweise
Ablösen einer Faser-Matrix-Grenz�äche sein. Der durch den Mikroriss verringerte Restquer-
schnitt wird jetzt stärker beansprucht. Dies gilt selbst bei weg- oder dehnungsgeregelter
Belastung der Probe, falls der Mikoriss die Probenstei�gkeit insgesamt nur unwesentlich
verringert30. Die wirkende Kraft ändert sich dann kaum. In Kombination mit den Span-
nungskonzentrationen an den Rissspitzen beschleunigt dies den Fortschritt der Schädigung
im betro�enen Querschnitt. In der direkten Umgebung des geschädigten Querschnitts nimmt
also die Probendehnung (quer zu den Fasern) immer weiter zu, was wiederum die Schädi-
gungsprozesse beschleunigt. Die ungeschädigten Bereiche werden hingegen bei Weg- oder
Dehnungsregelung sogar entlastet. Auf diese Weise kommt es schnell zum Bruch der Probe
durch einen einzelnen ZFB.
In multidirektionalen MSV sind i. d. R. die Schichten am stärksten von Schädigung be-

tro�en, deren Faserorientierung sich am stärksten von der Lastrichtung unterscheidet. Sie
tragen auch am wenigsten zur Gesamtstei�gkeit des Laminats in Lastrichtung bei. Kommt
es nun in einer solchen Schicht zum ersten Mikroriss, so ändert sich die lokale Laminatstei-
�gkeit nur geringfügig. Die Dehnung an der geschädigten Stelle nimmt kaum zu, weil andere,
in diesem Fall steifere Schichten Lastanteile übernehmen. Mit zunehmender Entfernung von
der Schadstelle werden diese Lastanteile durch interlaminare Schubspannungen wieder in die
geschädigte Schicht übertragen, sodass deren Beanspruchung bereits nach kurzer Strecke den
Ausgangszustand quasi wieder erreicht hat. Da also weder ein schneller instabiler Rissfort-
schritt an der ersten Schadstelle noch eine Entlastung der restlichen Bereiche der Schicht
statt�nden, können an vielen Stellen der Schicht Mikrorisse entstehen, bevor es zum sicht-
baren ZFB kommt.
Diese Vorgänge sind der Grund dafür, dass sich die e�ektiven Festigkeiten bzw. Schwing-

festigkeiten einzelner und eingebetteter UD-Schichten voneinander unterscheiden. Der E�ekt
wird als in-situ E�ekt bezeichnet und z. B. in [200] untersucht. Aus bruchmechanischer Sicht
ist die Energiefreisetzungsrate31 von ZFB bei eingebetteten Schichten geringer, was in [154]
anschaulich beschrieben wird. In [229] wird mit Hilfe bruchmechanischer Berechnungen für
statische Beanspruchungen auch gezeigt, dass � bei gleicher nomineller Beanspruchung � im
Laminat auÿen liegende Schichten stärker rissgefährdet sind als solche, die beidseitig von
anderen Schichten gestützt werden.
Tatsächlich wird eine signi�kante Stei�gkeitsänderung aufgrund von Mikrorissen z. T. auch

für UD-Proben beobachtet, deutlich bevor diese durch einen einzelnen sichtbaren ZFB ver-
sagen. Umso mehr ist also mit dem für multidirektional laminierte Schichten beschriebenen
Verhalten zu rechnen32.

28also der e�ektiv schwächsten Stelle
29vgl. [151,227]
30Bei kraftgeregelter Belastung gilt es in jedem Fall.
31Die in der Bruchmechanik als Beanspruchungsgröÿe verwandte Energiefreisetzungsrate (EFR) beschreibt

eigentlich, wie viel potentielle Energie bei einer in�nitesimal kleinen Verlängerung eines bestehenden
Risses frei wird [228]. Im Folgenden wird der Begri� auch so verwandt, dass er die pro neu gebildetem
Riss (z. B. ZFB) freiwerdende potentielle Energie bezeichnet.

32Zum Unterschied zwischen dem Versagensverhalten der UD-Probe und dem der eingebetteten Schicht vgl.
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3.5 Relevanz der Mikro-Schädigung

Wie in Abschnitt 3.2 erwähnt, wird für die nominell gleichwertig beanspruchten +45°- und
=45°-Schichten eines MSV festgestellt, dass sie zu unterschiedlichen Zeitpunkten ZFB bilden.
Als Grund hierfür wird die unterschiedliche Stützung der Schichten durch ihre jeweiligen
Nachbarschichten (in 0° bzw. 90° orientiert) angesehen. In Anbetracht der eben beschriebenen
Umlagerung von Beanspruchungen lässt sich dies wie folgt erklären:
Bei nominell gleicher Schichtspannung kommt es bei Schädigung einer Schicht, die durch

eine nachgiebige Nachbarschicht nur wenig gestützt wird, zu einer stärkeren Änderung der
Verzerrungen als bei einer, die durch eine steife Nachbarschicht in höherem Maÿ gestützt
wird. Bei geringer Stützung ist der Rissfortschritt stärker spannungsgeregelt als bei groÿer
Stützung. Bei groÿer Stützung ist der Rissfortschritt stärker verzerrungsgeregelt als bei ge-
ringer Stützung. Bruchmechanisch betrachtet ist die EFR im Fall geringer Stützung höher.
Wären ZFB die einzigen intralaminaren Schädigungsmechanismen, so müssten sie unab-

hängig vom Lastniveau immer zuerst an den e�ektiv schwächsten Stellen der Schicht auftre-
ten. Die entstehende Umlagerung von Beanspruchungen infolge dieser ZFB müsste qualitativ
ebenfalls immer gleich ablaufen. Damit sollte dann auch die sukzessive Entstehung weiterer
ZFB immer in der gleichen Weise erfolgen.
Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben führen aber 2-Block Versuchsprogramme zu unterschied-

lichen Rissdichten, je nachdem ob in der Lastfolge zuerst groÿe und dann kleine Lasten auf-
gebracht werden oder zuerst kleine und dann groÿe. Aus den Beobachtungen in Abschnitt
3.2.7 ergibt sich auÿerdem, dass die ZFB-Sättigungsrissdichte vom Lastniveau abhängen
kann. Diese E�ekte lassen sich u. a. mit der Umlagerung von Beanspruchungen infolge von
Mikrorissen erklären, die noch vor dem ZFB auftreten. Bilden sich nämlich bei ausreichend
kleinem Lastniveau an Stellen hoher Beanspruchung z. B. Faser-Matrix-Ablösungen, die je-
doch zunächst nicht wachsen, so nimmt die Heterogenität der Beanspruchungsverteilung der
Schicht mit der Zeit ab. Die e�ektiv schwächsten Stellen können sich dadurch ändern. Bei
hohen Lastniveaus entsteht Mikrorisse in geringerer Zahl, die aber häu�ger wachsen und früh
ZFB bilden. Diese müssen dann nicht an den gleichen Stellen auftreten wie im Fall kleiner
Lasten.
Wenn nicht durch Mikroschädigung, so könnten die beschriebenen E�ekte in analoger Form

auch durch viskositätsbedingte Umlagerung von Beanspruchungen hervorgerufen werden.
Unabhängig davon, ob dies der Fall ist33, kann jedoch auf Basis der in Abschnitt 3.3.1 dar-
gestellten Erfahrung mit dem Auftreten von Mikroschädigung gerechnet werden.
Die vorliegende Arbeit konzentriert sich daher auf die Auswirkung der Mi-

kroschädigung.

Die Relevanz der hier beschriebenen Vorgänge ergibt sich daraus, dass sie meist schon
sehr früh in der Lebensdauer von FKV wirksam sind. Nach nur ein bis zwei Prozent der
Lebensdauer kann bereits die Sättigung mit ZFB erreicht sein [130]. Mikrorisse entstehen
jedoch bereits vor dem ersten ZFB. Werden sie im Rahmen der rechnerischen Lebensdau-
erabschätzung vernachlässigt, besteht also die Gefahr, für einen Groÿteil der Lebensdauer
fehlerhafte Stei�gkeiten und damit auch fehlerhafte Beanspruchungen anzunehmen34.
Die geschilderte Problematik besteht im Wesentlichen für progressive Schädigungsmodelle,

die auf der Basis von Schichtkennwerten formuliert sind. Voraussichtlich werden diese jedoch
in Zukunft auch die wichtigste Kategorie von Berechnungsmodellen darstellen (siehe hierzu
auch Abschnitt 4.5).

auch Abschnitt 3.2. Hier �nden sich auch die relevanten Quellenangaben.
33oder ob es teilweise der Fall ist
34Allerdings existieren auch experimentelle Beobachtungen [163], denen zufolge für die dort betrachteten

Proben kein Stei�gkeitsverlust festgestellt wird, bevor Delamination einsetzt.
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4 Berechnungsmodelle

In der Literatur wird eine groÿe Zahl von Berechnungsmodellen für das Verhalten von FKV
unter zyklischer Belastung besprochen. Miteinander verwandte Ansätze werden in Kategori-
en zusammengefasst, die jedoch nach unterschiedlichen Kriterien eingeteilt werden können.
Häu�g werden die Modelle anhand des verwendeten Schädigungsmaÿes unterschieden.

Die am häu�gsten verwendeten Schädigungmaÿe sind dabei die relative Lebensdauer (bei-
spielsweise Pålmgren-Miner Schädigung) oder die nach einer gewissen zyklischen Belastung
verbliebene Rest-Festigkeit bzw. -Stei�gkeit. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden Kate-
gorien: Lebensdauermodelle, Phänomenologische Modelle (d. h. Stei�gkeitsdegradations- und
Restfestigkeitsmodelle) sowie progressive Schädigungsmodelle. Diese Einteilung wird häu�g
auf [230] zurückgeführt1 und vielfach übernommen [112,146,150,164,233�242]. In [243] wird
darauf hingewiesen, dass die genannte Einteilung bereits in [244] ähnlich vorgeschlagen wird.
Weitere mögliche Schädigungsmaÿe sind etwa die infolge der Schädigungsprozesse dissipierte
Energie [99, 245] oder � im Fall nichtlinearen Materialverhaltens � die bleibende Dehnung
bzw. die Veränderung der mittleren Dehnung [80,180]. In Versuchen beobachtete Rissdichten
oder Risslängen eignen sich ebenfalls als Schädigungsmaÿe [143,188,246�248]. Ggf. lässt sich
dabei auch ein Bezug zur gemessenen Stei�gkeit herstellen2 [81, 170,250�255].
Als Alternative zum Schädigungsmaÿ als Unterscheidungsmerkmal bietet sich das jeweils

verwendete Maÿ für die Beanspruchung an. Klassischerweise sind dies Spannungen oder
Verzerrungen. Geeignet sind aber auch die Verzerrungsenergie bzw. ihre Dichte oder Freiset-
zungsrate [158,252,253,256�263]. Bei thermodynamischer Betrachtung der Schädigung wird
auch die akkumulierte Entropie als Schädigungsmaÿ verwandt [264, 265]. In [23] wird die
Anwendung der Bruchmechanik diskutiert (siehe auch Abschnitt 4.4). Die Verwendung einer
hypothetischen mikroplastischen Arbeit als Beanspruchungsmaÿ wird in [266] beschrieben.
Als stark empirisch getriebene Vorgehensweise wird die Verwendung künstlicher neuronaler

Netze (Arti�cial Neural Networks, ANN) von anderen Modellen unterschieden [267]. Ein
weiterer rein empirischer Ansatz wird in [30] vorgeschlagen.
Darüber hinaus lassen sich deterministische von stochastischen3 Modellen unterscheiden

[267, 269]. So lässt sich die Materialermüdung über die Belastungsdauer beispielsweise als
statistischer Prozess (z. B. Markov -Prozess) beschreiben, was u. a. im Zusammenhang mit
SHM-Ansätzen Anwendung �ndet [262,270�275]. Wenig überzeugend erscheint allerdings die
in [276] vorgeschlagene Abschätzung von Lebensdauern auf Basis der Streuung der quasi-
statischen Festigkeit, da hierbei vernachlässigt wird, dass die Ermüdung ein das Material
verändernder Prozess ist.
Verschiedene Modellierungsansätze beschreiben das der Ermüdung überlagerte Kriechen,

welches bei von Null verschiedenen Mittelspannungen und i. d. R. verstärkt bei erhöhten
Temperaturen auftritt [277, 278]. Sie werden auf der Faser-Matrix-Ebene [279�281], der

1Siehe z. B. [231,232] für alternative Quellenangaben.
2Im Zusammenhang mit Strukturüberwachungssystemen (Structural Health Monitoring, SHM) wird auch
vorgeschlagen, die Eigenfrequenzen zu betrachten, da diese direkt von den Stei�gkeiten abhängen, sich
aber an Bauteilen im Betrieb ggf. einfacher messen lassen [249].

3Zum Begri�: Kombinatorik, Probabilistik und Statistik sind Teilgebiete der Stochastik [268].
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4 Berechnungsmodelle

Schichtebene [282] oder der Laminatebene [55, 208, 283, 284] formuliert. Die zyklische Be-
anspruchung wird dabei ggf. im Zeitbereich (nicht anhand der Schwingspielzahl) betrachtet,
um eine gemeinsame Behandlung mit den Krieche�ekten zu ermöglichen [285]. Dies gilt ins-
besondere auch für Anwendungen des so genannten Zeit-Temperatur-Superpositionsprinzips
[278,279,281], das die gleichzeitige Behandlung der Zeitstandfestigkeit, der quasi-statischen
Festigkeit bei konstanter Dehnrate, der Lebensdauer sowie der Restfestigkeit erlaubt. Aus-
führliche Beschreibungen von auf diesem Prinzip aufbauenden Verfahren sowie Untersuchun-
gen zu deren Anwendbarkeit auf verschiedene Materialarten �nden sich in [286�300].
Weitere Unterscheidungsmerkmale sind die Betrachtungsskala (mikro/makro) [233, 267,

269] oder die allgemeine Vorgehensweise bei der Modellerstellung (phänomenologisch/mecha-
nistisch) [233,301,302]. Dabei wird z. T. angenommen, mikromechanische Modelle seien eher
mechanistisch formuliert, während Meso- und Makromodelle einen eher phänomenologischen
Charakter hätten [22].
Was die vorliegende Arbeit anbelangt, werden mikromechanische Berechnungsansätze weit-

gehend im Rahmen der nachfolgend beschriebenen Haupt-Modellkategorien besprochen. Da-
von abgesehen werden sowohl analytische als auch numerische Mikromechanik-Ermüdungs-
modelle in [280,303�308] vorgestellt. Ein echtes Multiskalenmodell4 zeigt [309].
Die nachfolgende Darstellung der wichtigsten Modellkategorien5 sowie einiger ausgewähl-

ter Modelle zeigt, dass verschiedene Ansätze häu�g miteinander kombiniert und gerade bei
mehrskaliger Betrachtung komplementär zueinander verwendet werden. Eine eindeutige Zu-
ordnung von verö�entlichten Berechnungsmodellen zu den genannte Kategorien ist daher
häu�g nicht ohne Weiteres möglich. Vergleichende Betrachtungen von Modellen verschiede-
ner Kategorien �nden sich u. a. in [23, 112,155,178,230,239,269,309,315�319].

4.1 Lebensdauermodelle

Die Funktionsweise klassischer Lebensdauermodelle wird in [35, 320] zusammengefasst. Die
Werksto�charakterisierung geschieht in der Regel unter einachsiger zyklischer Belastung mit
probenweise konstanter Amplitude. Das Spannungs- bzw. Lastverhältnis R wird üblicherwei-
se innerhalb einer Versuchsreihe konstant gehalten. Die Belastungs- oder Beanspruchungs-
amplituden der Proben werden über ihren Versagensschwingspielzahlen aufgetragen. Per Re-
gression wird dann auf Basis der Datenpunkte eine so genannteWöhlerlinie6 (WL) ermittelt.
Für diese kommen verschiedene Ansatzfunktionen in Betracht [174, 320, 321]. In [322] wird
die Regression mit Hilfe von genetic programming durchgeführt, wobei keine Ansatzfunktion
vorgegeben werden muss.
Klassischerweise wird der Mittelspannungs7- bzw. R-Wert-Ein�uss in Form des Haigh-

Diagramms [174] (Constant Life Diagram, CLD) beschrieben. Dabei werden die gemäÿ der
WL interpolierten Beanspruchungsamplituden über den Mittelwerten aufgetragen und für
konstante Versagensschwingspielzahlen interpoliert. Die Qualität der Interpolation hängt von
der Anzahl der Stützstellen (d. h. der Versuchs-R-Werte) [323�325] sowie von der gewählten
Ansatzfunktion [58,320,326�333] ab.

4Bei der Multiskalenmodellierung ist für jeden Integrationspunkt des makroskopischen FE-Modells ein FE-
Mikromodell hinterlegt, das sein Verhalten bestimmt.

5Die Beschreibung von Delamination steht nicht im Fokus der vorliegenden Arbeit. Quellen zum Thema
sind beispielsweise [310�314].

6engl.: S-N curve oder SN-curve
7Wird als Beanspruchungsmaÿ z. B. die Dehnung gewählt, wäre analog der Mitteldehnungsein�uss zu
berücksichtigen.
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4.1 Lebensdauermodelle

Der in [187, 334, 335] vorgestellte Ansatz berücksichtigt für die Quer-Normalbeanspru-
chung von UD-Schichten auÿerdem die nach Puck [127] zu erwartenden Bruchmoden. Die
WL-Parameter werden als Funktion des Polarwinkels im Haigh-Diagramm formuliert und für
die den Bruchmoden entsprechenden Sektoren abschnittweise interpoliert. Im Gegensatz zu
vielen Interpolationen des CLD, die im σm-σa-Raum durchgeführt werden, ist hierdurch si-
chergestellt, dass die Interpolation für alle R-Werte Ergebnisse liefert, die der ursprünglichen
Hypothese bzgl. der Ansatzfunktion von WL entsprechen.
Verschiedene Quellen zeigen den Einsatz von ANN zur Ermittlung von CLD [257,336�339],

die stellenweise auch mit Methoden der fuzzy logic kombiniert werden [340]. Diese Ansätze
könnten eine deutliche Reduktion des Versuchsaufwands ermöglichen.
Darüber hinaus werden empirische Zusammenhänge formuliert, mit deren Hilfe sich dann

u. a. WL für verschiedene R-Werte oder auch Faserorientierungen berechnen lassen [66,
138, 341�345]. Je nach Verfahren gelingt dies unterschiedlich gut. In [76] wird eine ähnliche
Methode zur Ermittlung von WL für verschiedene Temperaturen vorgestellt.
Die Wichtigkeit der CLD-Interpolation für die Abschätzungsgüte von Lebensdauermodel-

len wird anhand von [60] deutlich. Hier werden Versuche mit blockweise variabler Amplitude
durchgeführt. Die einzelnen Blöcke besitzen dabei nur R-Werte, für die auch WL vorliegen.
Die Interpolation im CLD entfällt somit als Fehlerquelle, und die rechnerische Abschätzung
der Lebensdauer per linearer Schadensakkumulation ist verhältnismäÿig gut.
Werden FKV-Strukturen mit variabler Amplitude belastet, so sind R-Wert und Ampli-

tude im Allgemeinen für jedes (Halb-)Schwingspiel unterschiedlich. Zur Erstellung so ge-
nannter Kollektive werden Zählverfahren angewandt. Beim häu�g eingesetzten Rain�ow -
Zählverfahren geht dabei die Information über Belastungsfrequenz und Lastreihenfolge ver-
loren, die Information über die Mittelspannungen der Schwingspiele bleibt jedoch erhalten.
Alternative Zählverfahren �nden sich u. a. in [174] und [73]8.
Zur Abschätzung der Lebensdauer unter der Belastung mit variabler Amplitude wird die

relative Lebensdauer als Schädigungsmaÿ interpretiert. Dies geschieht beispielsweise gemäÿ
der linearen Schadensakkumulationshypothese nach Pålmgren bzw. Miner (PM)9. Dabei
wird unter Berücksichtigung der jeweiligen Amplitude und des R-Werts für jedes auftretende
Schwingspiel die Versagensschwingspielzahl unter Annahme konstanter Amplitude berech-
net. Hierzu werden das CLD und als dessen Basis die WL verwendet. Das Verhältnis der
Häu�gkeit, mit der dieses Schwingspiel auftritt, zur Versagensschwingspielzahl10 ist die je-
weilige Teilschädigung. Die Teilschädigungen aller auftretenden Schwingspiele werden zur
Gesamtschädigung des Kollektivs addiert11. In der ursprünglichen Formulierung wird davon
ausgegangen, dass das Versagen eintritt, sobald die Schädigung den Wert D = 1 erreicht.
Die Anwendung der PM-Hypothese für FKV wird vielfach als problematisch angesehen

[155,160]. So wird kritisiert, dass sie die viskoelastischen Ein�üsse auf die Schädigung nicht
berücksichtigen könne [19]. Auch berücksichtigt sie den Reihenfolgee�ekt nicht und liefert z.
T. nicht-konservative Ergebnisse [22, 317, 346]. Modi�zierte Formen der PM-Schadensakku-
mulationshypothese bzw. Alternativen zu ihr werden in [155,174,319,347�350] diskutiert.
Ein Unterscheidungsmerkmal zwischen verschiedenen Lebensdauermodellen stellt die je-

8Die Quelle verweist ihrerseits auf �ASTM E 1049-85 (1997), Standard practices for cycle counting in fatigue
analysis�.

9Quellenangaben in [174]: �Palmgren, A.: Die Lebensdauer von Kugellagern. VDI-Z 58 (1924), S. 339/41.�
und �Miner, M.A.: Cumulative damage in fatigue. J. Appl. Mech. 12 (1945), S. 159/64.�

10di = ni

NB,i
<= 1 (di: Teilschädigung; ni: Häu�gkeit, mit der Schwingspiel i auftritt;NB,i: Versagensschwing-

spielzahl unter Belastung bzw. Beanspruchung mit konstanter Amplitude bei dem für das betrachtete
Schwingspiel geltenden R-Wert, i ∈ N)

11D =
∑

i di
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4 Berechnungsmodelle

weils gewählte Betrachtungsebene dar. So lassen sich Lebensdauermodelle auf der Faser-
Matrix-Ebene formulieren, wobei für die Konstituenten des Verbunds Vergleichsspannungen
gebildet und einer Schadensakkumulationsrechnung zugeführt werden [351].
Wesentlich häu�ger ist jedoch die Betrachtung auf der Schichtebene. Da die Beanspru-

chung der Schichten im Allgemeinen selbst bei einachsiger Belastung des MSV mehrachsig
ist (siehe S. 8), werden meist modi�zierte Formen von Versagenskriterien verwandt, die ur-
sprünglich für statische Beanspruchungen entwickelt worden sind [126,177,200,352�359], so
etwa das Puck - oder das Tsai -Hill -Kriterium.
Während diese Ansätze meist für proportional mehrachsige Beanspruchung geeignet sind,

wird in [360] ein Ansatz vorgestellt, der in der Lage ist, auch beliebige Beanspruchungen
zu berücksichtigen. Das heiÿt die Methode verarbeitet auch solche Schichtbeanspruchungen,
die aus nicht proportionalen und/oder nicht phasengleichen Laminatbelastungen resultieren.
Die faserparallele Normalspannung wird direkt einer Rain�ow -Zählung sowie einer linearen
Schadensakkumulationsrechnung zugeführt. Für ZFB �ndet eine Modi�kation des Puck -
Kriteriums Anwendung. Dabei werden in der σ22-τ21-Spannungsebene vom Ursprung ausge-
hende Vektoren de�niert, welche mit den verschiedenen Bruchmoden in Beziehung stehen.
Der zeitliche Verlauf des Spannungszustands wird auf diese Richtungen projiziert. Die Pro-
jektion stellt dadurch jeweils eine skalare Gröÿe dar, die über die Zeit variiert und für die wie-
derum eine lineare Schadensakkumulationsrechnung durchgeführt werden kann. Die Schwing-
festigkeiten der Projektionsrichtungen (überlagerte σ22-τ21-Spannungszustände) ergeben sich
aus den einachsigen Wöhlerlinien und der Interpolation gemäÿ dem Puck -Kriterium. Auch
verschiedene R-Werte können berücksichtigt werden. Ein ähnlicher Ansatz ist in [361, 362]
beschrieben. Ein weiterer Ansatz auf Basis einer Modi�kation des Puck -Kriteriums wird
in [187] vorgeschlagen. Auch hier besteht die Möglichkeit, das Modell im Fall nicht-pro-
portionaler Beanspruchungen anzuwenden. Zudem wird die Validität der Masing-Hypothese
zur Berücksichtigung der nichtlinearen Schicht-SVB unter 21-Schub untersucht und positiv
bewertet.
Schlieÿlich werden auch Lebensdauermodelle auf der Laminatebene formuliert. So wird die

Verwendung verschiedener Schadensakkumulationshypothesen für die einachsige Belastung
ganzer Laminate mit variablen Amplituden in [19,323�326,339,347,363�365] dargestellt. Mit
Hilfe gezielter Versuche wird dabei in [85] der Ein�uss von Feuchtigkeit auf die Lebensdauer
berücksichtigt. In Bezug auf das Ermüdungsverhalten in Blockversuchen wird die Methodik
in [35] auf gekerbte Laminatproben angewandt, wobei zusätzlich zu den Belastungszyklen
selbst auch die Änderungen des Lastniveaus als schädigende Ereignisse betrachtet werden.
Ist die Belastung bzw. Beanspruchung mehrachsig, so werden auch hier häu�g Versagens-

kriterien modi�ziert und angewandt, die ursprünglich für mehrachsige statische Beanspru-
chungen entwickelt worden sind12. Dies gilt sowohl für mehrachsige konstante [33, 207, 367,
368] als auch für mehrachsige variable [73,357,369] Belastungsamplituden.
Während viele Lebensdauermodelle vorwiegend deterministisch angelegt sind, wirken auf

reale FKV-Strukturen verschiedene zufällige Faktoren. So ist etwa bei WEA die zu erwar-
tende Windgeschwindigkeit nur als statistische Verteilung abzuschätzen. Auch kommt es
bei der Fertigung zu Abweichungen vom Idealzustand, d. h. zu Defekten, die einer Streu-
ung unterliegen. Vor diesem Hintergrund wird in [51,102] eine probabilistische Betrachtung
vorgeschlagen. Die Auswirkungen verschiedener mit Unsicherheit behafteter Parameter wie
Lastannahmen und Fertigungsdefekte (Faserwelligkeit, Porosität) werden hier in einem Mo-
dell für die Zuverlässigkeit des Rotorblatts berücksichtigt.

12Die in [366] verwandte von Mises- und Hauptspannungs-Hypothese sind allerdings für FKV-Laminate als
ungeeignet anzusehen.
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Weitere Darstellungen von Lebensdauermodellen �nden sich in [230,370,371]. Beispiele für
ihre Verwendung in der industriellen Praxis zeigen [372, 373]. Beispiele für die Anwendung
von Lebensdauermodellen auf der Faser-Matrix-Ebene werden in [351,374,375] gezeigt.

4.2 Phänomenologische Modelle

4.2.1 Restfestigkeitsmodelle

Die in FKV ablaufenden Schädigungsprozesse führen unter zyklischer Belastung zu einer
ständigen Änderung der noch vorhandenen quasi-statischen Festigkeit. Diese wird in Restfe-
stigkeitsmodellen (RF-Modellen) als Schädigungsmaÿ herangezogen. Dazu wird die aktuelle
Restfestigkeit meist mit der quasi-statischen Festigkeit im Ausgangszustand (z. B. ermittelt
in einfachen Zugversuchen ohne Vorschädigung) normiert. Die Veränderung des so formu-
lierten Verhältnisses wird dann als Funktion von Belastungs- bzw. Beanspruchungsniveau
und Schwingspielzahl mathematisch beschrieben.
Den RF-Modellen liegt die so genannte Strength-Life Equal Rank Assumption (SLERA)

zugrunde [230, 376]. Diese Bezeichnung geht laut [377] auf [378] zurück, beruht aber auf
vorangegangenen Überlegungen13 in [379]. Die Annahme besagt, dass der Rang der quasi-
statischen Festigkeit einer bestimmten Probe innerhalb einer aus mehreren Proben beste-
henden Stichprobe gerade dem Rang ihrer Schwingfestigkeit entspricht. Anders formuliert:
Ordnete man die Proben der Stichprobe einmal in absteigender Reihenfolge nach ihrer quasi-
statischen Festigkeit und einmal in absteigender Reihenfolge nach ihrer Schwingfestigkeit, so
wären die beiden Reihenfolgen gleich.
In der Regel wird eine Weibull -Verteilung der Festigkeiten und Schwingfestigkeiten ange-

nommen. Mit ihrer Hilfe lassen sich dann auch statistische Modelle für die Restfestigkeit,
die Lebensdauer oder die Ausfallwahrscheinlichkeit formulieren [376,380].
Von Vorteil ist hierbei, dass in Gestalt des Abfalls der Restfestigkeit unter die Maximal-

beanspruchung direkt ein Kriterium für das Versagen der betrachteten Struktur enthalten
ist [24]. Dies ist beispielsweise bei Stei�gkeitsdegradationsmodellen nicht unbedingt gegeben
(siehe Abschnitt 4.2.2). Auch sind RF-Modelle prinzipiell in der Lage, die jeweils aktuelle
Sicherheit einer Struktur gegen Belastung mit statischen Überlasten abzuschätzen. Dies ist
u. a. in der Luftfahrt eine gängige Fragestellung [348].
Ebenso wie der Feuchtegehalt [86] wird auch der Ein�uss des R-Werts in RF-Modellen z.

T. direkt in der Modellgleichung berücksichtigt [20,21,24]. Wird statt dessen in der Formu-
lierung der Restfestigkeitsfunktion die Lebensdauer aus klassischen Schwingfestigkeitsversu-
chen (d. h. Wöhlerlinien für verschiedene R-Werte) verwendet, so existiert auch hier14 ein
Ein�uss der CLD-Interpolation [325].
RF-Modelle werden sowohl zur Beschreibung des Materialverhaltens unter konstanter Be-

lastungsamplitude [20, 21, 24, 36, 284, 377, 381, 382] als auch als Maÿ für die akkumulierte
Schädigung unter variabler Belastungsamplitude [19,55,63,160,380,383] verwandt. Das Ma-
terial wird in diesen Fällen auf der Laminat- [19�21, 24, 63, 160, 284, 348, 377, 380�382] oder
der Schichtebene [36,141,383] betrachtet.
Dabei ist auch eine Berücksichtigung der Lastreihenfolge möglich. Ändert sich die zyklische

Beanspruchung in Mittelwert und/oder Amplitude, wird für die neue Beanspruchung eine
äquivalente Schwingspielzahl berechnet. Dies ist jene Schwingspielzahl, für welche die neue
Beanspruchung genau die bereits aus der vorigen Beanspruchung bestehende Schädigung

13Dies ist in [378] auch entsprechend referenziert.
14vgl. Abschnitt 4.1
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erzeugt hätte. Davon ausgehend wird dann der Schädigungszuwachs infolge der neuen Bean-
spruchung ermittelt. Der Schädigungszuwachs ist somit abhängig von der vorangegangenen
Beanspruchungshistorie [325].
Zur Berücksichtigung des viskosen Kriechens existieren verschiedene Ansätze [284, 382].

Dabei handelt es sich um ein zeitabhängiges Verhalten, weshalb in Schwingversuchen ein
Ein�uss der Belastungsfrequenz entsteht. Dieser wird in [55] gemeinsam mit dem der Tem-
peratur berücksichtigt.
Bei der Formulierung von RF-Modellen für Laminate, die ausschlieÿlich aus UD-Schichten

der gleichen Orientierung bestehen [20,376,377,382], wird der Ein�uss des Winkels zwischen
Faser- und Lastrichtung z. T. mathematisch beschrieben und im RF-Modell berücksichtigt
[20,21].
Die betrachtete Belastung ist i. d. R. einachsig [19�21,24,160,348,376,377,380�382,384].

In Anbetracht des dazu voraussichtlich notwendigen Versuchsumfangs ist es auch kaum vor-
stellbar, für mehrachsige, ggf. nicht-proportionale und phasenverschiedene Belastungen die
Auswirkung auf die Restfestigkeit (dann ggf. auch unter mehrachsigen statischen Lasten)
empirisch zu charakterisieren.
Zwar werden in [36] mehrachsige Beanspruchungszustände auf der Schichtebene betrach-

tet, jedoch wird nur für den faserparallelen Anteil ein RF-Modell eingesetzt15. Eine Ausnah-
me stellt [383] dar, wo ein Versagenskriterium für die mehrachsige statische Schichtbeanspru-
chung modi�ziert wird, indem die einachsigen Festigkeiten durch einachsige Restfestigkeiten
ersetzt werden. Auch hier bezieht sich das Kriterium auf den Faserbruch als Versagensmo-
dus. Sowohl [36] als auch [383] betrachten dabei gekerbte Probekörper, wobei die Auswertung
der Spannungen in einem zuvor de�nierten Abstand zum Kerbgrund erfolgt. Auf diese Wei-
se wird die Umverteilung von Beanspruchungen infolge von Schädigungsprozessen in der
Umgebung des Kerbgrunds berücksichtigt. Der Abstand zum Kerbgrund wird auf Basis von
Versuchsergebnissen gekerbter und ungekerbter Proben des betrachteten MSV ermittelt. Für
veränderte Lagenaufbauten wäre dies ggf. zu wiederholen, weshalb die Ansätze nicht als rein
schichtbasiert bezeichnet werden können.
Im Gegensatz dazu wird in [385] die Schädigung in der Kerbumgebung progressiv simu-

liert. Hierzu wird ein FE-Modell verwendet, in das zur Darstellung von ZFB Kohäsivzo-
nenelemente eingebracht sind. Die auf die Bruchebene wirkenden Spannungen werden zu
einem dimensionslosen Beanspruchungsparameter zusammengefasst, der dann im Rahmen
eines Restfestigkeitsmodells für die Kohäsivzonenelemente Anwendung �ndet. Dieses Modell
arbeitet also tatsächlich auf der Schichtebene.
Verschiedene grundlegende Eigenschaften von Restfestigkeitsmodellen werden in der Lite-

ratur als nachteilig betrachtet [47]. Da die Restfestigkeit nicht zerstörungsfrei gemessen wer-
den kann, entsteht durch die zyklische Vorbelastung von Proben mit ggf. jeweils mehreren
verschiedenen Schwingspielzahlen auf unterschiedlichen Lastniveaus ein hoher Versuchsauf-
wand [244]. Darüber hinaus besitzt die Restfestigkeit i. d. R. keinen direkten Bezug zu den
physikalisch wirkenden Schädigungsmechanismen16, und die Umverteilung von Beanspru-
chungen über die Lebensdauer wird nur implizit, d. h. in Form der an MSV (in denen über die
Lebensdauer eine Umlagerung statt�ndet) gemessenen Restfestigkeitswerte erfasst [244,386].
Eine wichtige Ausnahme stellt diesbezüglich das Critical Element Model von Reifsnider

und Stinchcomb dar [387]. Es betrachtet die Restfestigkeit der das endgültige Probenversagen
kontrollierenden Schichten (Critical Element), also häu�g der 0°-Schichten eines MSV, wobei

15Als Ganzes ist das dort geschilderte Berechnungsmodell eher als progressiv zu bezeichnen.
16Allerdings zeigt [141] einen Bezug zur physikalischen Schädigung auf, indem eine Korrelation zwischen der

per Röntgen-Refraktion quanti�zierten Mikroschädigung und der Restfestigkeit festgestellt wird.

28



4.2 Phänomenologische Modelle

berücksichtigt wird, dass sich deren Beanspruchung infolge von Stei�gkeitsänderungen der
anderen Schichten (Subcritical Elements) im Lauf der Lebensdauer ändert17.

Im Gegensatz zu ihrer Stei�gkeit ändert sich die Festigkeit von FKV häu�g erst in der
Spätphase ihrer Lebensdauer [391]. Sie zeigen ein so genanntes sudden death Verhalten [244].
Ausgerechnet für diese Phase wird für die Restfestigkeit als Schädigungsmaÿ jedoch eine
geringe Sensitivität bzgl. des Materialzustands konstatiert [392].

Zeigt sich im experimentell festgestellten Verlauf der Restfestigkeit über die Lebensdauer
ein Plateau, so ist die Schädigungsevolution in diesem Bereich nicht mathematisch eindeutig
beschreibbar [191]. Bedenkt man darüber hinaus, dass bei gekerbten Proben die Restfestig-
keit im Verlauf der Lebensdauer sogar vorübergehend über den Ausgangswert steigen kann
(siehe S. 13), dann bedeutet dies eine Abnahme der Schädigung und deren zwischenzeit-
lichen Abfall auf negative Werte18. Ebenso wie der in [191] beobachtete zwischenzeitliche
Wiederanstieg der Restfestigkeit, der dort auf die Verringerung der durch früh auftretende
Risse verursachten Kerbwirkung durch später entstandene Schädigung zurückgeführt wird,
widerspricht dies dem üblichen Verständnis von monoton wachsender Schädigung.

In [386] wird zusätzlich angemerkt, dass die übliche Annahme einerWeibull -Verteilung der
Restfestigkeit aufgrund der verschiedenen Schädigungsphasen evtl. unzutre�end sein könnte.

In der Literatur werden Ansätze zur Reduktion des nachteilig hohen Versuchsaufwands
vorgeschlagen. In [393] wird anstelle der üblichen Normierung der aktuellen Restfestigkeit
mit der quasi-statischen Festigkeit im Ausgangszustand ein anderer Ansatz gewählt. Als
Schädigungsmaÿ wird das Verhältnis der Di�erenz zwischen Maximalspannung und aktuel-
ler Restfestigkeit und der Di�erenz der Maximalspannung mit der Anfangsfestigkeit gewählt.
Auf diese Weise ergibt sich eine normierte Restfestigkeitskurve, die sich für verschiedene Last-
niveaus mit den gleichen Werten der beiden Modellparameter an die Versuchsdaten anpassen
lässt. Somit sind deutlich weniger Versuche auf verschiedenen Lastniveaus notwendig.

Alternativ hierzu wird auch versucht, einen Bezug zwischen den an Proben optisch er-
fassbaren Rissen und ihrer Restfestigkeit herzustellen, wobei aus den Bilddaten der geschä-
digten Proben automatisiert FE-Modelle erzeugt werden, die einer Abschätzung der aktuellen
Restfestigkeit per Simulation dienen [384]. Auf diese Weise wird die Festigkeitsinformation
zerstörungsfrei, d. h. quasi synthetisch erzeugt. Jede Probe liefert prinzipiell so viele Festig-
keitswerte, wie Risszustände an ihr erfasst werden.

Die Darstellung weiterer Restfestigkeitsmodelle �ndet sich in [230] und [394]19. In [395]
wird eine Anwendung auf Magnesiumblech-CFK-Laminate vorgestellt. Des Weiteren wird
versucht, den Ein�uss von Schlagschädigung (Impact) im Rahmen von RF-Modellen zu be-
rücksichtigen [95,96]. Restfestigkeitsmodelle für den Einsatz auf der Faser-Matrix-Skala wer-
den in [396,397] vorgestellt.

17Die E�ekte sind ursprünglich in einer einzigen Formel zusammengefasst, die die RF bzw. Lebensdauer von
Flachproben beschreibt. Eine Implementierung im Rahmen der FEM �ndet sich in [277]. Auch existieren
Weiterentwicklungen zur Berücksichtigung von Kriechen oder Medienein�üssen [277, 388] sowie die Ver-
bindung mit statistischen Überlegungen [274, 277, 389]. Die Anwendung im Rahmen eines Mikromodells
zeigt [110]. Werden im Hinblick auf Stei�gkeitsänderung und Beanspruchungsumlagerung wiederholte Be-
anspruchungsanalysen durchgeführt, so sind entsprechende Weiterentwicklungen (z. B. [390]) im Rahmen
der vorliegenden Arbeit als progressive Schädigungsmodelle einzuordnen (siehe Abschnitt 4.5).

18Das Schädigungsmaÿ nimmt nach üblicher De�nition Werte zwischen 0 (Ausgangszustand, vollständig
intakt) und 1 (Versagen) an.

19Die Quelle ist sprachlich schwer verständlich.
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4.2.2 Stei�gkeitsdegradationsmodelle

Das Schädigungsmaÿ von Stei�gkeitsdegradationsmodellen (SD-Modellen) wird mit Hilfe des
Verhältnisses von aktueller und uprünglicher Stei�gkeit des Werksto�s formuliert [230, 245,
391, 398, 399]. Abhängig vom untersuchten Belastungszustand werden dabei beispielswei-
se axiale Zugstei�gkeiten oder auch Biegestei�gkeiten betrachtet. Als Beanspruchungsmaÿ
werden meist Spannungen oder auch die Verzerrungsenergiedichte [158] verwendet. Auch die
Betrachtung der Verzerrungen wäre denkbar.
Der notwendige Versuchsaufwand ist meist deutlich geringer als für RF-Modelle. Schlieÿ-

lich ist die aktuelle Probenstei�gkeit im Verlauf von Ermüdungsversuchen auf einfache Weise
und zerstörungsfrei messbar [230]. Sie ergibt sich aus den Messwerten für Last und Verfor-
mung, die i. d. R. ohnehin aufgezeichnet werden. Darüber hinaus ist meist eine vergleichsweise
geringe Versuchsanzahl notwendig, um aussagekräftige Ergebnisse zu erzielen [400].
Die prinzipielle Möglichkeit zur kontinuierlichen Messung wird im Rahmen von SHM-An-

sätzen z. T. genutzt, um anhand der aktuellen Stei�gkeit Prognosen über die verbleibende
Lebensdauer zu erstellen bzw. diese zu aktualisieren [401, 402]. Dies wird auch mit stati-
stischen Überlegungen kombiniert [403]. In der Praxis könnte es sich als Herausforderung
erweisen, die aktuelle Stei�gkeit realer Strukturen direkt zu ermitteln, da hierzu sowohl eine
Messung der Verformung als auch eine Messung der Belastung dieser Strukturen notwendig
wäre. In [249] wird hierzu angemerkt, die aktuellen Eigenfrequenzen realer Strukturen seien
evtl. einfacher messbar. Diese sind direkt von der aktuellen Stei�gkeit der jeweiligen Struktur
abhängig.
Im Gegensatz zu RF-Modellen besitzen SD-Modelle normalerweise kein inhärentes Kri-

terium für das endgültige Versagen, also beispielsweise für den Bruch einer Probe. Dieses
muss explizit formuliert werden. Im einfachsten Fall wird dazu eine maximale zulässige Re-
duktion der Stei�gkeit de�niert [78,400], deren Überschreiten Versagen bedeutet. Alternativ
wird postuliert, dass Versagen eintritt, wenn die unter zyklischer Last auftretende Dehnung
die quasi-statische Bruchdehnung erreicht [131, 236, 404]. Z. T. werden auch mathematische
Beziehungen zwischen Stei�gkeitsdegradation und Restfestigkeit formuliert [405] (siehe auch
Abschnitt 4.6.2).
SD-Modelle werden häu�g auf der Laminatebene [34,88,113,152,164,271,401,403,406�408]

und z. T. sogar für ganze Sandwiches [409,410] entwickelt. Die betrachtete Belastung erfolgt
dabei in den meisten Fällen einachsig [34, 88, 113, 131, 152, 164, 271, 352, 401, 403, 406, 408�
413] und mit konstanter Amplitude [34,88,131,164,203,271,352,400,401,403,404,407�414].
Vergleichsweise wenige Ansätze arbeiten auf der Schichtebene [158, 235, 352, 411, 412, 414]
oder behandeln variable Belastungsamplituden [113,152,158,406].
Die Anzahl von Ansätzen zur Behandlung mehrachsiger Beanspruchungen ist gering. Im

einfachsten Fall werden abhängig von den einzelnen Schichtbeanspruchungen auch die einzel-
nen Schichtstei�gkeiten verringert [235]. Dabei wird keine Interaktion zwischen Beanspru-
chungen oder Stei�gkeiten verschiedener Richtungen berücksichtigt. Alternativ dazu wird
die Interaktion der Schichtspannungen mit Hilfe eines mehrachsigen Kriteriums beschrie-
ben [158]. Auf Basis des so gewonnenen Beanspruchungsparameters kann die Degradation
der Stei�gkeit abgeschätzt werden. Einen Ansatz zur Berücksichtigung der Degradation ver-
schiedener richtungsabhängiger Schichtstei�gkeiten im Rahmen eines Optimierungsalgorith-
mus für den Laminataufbau zeigt [414].
In den Modellformeln werden ggf. Ein�ussparameter wie die Temperatur [413], der R-

Wert [113,406,412] oder der Faserwinkel [412] mit berücksichtigt. Auf Basis entsprechender
Versuchsreihen erfolgt in einzelnen Fällen eine empirische Berücksichtigung der Belastungs-
frequenz [34], von Medieneinwirkung (Salz- und Süÿwasser) [88] oder auch der zyklischen
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Dehnungszunahme (Ratcheting) [415]. Darüber hinaus werden Restfestigkeit und Stei�g-
keitsdegradation in [416] durch ein gemeinsames Modell beschrieben. Hingegen zeigt [234]
eine Schädigungsevolutionsgleichung, die entweder für ein festigkeits- oder ein stei�gkeitsbe-
zogenes Schädigungsmaÿ angewandt werden kann.
Eine Betrachtung der Stei�gkeitsdegradation gekerbter Laminatproben im Rahmen eines

statistischen Prozesses wird in [271] vorgestellt.

4.3 Kontinuumsschädigungsmechanik

Die Kontinuumsschädigungsmechanik (Continuum Damage Mechanics, CDM) versteht Schä-
digung im Rahmen der Theorie irreversibler thermodynamischer Prozesse. Sie bietet die Mög-
lichkeit, Stei�gkeitsdegradation, Restfestigkeit und Lebensdauer im gleichen Rechenmodell
zu behandeln [237]. Eine umfangreiche Einführung in die Methodik gibt [13]. Abhängig vom
Werksto�verhalten werden verschiedene Schädigungsmaÿe angewandt. Wichtige Teilkonzep-
te sind das der e�ektiven Spannung20 sowie das Prinzip der Dehnungsäquivalenz21. Ersteres
ermittelt eine hypothetische auf den durch Schädigung verringerten Restquerschnitt wirkende
Spannung. Letzteres beschreibt die Annahme, dass sich das Materialgesetz des geschädigten
Materials nach dem gleichen Formalismus herleiten lässt wie das des ungeschädigten, wenn
anstelle der Spannungen die e�ektiven Spannungen verwendet werden [417]22.
Setzt man elastisches Verhalten des Materials voraus, so kann ein Schädigungstensor de�-

niert werden, mit dessen Hilfe sich die Veränderung der Materialstei�gkeit (in Einstein'scher
Summenkonvention) folgendermaÿen beschreiben lässt:

(Iijrs −Dijrs)Crskl = C̃ijkl (4.1)

Dabei ist Iijrs die Einheitsmatrix 4. Stufe, Dijrs der Schädigungstensor 4. Stufe, Crskl die
Materialstei�gkeitsmatrix im Ausgangszustand und C̃ijkl die Materialstei�gkeitsmatrix im
geschädigten Zustand.
Für quasi-sprödes Verhalten23 können dann beispielsweise die Dichten der mit den verschie-

denen Schädigungsmoden assoziierten Energiefreisetzungsraten als Beanspruchungsparame-
ter formuliert werden. Das heiÿt, eine bestimmte Art von Schädigung wächst umso schneller,
je mehr Verzerrungsenergie pro Werksto�volumen infolge der durch sie verursachten Stei�g-
keitsänderung freigesetzt wird. Dabei ist die Energiefreisetzung umso höher, je gröÿer die auf
das Material wirkenden Spannungen sind. Durch die Energiebetrachtung besteht eine gewis-
se Verwandschaft mit der Bruchmechanik [417, S. 73], [418]. Die Energiefreisetzungsraten
werden z. T. auch als thermodynamische Kräfte (thermodynamic forces) bezeichnet.
CDM-Modelle lassen sich auf der Faser-Matrix-Ebene [396,397,418�420], der Schichtebene

[107, 266, 421, 422] und der Laminatebene [208] formulieren. Auf der Schichtebene werden
mehrachsige Beanspruchungen sowie anisotrope Schädigungszustände berücksichtigt, wobei
Wechselwirkungen bestehen können. So beschreibt etwa der phänomenologische Ansatz in
[423] den Ein�uss einer durch zyklischen Schub (Torsion) verursachten Schädigung auf die
quasi-statische Rest-Druckfestigkeit von Rohrproben mit CFK-Gewebeverstärkung.
Mehrere Quellen nutzen Aspekte der CDM, um das experimentell festgestellte Material-

verhalten im Rechenmodell zu beschreiben, wobei als Beanspruchungsparameter nicht immer

20e�ective stress concept
21principle of strain equivalence
22Auf S. 345 f. und 356 �. werden CDM-Modelle für FKV beschrieben.
23Quasi-sprödes Verhalten meint gemäÿ [417], dass vor dem Auftreten von Rissen zwar eine gewisse Ener-

giedissipation statt�ndet, jedoch keine oder nur vernachlässigbare bleibende Verformungen auftreten.
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thermodynamische Kräfte verwendet werden [424, 425]. Grundlage können die im Versuch
aufgezeichneten Stei�gkeitsverläufe [114] ggf. in Kombination mit den beobachteten Schä-
digungsmechanismen sein [241, 242, 251, 258, 426�429]. Auch die simultane Betrachtung der
Restfestigkeit wird gezeigt [241,242,258,426�429] (siehe hierzu auch Abschnitt 4.6.2).
Modelle, die anstelle der Verwendung von Schwingspielen im Zeitbereich arbeiten, zeigen

[208,430]. Weitere Anwendungen der CDM werden in [189,422,424,431�436] beschrieben.
Schlieÿlich werden CDM-Ansätze auch als Baustein progressiver Ermüdungsmodelle ver-

wendet (siehe Abschnitt 4.5).

4.4 Bruchmechanik

Die Bruchmechanik befasst sich vorrangig mit dem Wachstum bereits bestehender Risse. So
wird sie auf der Faser-Matrix-Ebene herangezogen, um das sukzessive Versagen der Faser-
Matrix-Grenz�äche ausgehend von einem Faserbruch unter zyklischer faserparalleler Zugbe-
anspruchung zu beschreiben [132�134, 437�439]. Das Risswachstum �ndet hier entlang der
Faser statt und wird z. B. mit Hilfe der Virtual Crack Closure Technique (VCCT) unter-
sucht. In ähnlicher Weise betrachtet [261] die Ablösung ganzer Rovings eines 3D-Ge�echts
aus der umgebenden Matrix mit Hilfe eines Paris-Gesetzes.
Für die Ermüdung von Glasfasern bzw. von Glasfaser-UD-Schichten unter faserparalleler

Beanspruchung werden in [39�41] auf der Bruchmechanik aufbauende Verfahren zur rechneri-
schen Abschätzung der Lebensdauer bzw. der Materialdegradation gezeigt. Dabei werden die
Beanspruchung im Zeitbereich betrachtet und auch der Ein�uss von durch Feuchtigkeit her-
vorgerufener Spannungsrisskorrosion (siehe Abschnitt 3.1) berücksichtigt. Die Betrachtung
beschränkt sich allerdings auf die Frühphase der Schädigung, in der nur geringe Interaktion
verschiedener Schadensorte auftritt.
Im Mehrschichtverbund lässt sich das Wachstum von ZFB [38] bzw. die Zunahme der ZFB-

Rissdichte24 [115,154] bruchmechanisch beschreiben. Letzteres geschieht auch in Verbindung
mit statistischen Überlegungen [440�442].
Häu�g �ndet die Bruchmechanik Anwendung bei der Simulation des Delaminationsfort-

schritts, der allerdings kein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit ist (vgl.Kapitel 1).
Durch die der Methodik eigene Konzentration auf das Wachstum bestehender Risse kön-

nen viele Bruchmechanikmodelle auch den progressiven Schädigungsmodellen zugerechnet
werden. Umgekehrt leuchtet auch ein, dass bruchmechanische Ansätze häu�g als Teil pro-
gressiver Ermüdungsmodelle verwendet werden (siehe Abschnitt 4.5).

4.5 Progressive Schädigungsmodelle

Als progressiv werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit solche Modelle verstanden, welche
die schädigungsbedingten Veränderungen der Materialeigenschaften explizit darstellen und
die dadurch über die Lebensdauer veränderlichen lokalen Beanspruchungen durch wieder-
kehrende Analyse berücksichtigen. Dabei kann die wiederkehrende Beanspruchungsanalyse
analytisch [22,25,227,443�445] oder numerisch [49,56,83,163,231,282,446�450] erfolgen.
Die explizite Beschreibung der verschiedenen in FKV wirkenden Schädigungsmechanismen

(vgl. Abschnitt 3.2) erfordert meist skalenübergreifende Berechnungsansätze. Die gröÿte Be-
trachtungsskala ist i. d. R. die des Bauteils oder des Laminats. Hier wirken die zyklischen

24Die ZFB-Rissdichte wird z. B. als Verhältnis von Rissanzahl zu freier Probenlänge de�niert und in mm−1

angegeben [154].
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Betriebslasten (Kräfte und Momente) und rufen auf den kleineren Skalen, d. h. der Schicht-
bzw. Faser-Matrix-Ebene, entsprechende zyklische Beanspruchungen (Spannungen und Ver-
zerrungen) hervor. Auf Basis einer entsprechenden Analyse der Beanspruchungen auf kleiner
Skala gilt es also einerseits, den dort über ein gewisses Inkrement an Belastungszyklen zu
erwartenden Schädigungszuwachs abzuschätzen sowie andererseits die Auswirkung des er-
reichten Schädigungszustands auf die für die nächsthöhere Betrachtungsskala homogenisier-
ten Materialeigenschaften (Stei�gkeit, Festigkeit usw.) zu beschreiben. Dieser Ablauf wird
für die weiteren Belastungsinkremente wiederholt, bis entweder das errechnete Versagen des
Bauteils bzw. Laminats oder das Ende des Belastungsprogramms erreicht ist.
Da ohnehin von einer ständigen Änderung der lokalen Beanspruchungen ausgegangen und

diese auch explizit formuliert wird, eignen sich die meisten progressiven Schädigungsmodel-
le auch für variable Belastungsamplituden (bzw. variable R-Werte usw.) oder könnten mit
vergleichsweise geringem Aufwand für diesen Fall erweitert werden.
Ggf. wird zu Beginn jedes Rechenschritts überprüft, ob unter Berücksichtigung der bereits

erreichten Schädigung mit quasi-statischem Versagen infolge der aktuellen Beanspruchung
zu rechnen ist [56,282].
Die Betrachtung der Faser-Matrix-Skala ist potenziell sehr aufwendig. Für die Bean-

spruchungsanalyse kommen analytische Mikromodelle [198, 227, 451, 452] oder auch FE-
Modelle [243, 420] zum Einsatz, die Fasern und Matrix in z. T. stark vereinfachter Form
darstellen. Zur Beschreibung des Schädigungsprozesses nutzen [206,451,453�456] die kinetic
theory of fracture25. In [227] wird das Versagen von Faser-Matrix-Grenz�ächen untersucht.
Andere Autoren setzen die ermittelten Beanspruchungen mit an UD-Proben ermittelten
Schwingfestigkeiten in Beziehung, um das Auftreten von ZFB für beliebige Faserwinkel und
Laminataufbauten abzuschätzen [243] (vgl. hierzu auch Abschnitt 4.6.3).
Alternativ zur Betrachtung auf der Faser-Matrix-Skala kann die bereits vor den sichtba-

ren ZFB auftretende Mikro-Schädigung im Rahmen einer Betrachtung auf der Schichtebene
modelliert werden. In [49, 83] wird zur Beschreibung dieser dort als di�use Schädigung be-
zeichneten Materialveränderung die CDM verwendet.
Die Initiierung von ZFB wird meist auf Basis der Schichtbeanspruchungen behandelt.

Durch Modi�kation von Versagenskriterien, die ursprünglich für mehrachsige quasi-statische
Beanspruchung entwickelt worden sind (Puck, Cuntze, Tsai -Wu u. a.), werden mehrachsige
Lebensdauermodelle erstellt26 [18,25,163,458�461]. Alternativ kommen auch Restfestigkeits-
bzw. Stei�gkeitsdegradationsmodelle zum Einsatz, die wiederum in Verbindung mit modi-
�zierten Versagenskriterien formuliert sein können [22, 47, 201, 390, 443, 452, 462�465]. Dies
wird in [231, 446, 466, 467] um die Annahme zyklisch und quasi-statisch gleicher Energie-
dissipation infolge der Schädigung ergänzt. Allerdings ist die Validität dieser Annahme bis-
lang nicht experimentell nachgewiesen. Darüber hinaus werden auch Kombinationen aus
Lebensdauer-, Restfestigkeits- und Stei�gkeitsdegradationsansätzen vorgeschlagen [447,468].
So werden beispielsweise in [56,282,469] die zyklischen Restfestigkeiten im Rahmen eines mo-
di�zierten Puck -Kriteriums verwandt, um die ZFB-Initiierung abzuschätzen, während die

25Im Rahmen der kinetic theory of fracture wird Schädigung mit dem Aufbrechen chemischer Bindungen as-
soziiert, welches wiederum mit der Eigenbewegung der Materialmoleküle zusammenhängt. Entsprechend
wird die Wahrscheinlichkeit für das Aufbrechen der Bindungen abhängig von der Beanspruchung sowie
der Temperatur formuliert. Für eine Anwendung der Theorie im Rahmen eines Zuverlässigkeitsmodells
siehe [457].

26Formulierungen, bei denen auf Basis der zyklischen Beanspruchungen und der einachsigen Schwingfe-
stigkeiten eine Vergleichsbeanspruchung ermittelt wird, erscheinen dabei sinnvoller als die in [444, 445]
vorgeschlagene Berechnung einer Gesamtschädigung (in Anlehnung an Pålmgren und Miner) aus den
unter einachsigen Beanspruchungen zu erwartenden Schädigungen.
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RF-Degradation in Faserrichtung u. a. abhängig von der Wöhlerlinie (d. h. einem Lebens-
dauermodell) beschrieben ist und gleichzeitig die Reststei�gkeit der geschädigten Schichten
berücksichtigt wird.
Sobald ZFB auftreten, werden die Schichtstei�gkeiten zu so genannten e�ektiven Schicht-

stei�gkeiten reduziert, was formal eine Homogenisierung der Schichtschädigung auf Lami-
natebene bedeutet27. Die einfachste, aber eine wenig realistische Methode hierzu ist das
so genannte ply discount [110], bei dem alle Schichtstei�gkeiten auf Null reduziert wer-
den [243, 444, 445]. Realistischere Ansätze lassen sich auf Basis der umfangreichen For-
schung formulieren, die zum gleichen Thema für den Fall quasi-statischer Belastung be-
reits durchgeführt wurde [22, 25, 56, 282, 390, 469]. Weitere Möglichkeiten �nden sich in
[18,47,163,201,443,447�449,465].
Auch nach dem ersten ZFB schreitet die intralaminare Schädigung fort, indem einer-

seits bestehende ZFB entlang der Faserrichtung wachsen und andererseits weitere ZFB ent-
stehen. Möglichkeiten zur Modellierung dieser E�ekte bestehen darin, die Evolution der
ZFB-Rissdichte bruchmechanisch [448] oder per CDM [449] zu beschreiben. Alternativ dazu
wird in der Literatur das Wachstum diskret modellierter ZFB betrachtet. Im Rahmen der
FEM kommen dabei teilweise spezielle Elementformulierungen zum Einsatz, mittels derer die
rissbedingte Diskontinuität des Verschiebungsfelds berücksichtigt werden kann, ohne die ur-
sprüngliche Vernetzung anpassen zu müssen (beispielsweise die Regularized Extended FEM
(rX-FEM) [461]). Das ZFB-Wachstum wird dann bruchmechanisch [49, 109, 146, 458, 470]
oder durch Kohäsivzonenelemente (Cohesive Zone Elements, CZE) [179] modelliert. In [471]
wird die Schädigung der CZE dabei mit Hilfe eines CDM-Restfestigkeitsmodells ermit-
telt. Teilweise wird gezielt untersucht, wie weit benachbarte ZFB voneinander entfernt sein
müssen, damit sie unabhängig voneinander betrachtet werden können bzw. umgekehrt, ab
welcher Rissdichte sich die Beanspruchungsfelder der einzelnen Risse gegenseitig beein�us-
sen [109,470] (siehe auch Abschnitt 4.6.3).
Die bzgl. der Delamination für die Verwendung in progressiven Modellen vorgeschlagenen

Ansätze sind weitgehend analog zu denen für ZFB. Für die Initiierung werden ebenfalls
mehrachsige Lebensdauermodelle formuliert [163, 458]. Der Fortschritt lässt sich in diesen
Fällen durch CZE [471] oder mithilfe der Bruchmechanik beschreiben [49, 179, 458, 461].
In [450] wird hierzu die Extended FEM (X-FEM) in Verbindung mit der VCCT verwandt.
Alternativ kann die Delamination auch mit Hilfe der CDM beschrieben werden [163,452,460].
Auf Basis der durch Silling als Alternative zur klassischen Kontinuumsmechanik vorge-

schlagenen Peridynamik 28 [472] werden in jüngerer Zeit FKV-Ermüdungsmodelle formu-
liert [473,474], die sich durch die Betrachtung des Materials als Ansammlung interagierender
Punkte von den üblichen Ansätzen unterscheiden. Die einzelnen Punkte stehen dabei durch
kraftübertragende Verbindungen in Wechselwirkungen mit den Punkten in ihrer Umgebung,
wobei die Gröÿe des gegenseitigen Ein�ussbereichs a priori festgelegt wird. Schädigung be-
deutet dann die schrittweise Au�ösung dieser Verbindungen, wobei sich praktischerweise �
anders als bei kontinuumsmechanischer Betrachtung � an Rissen keine Singularitäten erge-
ben.
Da progressive Modelle viele der wirkenden Schädigungsmechanismen abbilden, gibt es

verschiedene Möglichkeiten, das endgültige Laminatversagen zu de�nieren. Zu den verwen-

27Da voll ausgebildete ZFB die Schicht in ihrer gesamten Dicke durchtrennen, können sie unmöglich auf
Schichtebene homogenisiert werden (siehe Abschnitt 5.1.4). Die e�ektive Schichtstei�gkeit ist jene homo-
gene Stei�gkeit, die die Schicht besitzen müsste, um die gleiche Laminatstei�gkeit hervorzurufen wie die
gerissene.

28Siehe auch http://www.peridynamics.org/, zuletzt geprüft am 03.04.2018, 09.03 Uhr.

34



4.5 Progressive Schädigungsmodelle

deten Kriterien gehören das Auftreten von Faserbrüchen [282, 461], das Auftreten von ZFB
mit Puck 'schem Modus C29 [282] oder das Erreichen der statischen Bruchdehnung [475]. Bei
Fluid-Behältern wird von Versagen auch ausgegangen, sobald alle Schichten ZFB aufweisen,
da in diesem Zustand mit Undichtigkeit gerechnet wird [475]. Sofern durch das jeweilige
Modell berechenbar, kann auch das Unterschreiten einer geforderten Mindeststei�gkeit oder
einer geforderten Restfestigkeit als Laminatversagen festgelegt werden.

Neben der deterministischen Herangehensweise werden in der Literatur auch Kombinatio-
nen progressiver Schädigungsmodellen mit stochastischen Ansätzen diskutiert [444,445]. Dies
betri�t einerseits die zeitabhängige Belastung, welche als statistischer Prozess aufgefasst wer-
den kann [476]. Anderseits ergibt sich aufgrund nicht-regelmäÿiger Faseranordnung u. a. ei-
ne Streuung der Faser-Matrix-Grenz�ächenbeanspruchung [227]. Betrachtet man die lokalen
homogenisierten Schichtstei�gkeiten, so kann auch für diese eine Verteilungsfunktion berück-
sichtigt werden, die unter Last wiederum inhomogene statistisch verteilte Beanspruchungen
zur Folge hat [469, 476]. Schlieÿlich werden Ansätze vorgestellt, welche die Streuung der lo-
kalen Festigkeiten und Restfestigkeiten [465] bzw. der Schwingfestigkeiten [109,146,448,470]
und ggf. der Rissfortschrittsparameter [109,146,470] durch entsprechende statistische Model-
le einbeziehen. So werden beispielsweise in [447] die an unidirektionalen Proben gemessenen
einachsigen Festigkeiten statistisch korrigiert, bevor sie Elementen des Berechnungsmodells
zugeordnet werden. Grund hierfür ist, dass die Kennwerte stets das Versagen der jeweili-
gen Probe an deren schwächster Stelle beschreiben und die Proben deutlich gröÿer als die
Elemente sind (statistischer Gröÿene�ekt). Für Rotorblätter von WEA zeigt [51] die Berech-
nung einer Gesamt-Schadenswahrscheinlichkeit auf Basis der statistischen Verteilung von
Anfangsdefekten und deren Auswirkungen.

Vom Air Force Research Laboratory (AFRL) der US-amerikanischen Streitkräfte stammt
eine Vergleichsstudie zur Abschätzungsgüte von sieben verschiedenen progressiven Schädi-
gungsmodellen [477�487]30. CFK-Laminatproben mit Kreisloch-Kerbe werden dabei einach-
siger zugschwellender Einstufenbelastung unterzogen. Anschlieÿend wird die Restfestigkeit
im quasi-statischen Zugversuch ermittelt. Die teilnehmenden Organisationen verwenden ihr
jeweiliges Berechnungsmodell, um diese Restfestigkeit abzuschätzen. Die Organisatoren der
Studie kommen zu dem Schluss, dass die gegenwärtige Genauigkeit der vorgestellten Verfah-
ren noch nicht ausreichend sei. Auch stehe eine Demonstration der Fähigkeiten für Druck-
belastung bzw. variable Amplituden weiterhin aus [486].

Wird im Rahmen der FEM der Ein�uss von Schädigung in Form veränderter Material-
und damit Elementstei�gkeiten modelliert, so ist mit einer Netzabhängigkeit des Simulati-
onsergebnisses zu rechnen [460]. Als Reaktion hierauf werden in [163] die Elementkanten der
einzelnen Laminatschichten in der Umgebung einer Kerbe parallel zu ihren jeweiligen Fasern
ausgerichtet. Die Verbindungen zwischen den Laminatschichten wird anschlieÿend in Form
von Kontaktbedingungen modelliert.

Die progressive Beschreibung des Schädigungsverhaltens an Kerben wird auch in [179,489]
gezeigt. Darüber hinaus werden in der Literatur auch Nietverbindungen betrachtet [490]. Für
textile Architekturen der Faserverstärkung wird teilweise mit FE-Einheitszellen gearbeitet, in
denen die imprägnierten Rovings und die Matrixbereiche modelliert sind [232,260,491,492].

29Modus C nach Puck bezeichnet ZFB, die unter Schichtbeanspruchungen mit starkem Quer-Druckanteil
und deshalb in der 23-Ebene geneigt auftreten. Durch die entstehende Keilwirkung besteht die Gefahr
schlagartigen Laminatversagens, weshalb diese Risse auch bei der quasi-statischen Festigkeitsbetrachtung
i. d. R. als nicht zulässiger Zustand und damit als Versagen aufgefasst werden [17, S. 411].

30Ein mit [482,483] verwandter Ansatz �ndet sich in [488].
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Hier wird etwa die Ablösung der Rovings aus der Matrix mit Hilfe der Bruchmechanik
beschrieben. Weitere Darstellungen progressiver Modellansätze �nden sich in [230,493�495].

4.6 Beschreibung ausgewählter Modelle

4.6.1 Shokrieh und Lessard

Das Generalized Residual Material Property Degradation Model (GRMPDM) von Shokrieh
und Lessard ist ein auf der Schichtebene formuliertes progressives Schädigungsmodell [496�
500]. Obwohl inzwischen neuere Ansätze auf Basis verbesserter Annahmen existieren [25,47,
56,282,360,361] (siehe Abschnitt 4.5), kann es immer noch als Prototyp für diese Klasse von
Modellen angesehen werden.
In vollständiger Form wird es von den Autoren für räumliche Spannungszustände im Rah-

men eines FE-Volumenmodells implementiert, in dem jede Laminatschicht mit mindestens
einer Elementschicht (isoparametrische Volumenelemente mit je 20 Knoten und quadrati-
scher Ansatzfunktion) dargestellt wird. Eine umfangreiche Materialcharakterisierung liefert
Wöhlerlinien bzw. CLDs sowie Stei�gkeitsdegradations- und Restfestigkeitsverläufe unter
den relevanten einachsigen Beanspruchungen der UD-Schicht. Hashin's Versagenskriterien
(ursprünglich für quasi-statische Beanspruchung entwickelt) für die Moden 11-Zug, 11-Druck,
12-Schub, 22-Zug, 22-Druck, 33-Zug und 33-Druck werden durch Einsetzen der jeweils ak-
tuellen Materialstei�gkeiten und -festigkeiten modi�ziert. Ist eines dieser Kriterien für das
Schichtversagen in einem gegebenen Rechenschritt erfüllt, werden die Schichtstei�gkeiten
schlagartig reduziert. Abhängig vom Schädigungsmodus werden dazu bestimmte Ingenieur-
konstanten auf Null gesetzt. Sind sie nicht erfüllt, wird die entsprechend den experimen-
tell ermittelten Stei�gkeits- und Festigkeitsverläufen erwartete graduelle Degradation dieser
Materialeigenschaften berücksichtigt. Im Berechnungsablauf werden die Beanspruchungs-
analyse, die Versagensanalyse und die entsprechende Reduktion der Materialeigenschaften
wiederholt, bis die modellierte Struktur endgültig versagt hat. Die ständige Änderung der
lokalen Beanspruchungen (Amplitude und Mittelwert) infolge der Schädigung wird dadurch
näherungsweise dargestellt. Das Modell berücksichtigt nichtlineares Materialverhalten, je-
doch keine Delaminationen oder nicht-proportionale Beanspruchungen.
Um den Berechnungsaufwand zu reduzieren, werden vereinfachte Varianten des Modells

vorgeschlagen [159, 238, 301, 501]. In [502] erfolgt eine Erweiterung um statistische Überle-
gungen. Darüber hinaus wird der Ansatz, zumindest in Teilen, von verschiedenen Autoren
übernommen oder für deren Zwecke modi�ziert [198,259,475,503�509].

4.6.2 Van Paepegem und Degrieck

Die Autoren bezeichnen ihr in [150, 233, 350, 510�512] vorgestelltes Modell als Kombination
aus Restfestigkeits- und Stei�gkeitsdegradationsmodell. Es arbeitet auf der Schichtebene.
Betrachtet werden Laminate aus mit Glasfasergewebe verstärkten Schichten unter in-plane
Beanspruchung.
In Anlehnung an Gl. (4.1) de�nieren die drei stei�gkeitsbezogenen Schädigungsparameter

D11, D22 und D12 den Schädigungszustand des Materials. Ebenfalls aus der CDM wird
zusätzlich das Konzept der e�ektiven Spannung σij,effektiv = σij/ (1−Dij) entlehnt, sodass
ein direkter Zusammenhang zwischen Restfestigkeit und Stei�gkeitsdegradation hergestellt
werden kann.
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Die e�ektiven Spannungen �nden Verwendung im Rahmen eines modi�zierten Tsai -Wu-
Kriteriums, das der Mehrachsigkeit des Schichtspannungszustands Rechnung trägt. Für die
11-, die 22- und die 12-Beanspruchung wird je ein Versagensindex de�niert, der beschreibt,
mit welchem Faktor die jeweilige e�ektive Spannung multipliziert werden müsste, um das Ver-
sagen auszulösen. Diese Indizes werden anschlieÿend mit den in einachsigen Ermüdungsver-
suchen ermittelten Stei�gkeitsverläufen in Beziehung gesetzt, sodass die Evolution dDij/dN
berechnet werden kann.
Der Berechnungsablauf ist im Sinne der in dieser Arbeit verwandten Terminologie als pro-

gressiv zu bezeichnen. Ausgehend vom ungeschädigten Material wird eine Beanspruchungs-
analyse durchgeführt und dann für ein vorher festgelegtes Schwingspielzahl-Inkrement die zu
erwartende Schädigungsevolution ermittelt. Mit den entsprechend dem Schädigungszustand
reduzierten Stei�gkeiten wird anschlieÿend die Beanspruchungsanalyse erneut durchgeführt.
Dieser Ablauf ist im Rahmen der FEM implementiert und wird bis zum Versagen der Probe
wiederholt.
Eine Modi�kation des Modells zur Anwendung auf UD-Schichten �ndet sich in [513].

4.6.3 Carraro, Quaresimin et al.

Ein wesentliches Merkmal der Arbeiten [59,71,119,120,129,130,220,514�516] ist die beson-
ders sorgfältige experimentelle Kalibrierung bzw. Validierung der Berechnungsansätze für
das betrachtete GFK-Material (UD-Schichten bzw. aus diesen aufgebaute MSV). Untersucht
werden ZFB-Initiierung und -Fortschritt sowie Delamination bei proportional mehrachsiger
Beanspruchung.
Es wird zunächst gezeigt, dass die Initiierung von ZFB in den UD-Schichten von der dort

wirkenden in-plane Spannungskombination (22-Normalspannung, kombiniert mit 21-Schub-
spannung) abhängt, egal ob diese durch mehrachsige Last (d. h. in Zug-/Druck-Torsionsver-
suchen (Z/D-T) an Rohrproben) oder durch den Winkel zwischen Faser- und Lastrichtung
hervorgerufen wird. Die folgende Entwicklung beschränkt sich bis dato vorwiegend auf Fälle
mit zugschwellender Quer-Normalspannung.
Für das UD-Material werden dann FE-Einheitszellen mit regelmäÿiger Faseranordnung

erstellt. An diesen ermittelte Mikro-Beanspruchungsverteilungen werden mit den Ergebnis-
sen mehrachsiger Schwingversuche (Zug und Torsion proportional an umfangsgewickelten
Rohrproben) in Beziehung gesetzt. Dabei zeigt sich, dass bei geringem 21-Schubanteil die in
der Matrix an der Faser-Grenz�äche auftretende hydrostatische Spannung (Local Hydrostatic
Stress, LHS, vgl. Abschnitt 3.2.1) und ab einem bestimmten Schwellwert dieses Schubanteils
die in der Matrix auftretende maximale erste Hauptspannung (Local Maximum Principal
Stress, LMPS) als Kriterium für die ZFB-Initiierung geeignet sind31. Mikroskopaufnahmen
der real auftretenden Mikrorisse bestätigen diese Annahme zusätzlich.
Der Rissfortschritt bestehender ZFB wird ebenfalls an mehrachsig belasteten Rohrproben

mit Umfangswicklung untersucht. Jedoch verhindern dabei dünne gewebeverstärkte Stütz-
schichten an der Auÿen- und Innenseite des UD-Materials, dass ZFB direkt bei Initiierung
instabil wachsen und so zum schlagartigen Probenversagen führen. Indem die Energiefreiset-
zungsrate der ZFB, d. h. die durch jeweils in�nitesimale Verlängerung des ZFB freiwerdende
Verzerrungsenergie betrachtet wird, lässt sich ein bruchmechanisches Paris-Gesetz formu-
lieren, das das Risswachstum hinreichend genau beschreibt. Mit seiner Hilfe kann dann die

31Im Appendix von [129] wird darüber hinaus gezeigt, dass FE-Modelle mit regelmäÿiger und zufälliger
Faseranordnung für die durch 12-Schub-dominierte Rissinitiierung in der Matrix nur geringfügig unter-
schiedliche Ergebnisse liefern (vgl. Kapitel 5, S. 41).
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Entwicklung der Rissdichte in den Schichten rechnerisch abgeschätzt werden, wobei ab einer
gewissen Rissdichte auch die gegenseitige Beein�ussung benachbarter ZFB berücksichtigt
wird.
Delamination wird ebenfalls mit Hilfe bruchmechanischer Methoden (z. B. VCCT) be-

schrieben. Die Auswirkung der Schichttrennung auf die Laminatstei�gkeit wird durch ana-
lytische Rechnung abgeschätzt.
Die Entwicklung der Berechnungsmethode dauert gegenwärtig noch an. Die bisherigen Er-

gebnisse der konsequent versuchsgestützten Erarbeitung lassen jedoch ein groÿes Potential
zur Beschreibung von Ermüdungsschädigung in FKV erahnen. Teile des Modells werden be-
reits verschiedentlich übernommen, weiterentwickelt und modi�ziert [146,470]. So zeigt [101]
die Berücksichtigung unterschiedlicher Porosität anhand der für porenfreie UD-Schichten
ermittelten Kennwerte. In [302] wird das Modell um die Berücksichtigung des Mittelspan-
nungsein�usses erweitert.
Ein verwandter Modellierungsansatz �ndet sich in [517].

4.6.4 Qian, Westphal, Kassapoglou und Nijssen

Das in [518�520] vorgestellte Modell ist insofern besonders, als es sich gezielt mit der pro-
gressiven intralaminaren Ermüdungsschädigung von GFK unter vorwiegend faserparalleler
Beanspruchung beschäftigt. Solche Beanspruchungen treten beispielsweise in den stark bie-
gebelasteten Rotorblättern von Windenergieanlagen auf.
Auf der Faser-Matrix-Skala werden dreidimensionale FE-Modelle regelmäÿiger Faseranor-

dungen erstellt. Die Belastung des Netzes erfolgt in Form periodischer Randbedingungen
(PRB). Dabei ist allerdings zu beachten, dass die hier gewählte Anordnung der Fasern zu
einem im Randbereich des Modells verringerten Faservolumengehalt führt, sodass trotz PRB
mit Rande�ekten zu rechnen ist (vgl. S. 41).
Für die quasi-statischen wie auch für die zyklischen Festigkeiten der Glasfasern werden

Weibull -Verteilungen angenommen, die den statistischen Gröÿene�ekt beschreiben. Dieser
wird auch experimentell untersucht. Die Simulation der Ermüdung erfolgt schrittweise, wobei
Beanspruchungsanalyse, Degradation der Elementstei�gkeiten und Berechnung der e�ektiven
Schichtstei�gkeiten am Mikromodell bis zum Versagen wiederholt werden. Da für die lokalen
(Schwing-) Festigkeitsparameter vor Simulationsbeginn entsprechend der Verteilungsannah-
me zufällige Werte vorgegeben werden, ergibt sich eine Streuung in den Ergebnissen, die von
der modellierten Faseranzahl abhängt. Zur makroskopischen Betrachtung des MSV können
für die jeweilige Schicht homogenisierte Material- und Degradationsparameter vorgegeben
werden, die mit der zuvor festgestellten Streuung zufällig verteilt sind. Im Makromodell
werden dabei Elementgröÿen verwendet, die der Gröÿe der Mikromodellen (d. h. den oben
erwähnten Faseranzahlen) entsprechen, mit denen die Verteilungsparameter ermittelt worden
sind.
Das Modell berücksichtigt das Versagen von Fasern und Matrix, jedoch keine Schädigung

der Faser-Matrix-Grenz�ächen.
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Materials

Unter den gerade diskutierten Schädigungsmodellen bieten nur die progressiven Modelle
Möglichkeiten, die Auswirkung verschiedener Schädigungsmechanismen auf die jeweils ak-
tuelle Beanspruchungsverteilung und damit auf die weitere Materialermüdung explizit zu
beschreiben. Zumindest theoretisch besteht für sie auch die Möglichkeit, reale Zustände (bei-
spielsweise Risslängen oder -dichten) mit den Rechenergebnissen abzugleichen. Im Gegensatz
dazu sind phänomenologische Schädigungsmaÿe ggf. nicht eindeutig bestimmten Materialzu-
ständen zuzuordnen. So kann etwa eine verbliebene Laminatstei�gkeit durch unterschiedliche
Schäden hervorgerufen werden.
Trotz des noch vorhandenen Entwicklungsbedarfs besitzen progressive Schädigungsmodelle

daher nach Einschätzung des Autors der vorliegenden Arbeit das gröÿte Potential bzgl. einer
realistischen Abschätzung des Ermüdungsverhaltens von FKV für beliebige Belastungssze-
narien. Die zu erwartende anhaltende Zunahme der verfügbaren Rechnerleistung wird dabei
helfen, den mit ihnen einhergehenden Berechnungsaufwand zu bewältigen.
In Anbetracht der in Abschnitt 3.5 insbesondere für progressive Schädigungs-

modelle argumentierten Relevanz der Mikroschädigung beschäftigt sich die vor-

liegende Arbeit daher mit der Auswirkung von Mikrorissen auf die e�ektiven

Stei�gkeiten unidirektional endlosfaserverstärkter Schichten. Die Untersuchung

erfolgt virtuell mit Hilfe der FEM. Im Gegensatz zu Experimenten an Materialpro-
ben können hierbei alle Elemente der e�ektiven Materialstei�gkeitsmatrix ermittelt werden
(siehe Abschnitte 5.3 und 5.4).
Die nachfolgend beschriebene Methodik unterscheidet sich dabei in einigen wesentlichen

Punkten von bereits in der Literatur beschriebenen Ansätzen. Hierbei ist zunächst zu beach-
ten, dass einige Quellen [521�525] unter �micro�-Schädigung voll ausgebildete ZFB verstehen
und sich mit deren Auswirkung auf die Stei�gkeit von MSV beschäftigen, während die vorlie-
gende Arbeit Schädigungszustände von der ersten Ablösung einer Faser-Matrix-Grenz�äche
bis zur Ausbildung des ZFB betrachtet.
Auch zur Betrachtung dieser letztgenannten Schädigungszustände wird allerdings in der

Literatur von verschiedenen Herangehensweisen berichtet. Die dort beschriebenen analy-
tischen Verfahren betrachten jedoch entweder regelmäÿig und parallel zueinander in der
Matrix angeordnete Mikrorisse [526, 527] oder die Ablösung von Faser-Matrix-Grenz�ächen
[528, 529], nicht aber beides gemeinsam. Numerische Homogenisierungsmethoden auf Basis
der FEM werden u. a. bei der Untersuchung des Ein�usses von in Experimenten beobach-
teten bzw. in Schädigungssimulationen erzeugten Faser-, Matrix- und Grenz�ächenrissen
auf den faserparallelen E-Modul eingesetzt [530�534]. Alle anderen Stei�gkeitskennwerte
werden in den letztgenannten Quellen jedoch nicht behandelt. Im Gegensatz dazu beschrei-
ben [535,536], ebenfalls mittels FEM, die Materialstei�gkeit umfangreicher, betrachten aber
lediglich Ablösungen der Faser-Matrix-Grenz�ächen. Ähnliches gilt für die in [537, 538] un-
tersuchten Metallmatrix-Verbunde, wobei in [538] sogar kurze Matrixrisse, ausgehend von
den Grenz�ächenrissen, modelliert werden. Allerdings enthält das FE-Modell hier lediglich
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5 Modellieren des geschädigten Materials

eine einzelne Faser, sodass eine regelmäÿige Anordnung sowohl der Fasern als auch der Risse
impliziert wird.
Eine Sonderstellung nehmen so genannte Multiskalen-Modelle ein, bei denen beispielsweise

jedem Integrationspunkt eines makroskopischen FE-Modells ein Mikromodell des heteroge-
nen Werksto�s zugeordnet ist [539�544]1. Der Verzerrungszustand des Integrationspunkts
wird mittels geeigneter Randbedingungen auf das Mikromodell übertragen, wodurch Re-
aktionskräfte entstehen, aus denen homogenisierte Spannungen berechnet werden können.
Entsteht infolge des aktuellen Verzerrungszustands Schädigung, so wird dies im Mikromodell
ebenfalls berücksichtigt. Das ermittelte Spannungs-Verzerrungs-Verhalten des Mikromodells
wird als Tangentenstei�gkeitsmatrix dem makroskopischen Integrationspunkt zugeordnet.
Im Rahmen von Multiskalen-Simulationen wird also die Ermittlung der e�ektiven Material-
stei�gkeitsmatrix anhand des Mikromodells für jeden Integrationspunkt vielfach durchge-
führt und auch in der Literatur beschrieben (für ein analytisches Verfahren siehe [545,546]).
Allerdings diskutiert die Literatur nicht explizit die Auswirkung verschiedener Schädigungs-
zustände auf die e�ektive Stei�gkeit, weil sich der Materialzustand während der Laufzeit
der Berechnung an jedem Ort des Modells unterschiedlich entwickeln kann. Zudem sind
Multiskalen-Verfahren bereits für den Fall quasi-statischer Belastung mit erheblichem Re-
chenaufwand verbunden, so dass ihre Anwendung für die Lebensdauerberechnung ganzer
Bauteile derzeit noch nicht praktikabel ist. Auch sind häu�g spezielle Maÿnahmen notwen-
dig, um einem durch die Stei�gkeitsdegradation bedingten Verlust der numerischen Stabilität
entgegenzuwirken [539,547�553].
Es erscheint daher sinnvoll, progressive Ermüdungsmodelle vorerst auf der Schicht-Skala

zu formulieren (vgl. Abschnitt 6.5). Die Auswirkung der mikromechanischen Schädigung ist
dabei möglichst realistisch zu berücksichtigen, ohne jedoch den mit Multiskalen-Modellen
verbundenen Rechenaufwand in Kauf zu nehmen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird
daher die Veränderung der vollständigen Materialstei�gkeitsmatrix als Folge eines von der
jeweiligen lokalen Beanspruchung abhängigen Matrix- und Grenz�ächenversagens in hetero-
genen und zufällig angeordneten Materialverbunden explizit beschrieben.
Neben den aus der Literatur bekannten mikromechanischen Untersuchungen für zyklische

Beanspruchungen, wie sie in Kapitel 4 beschrieben werden, sind in Bezug auf die Model-
lierungsmethode auch Ansätze relevant, die quasi-statische Beanspruchungen behandeln. In
entsprechenden Verö�entlichungen werden diese beispielsweise zur Ermittlung der e�ektiven
Schichtstei�gkeiten (im ungeschädigten Ausgangszustand) oder auch zur Abschätzung der
Schichtfestigkeit verwendet. Die hiesige Betrachtung beschränkt sich imWesentlichen auf Mi-
kromodelle unidirektionaler Glas- oder Kohlensto�fasern in der sie umgebenden polymeren
Matrix2.
Diverse einschlägige Arbeiten verwenden Modelle regelmäÿiger Anordnungen der Fasern

in der Matrix [130, 197, 206, 220�222, 227, 243, 280, 281, 302, 308, 351, 396, 397, 420, 514, 518�
520,574�577]. Dies sind meist quadratische oder hexagonale Packungen. Solche regelmäÿigen

1Die genannten Quellen behandeln neben Faserverbunden verschiedene andere heterogene Werksto�e. Die
makroskopische Belastung ist dabei überwiegend quasi-statisch.

2Verwandte Ansätze für Metallmatrix-Verbunde (MMC) oder partikelverstärkte Verbundwerksto�e �nden
sich in [554�556] bzw. [555�561]. Eine Besonderheit unter den Partikel-Matrix-Verbunden ist die Model-
lierung eines Treibsto�s für Feststo�raketen in [562]. Einheitszellen, die textile Verstärkungsarchitekturen
oder Bereiche des Laminats darstellen, werden in [197,211,232,260,305,306,308,407,456,491,492,563�569]
bzw. [109,254,255,469,570,571] gezeigt. Ein Beispiel für kurzfaserverstärkte Polymere wird in [572] vor-
gestellt. Für in Kunststo� eingebettete Piezokeramik-Fasern kann mit Hilfe von Einheitszellen z. B. die
Stei�gkeitsmatrix (inkl. der elektromechanischen Terme) abgeschätzt werden [573]. Teilaspekte der Mo-
dellierung � z. B. die Wahl der Randbedingungen � sind dabei ggf. auf die hiesige Anwendung übertragbar.
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Anordnungen liegen in Realität allerdings nicht vor. Im Vergleich zeigen sich deutliche Unter-
schiede in der Beanspruchungsverteilung bzw. dem Schädigungsverhalten zwischen Modellen
mit regelmäÿiger und nicht regelmäÿiger Faseranordung [227, 396, 578]. Vielfach werden da-
her Modelle mit zufällig angeordneten Fasern verwandt [199,214,215,223, 224,227,279,374,
396,457,578�592]. Allerdings wird darauf hingewiesen, dass Faserverteilungen in realen UD-
Schichten auch nicht vollständig zufällig sind. So treten dort u. a. lokale Schwankungen
des Faservolumentgehalts, d. h. Ansammlungen von Fasern, oder lokal reine Matrixberei-
che auf [593�596]. In [595] wird daher empfohlen, Berechnungsmodelle direkt anhand realer
Faseranordnungen (z. B. aus Schli�bildern) zu erzeugen, anstatt Zufallsalgorithmen zu ver-
wenden.
Während ein Groÿteil der verö�entlichten Arbeiten für alle Fasern des jeweiligen Modells

gleiche Durchmesser und kreisrunde Querschnitts�ächen annehmen, werden in Einzelfällen
auch unterschiedliche Faserdurchmesser berücksichtigt [215, 594]. In Realität weichen aller-
dings insbesondere die Querschnitts�ächen von Kohlensto�fasern deutlich von der kreisrun-
den Form ab [597]. In [598] wird darüber hinaus gezeigt, dass die mechanischen Eigenschaften
von Kohlensto�fasern über ihren Querschnitt nicht homogen verteilt sind.
In einigen Fällen wird neben Fasern und Matrix noch ein drittes Material � die so genannte

Interphase � modelliert, die als dünne Zwischenschicht zwischen den beiden Konstituenten
auftritt3 [528, 599, 600]. Ihre Eigenschaften4 können die berechneten Schädigungsprozesse
deutlich beein�ussen [605, 606]. In Realität entsteht die Interphase möglicherweise durch
chemische Reaktion der Matrix mit der Faser-Schlichte. Allerdings zeigt [607] mit Hilfe von
Nano-Scratch-Versuchen an kurzglasfaserverstärkten Thermoplasten, dass eine Interphase
auch vorhanden sein kann, ohne dass die Fasern mit einer Schlichte behandelt worden sind.
Verschiedene Methoden zur statistischen Beschreibung zufällig erzeugter Faseranordnun-

gen werden in [586, 594, 595] diskutiert. Darunter ist die Betrachtung der Streuung der ein-
zelnen Flächeninhalte einer Voronoi-Einteilung [578] (siehe auch Abschnitt 5.1.2). Mehrere
Autoren nutzen zu diesem Zweck auch die radiale Verteilungsfunktion (Radial Distribution
Function, RDF) [227,580,608] (vgl. Abschnitt 5.1.1).
Für die Analyse der Mikrobeanspruchungen mittels der FEM kann die Einhaltung eines

minimalen Abstands zwischen Fasern hilfreich sein5 [580,592].
Ausführliche Diskussionen verschiedener Arten von Randbedingungen für Mikromodelle

�nden sich in [580,608�610]. Im Wesentlichen kommen homogene (Kraft- oder Weg-) Rand-
bedingungen [580, 611] und periodische Randbedingungen6 (Periodic Boundary Conditions,
PBC) [199,214,220,223,224,280,302,308,351,491,518�520,561,569,578,590,611,612] in Frage.
Letztere werden deutlich häu�ger eingesetzt, da sie besonders an den Rändern der Modelle
realistischere Beanspruchungsverteilungen erzeugen7. Sie erfordern allerdings auch die (ggf.
nur bedingt realistische) Annahme einer periodischen Mikrostruktur des Materials [610].
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden FE-Modelle zufälliger, aber periodischer

3In [457] wird zwar ebenfalls eine Interphase modelliert, allerdings dient dies dazu, die Schädigung der
Faser-Matrix-Grenz�äche durch Stei�gkeitsänderung ihrer Elemente darzustellen.

4Verschiedene Verfahren zur Messung mikromechanischer Materialeigenschaften (Faser-, Matrix-,
Interphasen- und Grenz�ächeneigenschaften) werden in [401,598,601�604] diskutiert.

5In FE-Modellen mit sich berührenden Fasern entstehen z. B. an den Berührungsstellen singuläre Bean-
spruchungen. Zudem sind die Matrixelemente just in diesem Bereich durch die Kreisform der Fasern stark
verzerrt, was die Qualität der lokalen Rechenergebnisse zusätzlich reduziert.

6Bei der De�nition periodischer Randbedingungen kann es zu einer Überbestimmtheit des Gleichungssy-
stems kommen, die zwar mathematisch völlig unproblematisch ist, im Ablauf der FE-Modellierung aber
Schwierigkeiten bereitet. Wie diese vermieden werden können, zeigen z. B. [571,608,612].

7Siehe hierzu auch [591].
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Anordnungen kreisrunder Kohlensto�fasern gleichen Durchmessers verwendet. Ein gerin-
ger Mindestabstand der Fasern verhindert dabei gegenseitige Berührungen. Für die Matrix
werden homogene isotrope und für die Kohlensto�fasern homogene transversal isotrope Ma-
terialeigenschaften angenommen. Eine Interphase wird nicht berücksichtigt. Um bei fort-
schreitender Schädigung Anpassungen der Vernetzung zu vermeiden, werden anhand der
Faseranordnung potentielle Risspfade a priori de�niert und im Elementnetz von vornherein
berücksichtigt. Die zyklischen Beanspruchungen sind phasengleich, jedoch nicht zwingend
proportional zueinander. Für die Extremzustände der makroskopischen zyklischen Beanspru-
chungen8 erfolgt die Analyse der Mikrobeanspruchungen mittels der FEM. Auf Basis eines
Versagenskriteriums werden entlang der vorde�nierten Pfade Risse eingebracht, sodass deren
Auswirkung auf die e�ektiven Materialstei�gkeiten sowie auf die Beanspruchungsverteilung
im Mikromodell und damit dessen weitere Schädigung ermittelt werden kann.
Die vorliegende Arbeit befasst sich vorrangig mit der Untersuchung der e�ektiven Material-

stei�gkeit für geschädigte Zustände. Die gewählte Vorgehensweise zur Schädigungssimulation
verfolgt daher lediglich das Ziel, auf reproduzierbare Art und Weise qualititativ realistische
Mikrorisse im Materialvolumen zu erzeugen. Obwohl in Realität der Schädigungsfortschritt
i. d. R. eher durch Rissfortschritt denn durch Rissinitiierung geprägt sein dürfte, wird daher
hier ein Lebensdauermodell für die potentiellen Bruch�ächen verwendet. Im Gegensatz zu
bruchmechanischen Ansätzen kann dabei auf wiederholte Anpassung des FE-Netzes verzich-
tet werden, was den Berechnungsaufwand verringert9.
Die zur Modellierung notwendigen Schritte sind damit also die Erzeugung zufälliger Fa-

seranordnungen innerhalb eines Matrixgebiets, die De�nition potentieller Risspfade im so
beschriebenen Mikroverbund, die FE-Vernetzung der Modellgeometrie, die Formulierung ei-
nes Versagenskriteriums für die potentiellen Risspfade für den Fall zyklischer Beanspruchung,
die Darstellung der entstehenden Risse sowie die Ermittlung der e�ektiven Kennwerte für
die Materialstei�gkeit am Berechnungsmodell des geschädigten Verbunds. Sie werden in den
nachfolgenden Abschnitten erläutert.

5.1 Erstellen des Berechnungsmodells

5.1.1 Zufällige Faseranordnung

Zur Erzeugung der zufälligen Faseranordungen wird ein Monte-Carlo-Verfahren (MC-Ver-
fahren) eingesetzt. Es basiert auf den Arbeiten von Metropolis et al. [613] und dem darauf
aufbauenden Equilibrium Hard-Disk Program [614]. Die Anpassung und Implementierung des
Algorithmus in MATLAB für die hiesige Anwendung ist im Rahmen von [608]10 durchgeführt
worden und wird dort im Detail beschrieben. Abb. 5.3 und die dazugehörige Bildunterschrift
erläutern den Ablauf. In der aktuellen Fassung können Faseranzahlen nf = i2 mit i ∈ N
und 2 ≤ i ≤ 10 erzeugt werden. Der vorgegebene Mindestabstand der Fasern (zur Ver-
meidung gegenseitiger Berührung) beträgt 0,03df (df : Faserdurchmesser). Darüber hinaus
wird sichergestellt, dass als Folge der zufälligen Anordnung bei der späteren geometrischen
Einteilung (siehe Abschnitt 5.1.2) keine Kantenlängen entstehen, die kleiner als die vorge-

8Aufgrund der Mehrachsigkeit aller Beanspruchungszustände kann nicht von Minima oder Maxima (Ober-
oder Unterwerten) gesprochen werden, da z. B. nicht alle Verzerrungen im einen Extremzustand gröÿer
sein müssen als im anderen.

9Mögliche Alternativen zum hier gewählten Vorgehen wären z. B. die Anwendung der X-FEM oder von
Kohäsivzonenelementen.

10vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Abschlussarbeit
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gebene Elementgröÿe sind11 [615]12. Alle im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten
Anordnungen enthalten Fasern des Durchmessers df = 7µm bei einem Faservolumengehalt
von ϕ = 0,6. Abb. 5.1 zeigt das Ergebnis des Monte-Carlo-Algorithmus für eine Anordnung
von nf = 64 Fasern.

Abbildung 5.1: Zufällige Anordnung von 64 Fasern (blaue Kreise) bei ϕ = 0,6. Der schwarze Rah-
men stellt die Ränder der quadratischen Ausgangsanordnung dar. Blaue Kreuze mar-
kieren die Fasermittelpunkte. Die rote Markierung bezeichnet die Faser mit der lau-
fenden Nummer eins. Überschreitet während des Verschiebungsalgorithmus ein Fa-
sermittelpunkt einen der Ränder, so wird er am gegenüberliegenden Rand wieder
hineingeschoben. Zur Verdeutlichung der so erreichten Periodizität ist die gesamte
Anordnung in alle Richtungen wiederholt dargestellt (schwarze Kreise). Die Ortsko-
ordinaten der Fasermittelpunkte x2 und x3 (Materialkoordinatensystem; siehe Ka-
pitel 2) sind auf die Kantenlänge L der betrachteten Querschnitts�äche normiert.
Vgl. [1, 608].

Um sicherzustellen, dass die erzeugten Faseranordnungen als zufällig angesehen werden
können, wird die so genannte Radiale Verteilungsfunktion (Radial Distribution Function,
RDF, Gl. 5.1) [608,614] ermittelt. Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte für das Auf-
treten von Fasermittelpunkten als Funktion des Abstands vom Mittelpunkt einer beliebigen
Faser. Die Periodizität der Faseranordnung wird hierbei berücksichtigt.

g2 (r) =
nk (r) · Ages
Ak (r) · n2

(5.1)

Dabei ist g2 (r) die Wahrscheinlichkeitsdichte von Fasermittelpunkten in einem Kreisring,
der die Breite ∆r = raußen − rinnen und den mittleren Abstand r zu einer gegebenen Faser
besitzt. Die Fläche des Kreisrings beträgt Ak(r) = π · (r2

außen − r2
innen). nk(r) ist die Anzahl

der im jeweiligen Kreisring liegenden Fasermittelpunkte und Ages = L2 ist die gesamte
betrachtete Querschnitts�äche (s. Abb. 5.1). n bezeichnet die Gesamtanzahl der in Ages
enthaltenen Fasern.
Abb. 5.2 zeigt die RDF für eine zufälle Anordnung von nf = 100 Fasern bei einem Faser-

volumengehalt von ϕ = 0,6. Fasermittelpunkte müssen mindestens einen Faserdurchmesser

11Diese Vorgabe stellt, wie auch die des Mindestabstands, im statistischen Sinne eine Zensierung der Stich-
probe dar. Sie wird hier aus praktischen Erwägungen (siehe Abschnitt 5.1.3) akzeptiert.

12vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Abschlussarbeit
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voneinander entfernt sein, da sich die Fasern nicht gegenseitig durchdringen können. Die
RDF kann daher nur für r/df ≥ 1 von Null verschieden sein. Dass im vorliegenden Fall die
RDF erst für r/df -Werte ungleich Null ist, die leicht gröÿer als eins sind, liegt an der Vorgabe
des erwähnten Mindestabstands, der die gegenseitige Berührung von Fasern verhindert. Auf-
grund des relativ hohen Faservolumengehalts treten in direkter Umgebung einer gegebenen
Faser gehäuft Nachbarfasern auf. Diese Nahordnung zeigt sich in Form der periodischen Ma-
xima der RDF. Sie klingt mit zunehmendem Abstand ab, und die Wahrscheinlichkeitsdichte
konvergiert für zufällige (d. h. statistisch homogene) Anordnungen gegen den Wert eins. Da-
bei stellt die Periodizität der hier betrachteten Anordnungen eine Regelmäÿigkeit dar, die
allerdings im Hinblick auf die später zu de�nierenden Randbedingungen unvermeidbar ist.
Die RDF wird daher nur für den durch die Anordnung abgedeckten Wertebereich von r/df
dargestellt.
Im Zusammenhang mit dem beschriebenen Monte-Carlo-Verfahren (siehe Abb. 5.3 bzw.

[614, S. 275]) wird eine gegebene Faseranordnung als ungeordnet betrachtet, wenn sich die
RDF durch weitere Verschiebungszyklen nicht mehr nennenswert ändert. Für die hier be-
trachteten Modelle ist dies nach 5.000 MC-Zyklen der Fall [608].

Abbildung 5.2: Radiale Verteilungsfunktion (RDF) für eine zufällige, aber periodische Anordnung
von nf = 100 Fasern bei einem Faservolumengehalt von ϕ = 0,6; vgl. [1, 608].

Aufgrund der zufälligen Erzeugung der Modellgeometrie besteht die Frage, wie viele Fa-
sern diese enthalten muss, um repräsentative Ergebnisse zu erhalten. Diverse Autoren [215,
224,586�588,594,608,616�618] beschäftigen sich mit dieser Fragestellung, und geben für die
jeweils betrachteten Faservolumengehalte und -durchmesser sowie die untersuchten Eigen-
schaften z. B. L ≥ 23, 5df , L ≥ 50df , nf ≥ 30, nf ≥ 50, nf ≥ 80, nf ≥ 150 oder nf ≥ 200 als
ausreichend an. Dabei sind L die Kantenlänge des Mikromodells in der 2- bzw. 3-Richtung,
df der Faserdurchmesser und nf die Faseranzahl. Die zitierten Angaben sind beispielsweise
Ergebnisse von Konvergenzstudien, die bzgl. der untersuchten Eigenschaften für den jeweils
betrachteten Faservolumengehalt und -durchmesser sowie unter Voraussetzung des ggf. ver-
wendeten Verfahrens zur Erzeugung zufälliger Faseranordnungen durchgeführt werden.
Formal stellt die Beschreibung e�ektiver Materialeigenschaften eine so genannte Homo-

genisierung13 dar [619]. Voraussetzungen hierfür sind einerseits eine statistisch homogene
Verteilung der Defekte (d. h. hier der Fasern bzw. der Risse) im Matrixmaterial und an-
dererseits, dass das betrachtete Materialvolumen eine hinreichende Anzahl von Defekten
enthält � mithin also, dass es eine ausreichende Gröÿe besitzt. Sollen die e�ektiven Eigen-
schaften auf der Makroskala (hier für die Schicht) als ortsunabhängig betrachtet werden

13Verschiedene analytische und numerische Methoden der Homogenisierung diskutiert z. B. [608].
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while
step≤ stepmax

Start

Ende

i=i+1

Verschiebung des i‐ten 
Fasermittelpunkts um einen 

zufälligen Betrag

i=0

Wiederherstellung der 
alten Koordinaten
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Übernahme der neuen 
Koordinaten

Unterprogramme
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while i≤nf

ja

nein

nein

ja
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Verschiebungs‐Schleife

Optionale Routinen

Legende:

Abbildung 5.3: Programmablaufplan des Algorithmus zur Erzeugung zufälliger Faseranordungen
nach [608]. Unter Einhaltung der Vorgaben für Faserdurchmesser, -volumengehalt
und -anzahl wird eine quadratische Anfangsanordnung erzeugt. Innerhalb jedes der
folgenden Verschiebungszyklen (MC-Zyklen, rote Pfeile) wird dann jeweils jeder Fa-
sermittelpunkt zufällig (Richtung und Betrag) verschoben, wobei die Verschiebung
rückgängig gemacht wird, falls sie zur Überlappung mit Nachbarfasern führt. Sind
mindestens 5.000 Verschiebungszyklen durchlaufen worden, so wird die Faseranord-
nung als zufällig angesehen und der Algorithmus beendet. Die automatische Anpas-
sung der Verschiebungsschrittweite geschieht in den oben links genannten Unterpro-
grammen.

können, so muss das betrachtete Materialgebiet jedoch auch klein genug sein, um auf dieser
als Punkt betrachtet werden zu können. Bezeichnet man mit l die mikroskopische Längens-
kala, mit L die Längenskala (Kantenlänge) des betrachteten Materialvolumens und mit L
die makroskopische Längenskala, so muss demnach gelten:

l << L << L (5.2)

Das mikroskopisch betrachtete Materialvolumen wird unter diesen Voraussetzungen Re-
präsentatives Volumenelement (Representative Volume Element, RVE) genannt.
Geht man allerdings davon aus, dass die Homogenisierung der Mikrostruktur erfolgt, um

Materialkennwerte für ein Berechnungsmodell zu erhalten, das die einzelnen Laminatschich-
ten mit Hilfe von �niten Volumenelementen darstellt, so zeigt die nachfolgende Überlegung,
dass Mikrostrukturen repräsentativer Gröÿe in diesem Fall kaum de�niert werden können.
Abb. 5.4 zeigt die Mikrostruktur (typischer Faserdurchmesser und Faservolumengehalt)

im maÿstäblichen Vergleich mit einer möglichen FE-Volumenvernetzung des Schichtquer-
schnitts. Ganz o�ensichtlich ist die Mikrostruktur mit 36 Fasern nicht klein gegenüber dem
durch die Integrationspunkte der Elemente jeweils repräsentierten Werksto�gebiet. Umge-
kehrt sind eben diese Werksto�gebiete jeweils zu klein, um für die Annahme ortsunabhängi-
ger Materialeigenschaften ausreichend viele Fasern zu enthalten. Für übliche Typen �niter
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Volumenelemente (acht Integrationspunkte im Hexaeder, d. h. zwei Integrationspunkte über
die Elementdicke) würde für df = 0,7µm und ϕ = 0, 6 jeder Integrationspunkt ca. neun
Fasern repräsentieren. Wie Abschnitt 6.1 zeigt, ist dabei mit einer erheblichen Streuung der
homogenisierten Eigenschaften zu rechnen. Welche Faseranzahl als repräsentativ betrach-
tet werden kann, ist im abgebildeten Fall also von untergeordneter Bedeutung, da sie im
Rahmen der geometrischen Gegebenheiten ohnehin nicht erreicht werden kann. Selbstver-
ständlich ist diese Schlussfolgerung abhängig von Schichtdicke, Faserdurchmesser, Faservo-
lumengehalt und FE-Vernetzung. Für übliche Schichtdicken- und -werksto�e sollte sie aber
in den meisten Fällen zutre�end sein14.
Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten periodischen Modelle mit zufällig

angeordneten Fasern bezeichnet man auch als Statistische Einheitszellen [215] (SEZ)15.

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung eines Kreuzverbunds aus UD-Schichten (links). Oben und
unten (grau): 0°-Schichten, Mitte (hellblau): 90°-Schicht mit einer für Prepreg-
Laminate üblichen Schichtdicke von 125µm und angedeuteter Einteilung in �nite
Elemente (hier beispielhalft drei über die Schichtdicke). Die Darstellung der Mi-
krostruktur (hier ihrerseits ebenfalls in FE eingeteilt) im linken Bildteil ist nähe-
rungsweise maÿstäblich (nf : Faseranzahl, df : Faserdurchmesser ϕ: Faservolumen-
gehalt). Die Annahme gleicher Materialeigenschaften für alle Schichtelemente er-
scheint anhand dieser Abbildung nicht realistisch [621].

5.1.2 Geometrische Einteilung der Querschnitts�äche

Im Hinblick auf die spätere Schädigungssimulation werden im Mikromodell potentielle Riss-
pfade vorgegeben. Diese ergeben sich aus einer geometrischen Einteilung der zur 23-Koor-
dinatenebene parallelen Querschnitts�äche, welche im Rahmen von [615]16 entwickelt und
in MATLAB implementiert worden ist. In Abb. 5.5 ist das Verfahren schrittweise für eine
zufällige periodische Anordnung von vier Fasern dargestellt.

14Nimmt man anstelle des gezeigten Modells an, das Laminat werde in Form eines geschichteten Schalenele-
ments modelliert, so wäre das durch jeden Integrationspunkt repräsentierte Werksto�gebiet ggf. deutlich
gröÿer, sodass die Annahme konstanter Eigenschaften formal zulässig sein könnte. Allerdings würden als
Folge der kinematischen Annahmen der Schalentheorie � die die Darstellung eines gröÿeren Material-
bereichs mit wenigen Integrationspunkten erst ermöglichen � die intralaminaren Beanspruchungen ggf.
deutlich weniger realistisch abgeschätzt.

15 [215] verweist bzgl. der Bezeichung auf [620], wo die Modellart als �randomized unit cell� bezeichnet
wird. Um eine Verwechslung mit representative unit cells zu vermeiden wird hier und im Folgenden die
deutsche Bezeichnung bzw. Abkürzung verwendet.

16vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Abschlussarbeit
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5.1 Erstellen des Berechnungsmodells

Grundlage ist die Einteilung der Querschnitts�äche in so genannte Voronoi -Regionen
(VR) [622] ausgehend von der Anordnung der Fasermittelpunkte17. Jede VR enthält einen Fa-
sermittelpunkt sowie alle Punkte der Querschnitts�äche, die diesem Fasermittelpunkt näher
liegen als allen anderen Fasermittelpunkten. Die VR sind durch Geradenabschnitte begrenzt,
die als Voronoi -Kanten (VK) bezeichnet werden. Berücksichtigt man bei der Einteilung, dass
die Fasermittelpunkte eine periodische Anordnung darstellen, so ist auch die Anordnung der
entstehenden VR periodisch (siehe Abb. 5.5a).
Die Mittelpunkte jeweils dreier benachbarter Fasern lassen sich durch Geraden zu so ge-

nannten Delaunay-Dreiecken (DD) verbinden. Als benachbart gelten hierbei solche Fasern,
die gemeinsame Voronoi -Kanten besitzen. Die Dreieckseiten verlaufen senkrecht zu den Voro-
noi -Kanten. Sofern sie die jeweils zu ihnen orthogonale VK schneiden, werden die DD-Seiten
ebenfalls als Einteilung der Querschnitts�äche herangezogen (siehe Abb. 5.5b).
Eine weitere Einteilung ergibt sich, indem ausgehend vom jeweiligen Fasermittelpunkt

radiale Linien zu den Ecken der VR gezogen werden.
Die bisher besprochene Einteilung betri�t hauptsächlich den Matrixteil der Querschnitts-

�äche. Im Hinblick auf die spätere Netzqualität wird auch für die kreisförmigen Faserquer-
schnitte eine Einteilung vorgenommen, die sich z. T. an der Einteilung der umgebenden
Matrix orientiert. In Anlehnung an [623] wird gemäÿ [615] innerhalb der Kreis�äche ein
Viereck de�niert. Der Radius des Viereck-Umkreises steht dabei in einem festen Verhältnis
zum Faserdurchmesser. Die Ecken werden so positioniert, dass die auÿerhalb des Vierecks
liegende Faser�äche durch vier von ihnen ausgehende radiale Linien unterteilt werden kann,
die entweder entlang bestehender DD-Seiten oder Eckstrahlen verlaufen (siehe Abb. 5.5c).
Das Rechnerprogramm MATLAB bietet bzgl. der Identi�kation von Voronoi -Zellen und

Delaunay-Dreiecken verschiedene Funktionen, die zur vorangehend beschriebenen Flächen-
einteilung genutzt werden.
Als potentielle Risspfade werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit die Faser-Matrix-

Grenz�ächen sowie die in der Matrix verlaufenden Teile der Delaunay-Dreieckseiten ver-
wandt. Einzelheiten hierzu sind in Abschnitt 5.3 dargestellt.
Die hier gezeigte Verwendung von VR unterscheidet sich von aus der Literatur bekannten

Verfahren. So werden dort z. T. spezielle �nite Elemente formuliert, die jeweils eine VR
darstellen, welche einen einzelnen Einschluss (Faser oder Partikel) enthält [544, 585�587,
624, 625]. In [561] wird eine Voronoi -Einteilung als Hilfe bei der FE-Vernetzung verwandt,
orientiert sich aber an eigens de�nierten Hilfspunkten und nicht an den Positionen der in einer
Matrix verteilten Partikel. Ein Beispiel für die Modellierung metallischer Kristallitstrukturen
mit Hilfe von VR zeigt [626]. In [627] wird die Dirichlet-Zerlegung im Zusammenhang mit
faserverstärkter Keramik verwendet.

17Die Begrenzungslinien der VR heiÿen Voronoi -Kanten und bilden das Voronoi -Diagramm, welches auch
als Dirichlet-Zerlegung bezeichnet wird [622].
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5 Modellieren des geschädigten Materials

(a) Voronoi-Diagramm, ver-
neunfachte Anordnung; rote
Punkte: Fasermittelpunkte,
rote Linien: Voronoi-
Kanten, schwarze Kreise:
Faserumfänge, schwarzes
Quadrat: Rand der Faser-
anordnung zu Beginn des
Zufallsalgorithmus

(b) Delaunay-Triangulation,
verneunfachte Anordnung;
rote Linien: Voronoi-
Kanten, schwarze Kreise:
Faserumfänge, schwarze
Linien: Delaunay-Dreiecke;
DD-Seiten werden nicht zur
Einteilung verwendet (und
hier auch nicht dargestellt),
falls sie die zugehörige VK
nicht schneiden; vgl. [1]

(c) Vollständige Einteilung
der Querschnitts�äche
mit Voronoi-Kanten,
Delaunay-Dreiecken, radia-
len Ecklinien und Vierecken
in den Faser�ächen

Abbildung 5.5: Geometrische Einteilung der zur 23-Koordinatenebene (Materialkoordinatensystem)
parallelen Querschnitts�äche; behandelt wird eine Anordnung von vier Fasern, die in
a und b zwecks Periodizität der Einteilung vorübergehend verneunfacht (nach oben,
unten, links und rechts vervielfältigt) betrachtet wird; in Anlehnung an bzw. aus [615]

5.1.3 Vernetzen des Modells

Bei der Erzeugung des FE-Modells mit Hilfe des kommerziellen Rechenprogramms ANSYS
17.0 wird zunächst die geometrisch eingeteilte, zur 23-Koordinatenebene parallele Quer-
schnitts�äche vernetzt.
Dabei zeigt sich ein wesentlicher Vorteil der zuvor beschriebenen Modellgeometrie (siehe

Abschnitt 5.1.2). Während bei der üblichen quadratischen Modellierung der Querschnitts-
�ächen zufälliger Faseranordnungen zwangsläu�g Fasern durch die Ränder des Modells ge-
schnitten werden [584,608], was ggf. zu stark verzerrten �niten Elementen in diesen Bereichen
führt, ist dies hier nicht der Fall. Die unregelmäÿigen (d. h. nicht geraden) Ränder des Mo-
dells bedingen zwar einen leicht erhöhten Aufwand bei der De�nition der Randbedingungen
(siehe Abschnitt 5.1.4), stellen aber in dieser Hinsicht keine prinzipielle Schwierigkeit dar.
Auf Basis der Ergebnisse von Konvergenzstudien in [225, 608, 615] wird bei der Flächen-

vernetzung eine Elementgröÿe von 0,2µm (= df/35) vorgegeben18. Die einzige Ausnahme
hierzu stellen die Viereck�ächen im Inneren der Faserquerschnitts�ächen dar. Untersuchun-
gen in [628]19 zeigen, dass diese Flächen zur Reduktion des Rechenaufwands ohne Ein�uss
auf die Ergebnisgenauigkeit mit einer Elementgröÿe von 0,8µm vernetzt werden können20.
Ausgehend vom Flächennetz erfolgt dann die Extrusion des Modells in Faserrichtung, wo-

bei dreidimensionale Volumenelemente mit 20 Knoten, je drei translatorischen Freiheitsgra-

18Wie in Abschnitt 5.1.1 erläutert, werden nur solche zufälligen Faseranordnungen erzeugt, deren geometri-
sche Einteilung Kantenlängen ergeben, die mindestens dieser Elementgröÿe entsprechen.

19Bericht über ein vom Autor der vorliegenden Dissertation betreutes studentisches Praktikum.
20Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden keine Bruchprozesse im Innern der Fasern betrachtet. Eine

genaue Au�ösung der Spannungen ist daher nur in ihrem Randbereich (nahe der FMG) erforderlich.
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5.1 Erstellen des Berechnungsmodells

Konstituent Symbol Wert Einheit Quelle

Faser

Ef,11 235,00 GPa [222]
Ef,22 = Ef,33 19,10 GPa [222]
Gf,12 = Gf,13 24,00 GPa [222]
Gf,23 7,20 GPa [222]
νf,12 = νf,13 0,02 - [222]
νf,23 0,33 - [222]
αf,11 −0,40 10−6/K [222]
αf,22 = αf,33 10,00 10−6/K [222]

Matrix
Em 2,76 GPa [221]
νm 0,38 - [221]
αm 54,50 10−6/K [221]

Tabelle 5.1: Thermo-elastische Materialkennwerte der Konstituenten für die FE-Modellierung; f :
Faser; m: Matrix; 1, 2, 3: Richtungen des Materialkoordinatensystems; E: Elastizitäts-
modul; G: Schubmodul; ν: Querkontraktionszahl (Indexreihenfolge: Wirkung-Ursache);
α: Wärmeausdehnungskoe�zient

den pro Knoten und quadratischer Ansatzfunktion für die Interpolation der Verschiebungen
(Elementtyp SOLID18621) zum Einsatz kommen. Bei im Flächennetz dreieckigen Elementen
wird zur Extrusion die keilförmige Variante dieses Volumenelementtyps verwendet. Die Dis-
kretisierung in Faserrichtung erfolgt mit je zwei Elementen22. Beispiele für die Vernetzung
von Anordnungen mit vier, 36 und 100 Fasern sind in Abb. 5.6 dargestellt.
Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwendeten Rechenmodelle setzen linear ela-

stisches Werksto�verhalten voraus. Tabelle 5.1 zeigt die bei der Modellierung verwendeten
Materialkennwerte.

21Für alle key options werden die vom Programm vorgegebenen Standardwerte (default) verwendet. Siehe
ANSYS Help 17.0 → ANSYS Documentation → Mechanical APDL → Element Reference → Element
Library → SOLID186.

22Durch die De�nition periodischer Randbedingungen (siehe Abschnitt 5.1.4) und die hier betrachteten
faserparallelen Risse ist die Elementanzahl in Dickenrichtung mechanisch irrelevant. Im Hinblick auf
eine zusätzliche Betrachtung nicht-faserparalleler Risse (siehe Abschnitt 5.5) ist es jedoch sinnvoll, die
Spannungen der faserparallelen Bruch�ächen an Knoten im Innern des Modells auszulesen und nicht an
solchen, die auf seinen Ober�ächen liegen. Aus praktischen Erwägungen (in Faserrichtung mittig sollten
Knoten existieren) erweisen sich daher gerade Anzahlen von Elementen in dieser Richtung als günstig.
Bei Betrachtung nicht faserparalleler Risse entstehen Spannungsgradienten in Faserrichtung, sodass dazu
eine gröÿere Elementanzahl in Faserrichtung sinnvoll wäre.
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5 Modellieren des geschädigten Materials

(a) 4 Fasern, Kantenlänge
16µm; vgl. [1]

(b) 36 Fasern, Kantenlänge
48µm

(c) 100 Fasern, Kantenlänge
80µm

Abbildung 5.6: Dreidimensionale Finite-Elemente-Modelle dreier Faseranordnungen in der umge-
benden Matrix. Die Kantenlänge bezeichnet die Ausdehnung des modellierten Be-
reichs in der 2- und 3-Richtung des Materialkoordinatensystems bei einem Faser-
durchmesser von df = 7µm und einem Faservolumengehalt von ϕ = 0,6. Die vorge-
gebene Elementgröÿe beträgt 0,2µm (im Faserinneren 0,8µm).

5.1.4 De�nition periodischer Randbedingungen

Die geometrische Periodizität der nach dem beschriebenen Verfahren erzeugten FE-Modelle
zeigt Abb. 5.7. Entsprechend dem in [612] vorgeschlagenen und in [225, 608, 615, 628�632]23

sowie vom Autor der vorliegenden Arbeit selbst weiterentwickelten bzw. angewandten Ver-
fahren werden die periodischen Randbedingungen unter Nutzung so genannter Hilfsknoten
(siehe Abb. 5.7b) formuliert. So kann das Modell auf einfache Weise entweder makroskopi-
schen Spannungen oder makroskopischen Verzerrungen unterworfen werden, indem an den
Hilfsknoten entsprechende Kraft- bzw. Verschiebungsrandbedingungen de�niert werden. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit werden ausschlieÿlich Verschiebungsrandbedingungen, d.
h. makroskopische Verzerrungen betrachtet.
Die für die Elementknoten der in Abb. 5.7b de�nierten Rand�ächen geltenden Kopplungs-

gleichungen sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst. Infolge der Periodizität des FE-Netzes
sind die Knotenanordnungen der einander zugeordneten Ränder deckungsgleich. Der verti-
kale Abstand von Punkten des oberen und unteren Randes wie auch der horizontale Abstand
von Punkten des rechten und linken Randes betragen L. Das heiÿt, sie entsprechen der Kan-
tenlänge der quadratischen Faseranordnung zu Beginn des Zufallsalgorithmus in Abschnitt
5.1.1. Die gleichen horizontalen bzw. vertikalen Abstände haben auch Punkte der diagonal
periodischen Ränder oben links und unten rechts. Der Abstand zwischen Punkten der vorde-
ren und hinteren Rand�ächen beträgt L1, was der Strecke entspricht, um die das Modell bei
der Volumenvernetzung entlang der Faserrichtung extrudiert wird (siehe Abschnitt 5.1.3).
Die angegebenen Gleichungen sind die mathematisch vollständige Beschreibung der PBC

auf den Rändern des FE-Modells. Diese sorgen dafür, dass sich das modellierte Werksto�ge-
biet beim Aufbringen des makroskopischen Verzerrungszustands εij so verhält, als sei es Teil
eines durch periodische Wiederholung seiner selbst gebildeten Werksto�gebiets unendlicher
Ausdehnung24.

23vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Arbeiten bzw. Praktika
24In der Praxis ist darauf zu achten, eine Überbestimmtheit des Gleichungssystems für solche Knoten zu

vermeiden, die zu mehreren benachbarten Rändern (z. B. sowohl zu links als auch zu vorn) gehören
[571,608,630]. Dies ist z. B. an den Kanten der Modelle der Fall.
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Obwohl das modellierte Werksto�gebiet der SEZ im Sinne der e�ektiven Eigenschaften
realer Schichten nicht als repräsentativ betrachtet werden kann (siehe Abschnitt 5.1.1), so
ist es dies jedoch in Bezug auf das �ktive periodisch aufgebaute Material. Entsprechend
ergeben sich die Beanspruchungen σij und εij der Makroebene durch Mittelung aus denen
der Mikroebene σ∗ij und ε

∗
ij [619].

σij =
1

V

∫
V

σ∗ij(x)dV εij =
1

V

∫
V

ε∗ij(x)dV (5.3)

Dabei ist V das betrachtete Materialvolumen und x der mikroskopische Ortsvektor inner-
halb seiner. Zudem erfüllen die makroskopischen und mikroskopischen Formänderungsener-
giedichten die Hill -Bedingung [633,634], sodass gilt:

1

V

∫
V

σ∗ij(x) · ε∗ij(x)dV =
1

V

∫
V

σ∗ij(x)dV · 1

V

∫
V

ε∗ij(x)dV (5.4)

(a) Zur Visualisierung der Periodizität ist die Anord-
nung verneunfacht dargestellt; benachbarte An-
ordnungen sind nicht nur in horizontaler und ver-
tikaler, sondern auch in diagonaler Richtung pe-
riodisch.

u3A

u1A u2A

u3B

u1B
u2B

u3C

u1C u2C

A

B

C

(b) Ränder des Werksto�gebiets;
gelb: vorn, hinten; grün: rechts, links; rot: oben,
unten; blau: oben links, unten rechts;
A,B,C: Hilfsknoten

Abbildung 5.7: Periodizität am Beispiel eine zufälligen Anordnung von vier Fasern; Einander zu-
geordnete Ränder sind im FE-Modell gleich vernetzt; Es handelt sich nicht um die
gleiche Anordnung wie in Abb. 5.5; Anstelle von Rändern oben links und unten
rechts können die zufälligen Anordnungen auch Ränder unten links und oben rechts
besitzen [1,2].
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Hilfsknoten Ränder PBC-Kopplungsgleichung

A rechts, links
ε21 · L2 = u1,r − u1,l = u1,B

ε22 · L2 = u2,r − u2,l = u2,B

ε23 · L2 = u3,r − u3,l = u3,B

B oben, unten
ε31 · L3 = u1,o − u1,u = u1,C

ε32 · L3 = u2,o − u2,u = u2,C

ε33 · L3 = u3,o − u3,u = u3,C

C vorn, hinten
ε11 · L1 = u1,v − u1,h = u1,A

ε12 · L1 = u2,v − u2,h = u2,A

ε13 · L1 = u3,v − u3,h = u3,A

B,C
unten rechts,
oben links

ε21 · L2 = u1,ur − u1,ol = u1,B

ε22 · L2 = u2,ur − u2,ol = u2,B

ε23 · L2 = u3,ur − u3,ol = u3,B

ε31 · L3 = u1,ol − u1,ur = u1,C

ε32 · L3 = u2,ol − u2,ur = u2,C

ε33 · L3 = u3,ol − u3,ur = u3,C

Tabelle 5.2: Kopplungsgleichungen zur Beschreibung der periodischen Randbedingungen für eine der
Abb. 5.7 entsprechende Diagonalkopplung. Bei entgegengesetzter Diagonalkopplung (un-
ten links � oben rechts) werden die unteren sechs Gleichungen sinngemäÿ angepasst
verwendet; εij: makroskopische Verzerrungen, L = L2 = L3: Ausdehnung des Modells
in 2- bzw. 3-Richtung (vgl. Abb. 5.1), L1: Ausdehnung des Modells in Faserrichtung

5.2 Mehrachsiges Lebensdauermodell

Für die potentiellen Bruch�ächen des Mikromodells wird ein Versagenskriterium bzw. eine
Bruchbedingung formuliert25. Die lokale Lebensdauer wird dabei als Funktion des auf der
Bruch�äche wirkenden zyklischen Spannungszustands beschrieben.
Betrachtet man Bruchbedingungen für den zyklischen Fall, die auf der Modi�kation von

solchen für statische Beanspruchung beruhen (vgl. Abschnitt 4.1), so werden meist anstelle
der ursprünglich quasi-statischen Spannungen und der entsprechenden einachsigen Festigkei-
ten die auftretenden Spannungsamplituden und ihre der Lebensdauer entsprechenden ein-
achsig zulässigen Amplituden verwandt. Die Bruchbedingung hat dann meist die folgende
Form:

F (σij,a, σij,a (Rij, N)) = 1 (5.5)

Dabei bezeichnet σij,a die auftretenden Spannungsamplituden, Rij = σij,u/σij,o das je-
weilige Spannungsverhältnis der einzelnen Spannungen, N die Bruchschwingspielzahl und
σij,a (Rij, N) die für die Lebensdauer anhand der zugrundeliegenden Wöhlerlinien bzw. CLD
zulässigen Spannungsamplituden.
Die durch die statischen Kriterien berücksichtigte Interaktion verschiedener Spannungen

lässt sich bei dieser Art der Formulierung verhältnismäÿig einfach auf den zyklischen Fall
übertragen, so lange alle Spannungen ein schwellendes Spannungsverhältnis besitzen und

25Nach [127] bezeichnet das Kriterium die Unterscheidung zwischen Beanspruchungszuständen, die Bruch
hervorrufen, und solchen, die dies nicht tun. Es hat die Form F (...) ≶ 1. Demgegenüber bezeichnet
die Bruchbedingung alle Beanspruchungszustände, für die Bruch gerade möglich ist, und hat die Form
F (...) = 1. Vgl. Gl. 5.5.
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ihre jeweiligen Extrema gleichzeitig erreicht werden. Sobald jedoch verschiedene Spannungs-
verhältnisse (etwa Normalspannung wechselnd und Schubspannung schwellend) auftreten
oder die einzelnen Spannungen unterschiedliche zeitliche Mittelwerte aufweisen, sind die zur
Anpassung an den zyklischen Fall notwendigen Modi�kationen meist weniger o�ensichtlich.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird daher für die potentiellen Bruch�ächen der Mi-

kromodelle ein etwas anderer Ansatz gewählt, der auch die Behandlung nichtproportionaler
zyklischer Beanspruchung erlaubt, so lange alle Spannungen frequenz- und phasengleich (d.
h. in Gln. 5.6 und 5.7: ϕσ, ϕτ ∈ {0, π}) auftreten.
Ausgehend von der Annahme spröden Materialverhaltens wird das Versagen der poten-

tiellen Bruch�äche durch die drei auf ihr wirkenden Spannungen bestimmt (siehe Abb.
5.8) [127, 635, 636]. Dies sind die orthogonal zur Fläche wirkende Normalspannung σ∗n so-
wie die in der Fläche wirkenden Schubspannungen τ ∗n1 (parallel zur Faserrichtung) und τ ∗nt
(senkrecht zur Faserrichtung)26. Im Folgenden wird zwecks vereinfachter Darstellung die Er-
setzung σ∗ = σ∗n vorgenommen. Die beiden Schubspannungen werden zur Resultierenden
τ ∗ =

√
τ ∗2n1 + τ ∗2nt zusammengefasst.

Gemäÿ der Sprungbedingung an singulären Flächen [6] sind die zur Faser-Matrix-Grenz�ä-
che senkrechten Spannungen über diese hinweg stetig. Für die hier verwendeten FE-Modelle
wird dies auch in [225, S. 78 f.] bestätigt. Im Gegensatz zu anderen Arbeiten [123,221] sind
daher spezielle Maÿnahmen zur Vermeidung von Fehlern infolge der von FE-Programmen
häu�g automatisch vorgenommenen Bildung durchschnittlicher Knotenspannungen27, hier
nicht notwendig.
Die Spannungs-Zeit-Funktionen für die frequenzgleiche Beanspruchung haben die Form

σ∗ (t) = σ∗a · sin (2πf · t+ ϕσ) + σ∗m σ∗a, σ
∗
m ∈ R σ∗a ≥ 0 (5.6)

τ ∗ (t) = τ ∗a · sin (2πf · t+ ϕτ ) + τ ∗m τ ∗a , τ
∗
m ∈ R τ ∗a ≥ 0 (5.7)

σ∗a und τ
∗
a bezeichnen die Amplituden der Spannungen, σ∗m und τ ∗m ihre zeitlichen Mittel-

werte. Mit f wird die für beide Spannungen gleiche Beanspruchungsfrequenz bezeichnet. Im
Rahmen der hier betrachten Fälle gilt zusätzlich die folgende Einschränkung:

ϕσ − ϕτ = i · π i ∈ Z (5.8)

Unter Berücksichtigung der Periodizität der Sinusfunktion (sin (α) = − sin (α + π)) be-
trägt die Phasenverschiebung zwischen den beiden Spannungen also entweder Null oder π
(180°). Die Ortskurven im σ∗τ ∗-Spannungsraum verlaufen unter diesen Bedingungen gerad-
linig. Ein Beispiel ist in Abbildung 5.10 (S. 59) in Form des Doppelpfeils eingezeichnet, der
den zyklischen Wechsel zwischen den beiden Extremzuständen Σ̂ = (σ̂∗, τ̂ ∗) und Σ̌ = (σ̌∗, τ̌ ∗)
darstellt. Welcher dieser beiden Zustände mit Σ̂ bzw. Σ̌ bezeichnet wird, ist dabei willkürlich.
Für die Ober- bzw. Unterspannungen σ∗o und τ

∗
o bzw. σ∗u und τ

∗
u gilt:

σ∗o = max
t
σ∗ (t) σ∗u = min

t
σ∗ (t) (5.9)

τ ∗o = max
t
τ ∗ (t) τ ∗u = min

t
τ ∗ (t) (5.10)

Entsprechend ergibt sich für die Spannungsverhältnisse Rσ und Rτ :

26Die Nomenklatur der Indizierung ist angelehnt an [127].
27engl.: nodal stress averaging
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Abbildung 5.8: Spannungen an den Kontrollpunkten der Mikromodelle; Kontrollpunkte liegen in Fa-
serrichtung mittig im FE-Modell. An jedem Kontrollpunkt werden die orthogonal zur
potentiellen Bruch�äche wirkende Normalspannung σ∗n und die beiden auf die poten-
tielle Bruch�äche wirkenden Schubspannungen τ∗n1 und τ

∗
nt (rote Pfeile) ausgewertet,

wobei letztere zur Gesamt-Schubspannung τ∗ (oranger Pfeil) zusammengefasst wer-
den [1].

Rσ =
σ∗u
σ∗o

Rτ =
τ ∗u
τ ∗o

(5.11)

Die Schwingfestigkeit der potentiellen Bruch�ächen wird in Form von Wöhlerlinien be-
schrieben, die sowohl für die Normal- als auch für die Schubspannung formuliert sind. Dabei
werden die durch Gln. 5.12 bzw. 5.13 gegebenen doppellogarithmischen Ansatzfunktionen
verwendet.

σ∗a(N) = σ∗a,106 ·
(
N

106

)(− 1
k∗σ

)
(5.12)

bzw.

τ ∗a (N) = τ ∗a,106 ·
(
N

106

)(− 1
k∗τ

)
(5.13)

Für die Kennwerte werden Annahmen getro�en, die in Tabelle 5.3 zusammengefasst sind.
Sie sind so gewählt, dass sich fürN = 1 gerade die den statischen Festigkeiten entsprechenden
Amplituden ergeben, sodass gilt:

σ∗o (N = 1) = R∗+ (5.14)

bzw.
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5.2 Mehrachsiges Lebensdauermodell

(a) Haigh-Diagrammm für Normalspannungen
(schematisch); für R < 0 werden die Linien
konstanter Lebensdauer gemäÿ N = f(σ∗

o)
extrapoliert.

(b) Haigh-Diagramm für Schubspannungen (sche-
matisch); das Diagramm ist symmetrisch, da die
Schubfestigkeit unabhängig vom Vorzeichen der
Schubspannung ist.

Abbildung 5.9: Haigh-Diagramme zur Beschreibung des Mittelspannungsein�usses für mikroskopi-
sche Normal- und Schubspannungen; vgl. [1, 3].

σ∗u (N = 1) = R∗− (5.15)

Wie an den Werten der Tabelle 5.3 erkennbar ist, wird für die Faser-Matrix-Grenz�ächen
eine geringere Festigkeit postuliert als für die Matrix. Die angenommenen Werte sind so ge-
wählt, dass sich unter schwellender makroskopischer Quer-Zugbeanspruchung das erwartete
Schadensbild einstellt (siehe auch S. 65). Eine quantitative Gültigkeit für die Beschreibung
des mikroskopischen Werksto�verhaltens ist nicht gegeben und in Anbetracht des auf S. 42
de�nierten Ziels der Modellierung auch nicht notwendig.
Die Mittelspannungsemp�ndlichkeit wird durch CLD mit linearer Interpolation der durch

die WL gegebenen Schwingfestigkeiten ausgedrückt, wobei für das Spannungsverhältnis R =
1 auf die quasi-statischen Festigkeiten extrapoliert wird (siehe Abb. 5.9). Im CLD der Nor-
malspannung (Abb. 5.9a) wird für R < 0 eine Extrapolation mit σ∗o = konst. vorgenommen.
Dies ist Ausdruck der für spröde Werksto�e üblichen Annahme, dass eine zur potentiellen
Bruch�äche orthogonale Druckbeanspruchung nie zu deren Versagen führen kann. Das CLD
für die Schubspannung (Abb. 5.9b) ist symmetrisch, da das Vorzeichen der Schubspannung
für die Lebensdauer der Bruch�äche unerheblich ist.
Nimmt man nun eine beliebige Bruchschwingspielzahl N als gegeben an, so ergeben sich

aus den CLD für die nach Gl. 5.11 ermittelten Spannungsverhältnisse einerseits die zulässigen
Mittelspannungen und Spannungsamplituden, andererseits aber auch die zulässigen Unter-
und Oberspannungen σ∗u = f (N,Rσ) und σ∗o = f (N,Rσ) bzw. τ ∗u = f (N,Rτ ) und τ ∗o =
f (N,Rτ ) (siehe Abb. 5.10, S. 59). Letztere werden dann durch die in Abb. 5.10e gezeigten
Kurven mit elliptischer (für σ∗ >= 0) bzw. parabolischer (für σ∗ < 0) Ansatzfunktion

28 [225] übernimmt die Zugfestigkeit der Grenz�äche gemäÿ einer Angabe in [637], die ihrerseits [588] zi-
tiert. In [588] wird der genannte Wert allerdings als Schubfestigkeit der Grenz�äche angegeben. Für die
hier gezeigten Untersuchungen ist diese Diskrepanz von untergeordneter Bedeutung, da vorrangiges Ziel
die Untersuchung der e�ektiven Stei�gkeit im geschädigten Zustand und nicht die quantitativ korrekte
Simulation der (Schwing-) Festigkeit ist. Im Sinne der Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von [225]
wird sie daher akzeptiert.
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5.2 Mehrachsiges Lebensdauermodell

interpoliert. Die Interpolationsvorschriften der einzelnen Quadranten von Abb. 5.10e sind in
Tabelle 5.4 zusammengefasst.
Für N = 1 werden stetige sowie stetig di�erenzierbare Übergänge der Kurven bei σ∗ = 0

vorgegeben. Bezüglich der Übergangsneigung wird hierzu folgende Annahme getro�en:

ξ =
∂σ∗

∂τ ∗

∣∣∣∣
σ∗=0,N=1

= ±3 (5.16)

Für N > 1 sind die Übergänge lediglich stetig, da für die Neigungen der Parabelfunk-
tionen bei σ∗ = 0 weiterhin der Wert für N = 1 (also ξ(N) = konst.) angenommen wird,
während sich die Neigungen der elliptischen Kurven an diesen Punkten abhängig von der
Bruchschwingspielzahl verändern (ξ∗ = f(N), siehe Tabelle 5.4 und Abb. 5.10e). Auf diese
Weise lässt sich die stützende Wirkung einer Drucknormalspannung auch für Schubspan-
nungsverhältnisse berücksichtigen, bei denen der einachsig zulässige Wert der Ober- oder
Unter-Schubspannung gerade Null beträgt (also Rτ = 0 oder Rτ = ±∞).

Quadrant De�nitionsbereich Interpolationsvorschrift

I σ∗ >= 0, τ ∗ >= 0

1 =
(
σ∗−a1
a2

)2

+
(
τ∗

b

)2

a1 =
ξ∗·(σ∗ext(N,Rσ))2

τ∗ext(N,Rτ )−2·ξ∗·(σ∗ext(N,Rσ))2

a2 = σ∗ext(N,Rσ)− a1

b =
τ∗ext(N,Rτ )√

1−
(

−a1
σ∗ext(N,Rσ)−a1

)2

ξ∗ = −ξ · τ
∗
ext(N,Rτ )·R+

σ

σ∗ext(N,Rσ)·R+
τ

II σ∗ < 0, τ ∗ >= 0

1 = σ∗

c
− m

c
· (τ ∗ − a)2

a = 0

m = −ξ
2·τ∗ext(N,Rτ )

c = −m · (τ ∗ext(N,Rτ )− a)2

III σ∗ < 0, τ ∗ < 0

1 = σ∗

c
− m

c
· (τ ∗ − a)2

a = 0

m = ξ
2·τ∗ext(N,Rτ )

c = −m · (τ ∗ext(N,Rτ )− a)2

IV σ∗ >= 0, τ ∗ < 0

1 =
(
σ∗−a1
a2

)2

+
(
τ∗

b

)2

a1 =
−ξ∗·(σ∗ext(N,Rσ))2

τ∗ext(N,Rτ )+2·ξ∗·σ∗ext(N,Rσ)

a2 = σ∗ext(N,Rσ)− a1

b =
τ∗ext(N,Rτ )√

1−
(

−a1
σ∗ext(N,Rσ)−a1

)2

ξ∗ = −ξ · τ
∗
ext(N,Rτ )·R+

σ

σ∗ext(N,Rσ)·R+
τ

Tabelle 5.4: Interpolationsvorschriften des in den Quadranten I bis IV von Abb. 5.10e dargestellten
mehrachsigen Lebensdauerkriteriums

Für die elliptischen Teile der Interpolationskurve ist die Änderung der Übergangssteigung
mit der Bruchschwingspielzahl notwendig. Grund hierfür ist, dass sich abhängig von den
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Neigungen der Normal- und Schubspannungs-WL für bestimmte Bruchschwingspielzahlen
Verhältnisse der einachsig zulässigen Spannungen auf der σ∗- und τ ∗-Achse ergeben können,
die eine elliptische Interpolation mit vorgegebener Übergangsneigung unmöglich machen.
Je kleiner die angenommene Bruchschwingspielzahl ist, desto weiter liegen die interpo-

lierten Kurven vom Ursprung entfernt. Dies lässt sich folgendermaÿen nachvollziehen: Für
R = konst. bedeutet eine Erhöhung von |σo| auch immer eine Erhöhung von |σu| und um-
gekehrt. Bei dieser Erhöhung wandert im CLD der Punkt (σm, σa) entlang der R = konst.-
Geraden vom Ursprung weg. Für plausible Verläufe der N = konst.-Linien29 bedeutet dies
immer eine Verringerung der Bruchschwingspielzahl.
Soll nun die Lebensdauer unter einer vorgegebenen zyklischen Beanspruchung ermittelt

werden, so wird angenommen, dass diese gerade dann erreicht ist, wenn die für die ange-
nommene Bruchschwingspielzahl interpolierten Kurven durch den Punkt Σ̂ bzw. Σ̌ verlaufen
(je nachdem, für das Schneiden welches Punkts die geringere Bruchschwingspielzahl ange-
nommen werden muss). Auf Basis dieser Annahme kann die Lebensdauer für den zyklischen
Beanspruchungszustand durch Iteration über N ermittelt werden.
Insofern als eine Interpolation über die zulässigen Extrema der Spannungen und nicht über

die zulässigen Amplituden vorgenommen wird, ist der hier vorgeschlagene Ansatz mit einem
in [187] gezeigten Verfahren für Schichtspannungen verwandt. Im Vergleich zu Methoden, die
mit zulässigen Amplituden arbeiten, bleibt so der zeitliche Bezug zwischen den Extrema der
einzelnen Spannungen erhalten, d. h. die betrachteten biaxialen Spannungszustände Σ̂ und
Σ̌ treten im zyklischen Verlauf der Beanspruchung auch wirklich gleichzeitig auf. Diese Infor-
mation ginge bei der Verwendung von Amplituden verloren. Das vorgestellte Verfahren lässt
sich also deutlich leichter anwenden, wenn � wie hier � die Einzelspannungen verschiedene
Spannungsverhältnisse oder eine Phasenverschiebung aufweisen.
Das hier gezeigte Prinzip ist auf mehrachsige frequenzgleiche Beanspruchungen mit jeweils

beliebigen R-Werten anwendbar, sofern die Phasenverschiebung zwischen den einzelnen Be-
anspruchungen ϕ = 0 oder ϕ = π beträgt. Insofern lieÿe es sich ähnlich dem erwähnten,
in [187] gezeigten, Verfahren auch zur Behandlung mehrachsiger Schichtspannungszustände
anpassen, wie sie u. a. auf Puck 'schen Wirkebenen auftreten.

29Sie können z. B. nicht parallel zu den R = konst.-Linien verlaufen, da die zugehörige WL dann vertikal
verlaufen müsste. Auch müssen sie eine eindeutige Funktion σa = f (σm) beschreiben und für R = 1 die
statischen Festigkeiten auf der Abszisse erreichen. Für N = 1 müssen sie auÿerdem die Steigung eins oder
minus eins besitzen.
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(log)

a) c)

(log)

c) d)

e)

(log)

(log)

Abbildung 5.10: Lebensdauerkriterium für die mehrachsig beanspruchten potentiellen Bruch�ächen;
a) WL für Normalspannung, b) CLD für Normalspannung, c) WL für Schubspan-
nung, d) CLD für Schubspannung; für jede gegebene Bruchschwingspielzahl N kön-
nen die zulässigen Extrema von Normal- und Schubspannung aus den CLD ermittelt
und in der σ∗-τ∗-Ebene interpoliert werden (e); eine Iteration über N liefert die
Lebensdauer - sie ist erreicht (hier bei N = N1), wenn die interpolierte Kurve ge-
rade Σ̌ bzw. Σ̂ berührt (je nachdem, für die Berührung welches Punkts N geringer
ist). Vgl. [1�3]
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5.3 Progressive Schädigung auf der Faser-Matrix-Ebene

Die vorliegende Arbeit untersucht die Auswirkung von durch zyklische Beanspruchung verur-
sachter Schädigung auf die e�ektive Stei�gkeit des UD-Verbunds. Eine vollständig realistische
und quantitative Simulation des Schädigungsablaufs, der in der Realität von bruchmecha-
nischem Mikrorissfortschritt geprägt ist [121], ist hierzu nicht notwendig. Allerdings sollte
die Modellierung geschädigter Zustände auch nicht völlig willkürlich, sondern reproduzierbar
und abhängig von den auf der Faser-Matrix-Ebene vorliegenden Beanspruchungen erfolgen.
Dies wird durch die nachfolgend beschriebene Vorgehensweise erreicht.

(a) Zufällige periodische Anord-
nung von vier Fasern; gelb:
potentielle Risspfade (eben-
falls periodisch) im Berech-
nungsmodell

(b) Detailansicht von a); Kon-
trollpunkte: rot (für Ma-
trixrisse), blau (für Grenz-
�ächenrisse); unterbrochene
Linien: geometrische Eintei-
lung (s. Abschnitt 5.1.2)

(c) Detailansicht von a) und b):
Zuordnung von Risspfaden
zu Kontrollpunkten; Versa-
gen am Kontrollpunkt führt
zur Erzeugung des gelb mar-
kierten Risses.

Abbildung 5.11: Potentielle Rissfpfade für faserparallele Risse; es handelt sich um die auch in Abb.
5.7 dargestellte Anordnung; vgl. [1, 2].

Die makroskopische Beanspruchung der statistischen Einheitszelle erfolgt im FE-Modell
in Form eines dehnungskontrollierten Querzugs mit dem Verzerrungsverhältnis

Rε =
ε2,min

ε2,max

= 0 (5.17)

Zwei statische Berechnungslastfälle (je einer für ε2,min und ε2,max) repräsentieren den zykli-
schen Charakter der Ermüdungsbeanspruchung. Die räumlichen Verzerrungszustände werden
jeweils so eingestellt, dass makroskopische Spannung nur in Quer-Normalrichtung auftritt.

σi = 0 ∀ i 6= 2 i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (5.18)

Unter Berücksichtigung von Gl. 2.7 und Gl. 2.8 gilt also für die makroskopischen räum-
lichen Verzerrungszustände des Berechnungsmodells die nachfolgende Beziehung, wobei Sij
die im jeweiligen Schädigungszustand aktuelle e�ektive Nachgiebigkeitsmatrix des Verbunds
bezeichnet:

εi = Si2 · σ2 =
Si2
S22

· ε2 i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} (5.19)

Beanspruchungen auf der Mikroebene ergeben sich dann sowohl als Folge der makroskopi-
schen Verzerrung als auch in Form thermomechanischer Eigenspannungen, welche gesondert
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berechnet und per Superposition30 in beiden Lastfällen berücksichtigt werden. Hierzu wird
eine Temperaturdi�erenz von ∆T = 155 K angenommen31. Obwohl also die makroskopi-
sche Querdehnung im Lastfall ε2,min Null beträgt, muss auch für diesen im jeweils aktuellen
Schädigungszustand eine Beanspruchungsanalyse durchgeführt werden, da sich durch die
gebildeten Risse auch die Verteilung der Eigenspannungen ändert.
Risse können im Berechnungsmodell entlang der in Abb. 5.11a dargestellten Pfade ein-

gebracht werden32. Die mikroskopische Spannungsanalyse wird dazu an den in Abb. 5.11b
gezeigten Kontrollpunkten durchgeführt. Abb. 5.11c zeigt die Zuordnung der Kontrollpunkte
zu den potentiellen Risspfaden im Detail. Diese Vorgehensweise vermeidet eine Auswertung
des Spannungszustands an bestehenden Rissspitzen, welche aufgrund der dort auftretenden
Singularität nur mit deutlich erhöhtem Aufwand möglich wäre.
Die Periodizität der Geometrie und der Randbedingungen bleibt auch im geschädigten

Zustand erhalten, indem Matrixrisse, wenn nötig, an gegenüberliegenden Rändern der SEZ
gleichzeitig eingebracht werden. Die Randbedingungen behindern also hier nicht die Rissö�-
nung (vgl. [640]).
Die hier dargestellten Untersuchungen beziehen sich auf matrixdominierte Schädigungs-

mechanismen, wie sie unter Quer-Normal-, Quer-längs-Schub- und Quer-quer-Schubbean-
spruchung auftreten. Für diese Fälle wird davon ausgegangen, dass keine Schädigung der
Fasern selbst statt�ndet. Die Einteilung des Faserquerschnitts dient daher nur der e�zien-
ten Vernetzung. Potentielle Risspfade werden im Innern der Fasern nicht vorgesehen.
Am einzelnen Kontrollpunkt ergeben sich als Folge der beiden Lastfälle die in Abschnitt

5.2 beschriebenen lokalen Spannungszustände Σ̌ und Σ̂, sodass nach dem ebenfalls dort
dargestellten Verfahren die Lebensdauer des Kontrollpunkts unter der aktuellen zyklischen

Beanspruchung Nk = f
(

Σ̂k, Σ̌k

)
berechnet werden kann. Die auÿer im ungeschädigten

Ausgangszustand bereits existierende Vorschädigung des Kontrollpunkts Dk−1 wird mittels
der linearen Schadensakkumulationshypothese (PM, siehe Abschnitt 4.1) berücksichtigt. Die
Restlebensdauer Nr des Kontrollpunkts unter der jeweils aktuellen Beanspruchung beträgt
damit

Nr = Nk · (1−Dk−1) (5.20)

Der nächste Riss wird nun am Kontrollpunkt mit der geringsten Restlebensdauer (Nr,min)
eingebracht. Für alle anderen Kontrollpunkte wird die bereits existierende Vorschädigung ge-
rade um den Betrag erhöht, der über die bis zum Erzeugen des nächsten Risses auftretenden
Schwingspiele akkumuliert. Das heiÿt, es gilt:

Dk+1 = Dk−1 +Dk = Dk−1 +
Nr,min

Nk

(5.21)

Für den neuen Schädigungszustand werden nun die e�ektive Materialstei�gkeitsmatrix
und -nachgiebigkeitsmatrix bzw. die entsprechenden Ingenieurkonstanten ermittelt (siehe
Abschnitt 5.4). Anschlieÿend erfolgt die erneute Beanspruchungsanalyse für die beiden Last-
fälle ε2,min und ε2,max (inkl. Eigenspannungen). Der Ablauf wird wiederholt, bis die e�ektive
Quer-Zugstei�gkeit des FE-Modells 5 % ihres Ausgangswerts unterschreitet.

30Befehl INISTATE im Berechnungsprogramm ANSYS 17.0 (siehe ANSYS 17.0 Help → ANSYS Documen-
tation → Mechanical APDL → Command Reference → X. I Commands → INISTATE)

31Vgl. [639]. Hier wird die spannungsfreie Temperatur für einen CFK-Verbund (IM7/8552) mit 177 °C an-
gegeben. Die Di�erenz zur Raumtemperatur von 23 °C läge damit bei 154 K.

32Vgl. [457]. Dort werden Faserbrüche mit Hilfe vorde�nierter Bruchorte modelliert.
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5 Modellieren des geschädigten Materials

Der gesamte Berechnungsablauf ist im Rahmen des FE-Programms ANSYS mit Hilfe der
APDL33 automatisiert. Abb. 5.12 zeigt eine schematische Darstellung.
Aktuell enthalten die FE-Modelle keine Kontaktelemente auf den Rissufern. Rissschlieÿ-

e�ekte können somit nicht berücksichtigt werden. Erste Berechnungen mit solchen Kontakt-
elementen [628] zeigen einen deutlichen Ein�uss auf die e�ektive Materialstei�gkeitsmatrix.
So verliert sie z. B. ihre Symmetrie, und die e�ektiven Stei�gkeiten werden von den Vorzei-
chen der Verzerrungen abhängig. Obwohl darüber hinaus in den untersuchten FE-Modellen
lokal vereinzelte Durchdringungen feststellbar sind, sollte der Ein�uss auf die e�ektiven Ma-
terialeigenschaften für den Fall schwellender Quer-Zugbeanspruchung jedoch vergleichsweise
gering sein, da Risse unter der wirkenden Makro-Beanspruchung tendenziell geö�net wer-
den. In MSV dürfte dieser E�ekt durch die dort auftretenden Schicht-Eigenspannungen (siehe
Abschnitt 3.4) noch verstärkt werden.

Start

Ende

Lebensdauer für aktuelle 
Beanspruchung berechnen

Restlebensdauer mit 
Vorschädigung berechnen

Minimale Restlebensdauer 
identifizieren

Neuen Riss einbringen Vorschädigung aktualisieren

Vorschädigung = 0

Steifigkeit 
fast Null?

       FEA Lastfall  
       FEA Lastfall 

nein

ja

Abbildung 5.12: Programmablaufplan zur Modellierung progressiver Schädigung; durch Finite Ele-
mente Analysen (FEA) für die Lastfälle Λ̂ und Λ̌ ergeben sich an jedem Kontroll-
punkt die Spannungszustände Σ̂ und Σ̌; unter Berücksichtigung der bereits vor-
handenen Schädigung ergibt sich gem. Gl. 5.20 die Restlebensdauer jedes Kontroll-
punkts; am Ort der geringsten Restlebensdauer wird der nächste Riss eingebracht,
die Vorschädigung der anderen Punkte wird gem. Gl. 5.21 aktualisiert und der Ab-
lauf wiederholt, bis das Abbruchkriterium erfüllt ist; vgl. [1].

5.4 Ermitteln der aktuellen Materialstei�gkeit

Gemäÿ Gl. 2.7 beschreibt die Material-Stei�gkeitsmatrix Cij den Zusammenhang zwischen
(elastischem) Verzerrungszustand εj und dem entsprechenden Spannungszustand σi. Die
jeweils aktuelle e�ektive Material-Stei�gkeitsmatrix für ungeschädigte oder geschädigte Zu-
stände lässt sich daher mit Hilfe einachsiger Schicht-Verzerrungszustände ermitteln [542,543].
Es gilt:

33Ansys Parametric Design Language
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5.5 Modellierung nicht-faserparalleler Risse

Ciζ =
σi
εζ

i, ζ ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} , εj = 0 ∀ j 6= ζ (5.22)

Das heiÿt, die Spalte der Material-Stei�gkeitsmatrix mit der Nummer ζ ergibt sich aus
den Spannungen σi, welche entstehen, wenn alle Verzerrungen auÿer εζ zu Null gesetzt wer-
den. Indem das FE-Modell nacheinander gemäÿ den sechs derartigen Verzerrungszuständen
belastet wird, können also alle Cij ermittelt werden.
Das Invertieren der Material-Stei�gkeitsmatrix liefert gemäÿ Gl. 2.8 die Material-Nach-

giebigkeitsmatrix Sij = C−1
ij . Vergleicht man die mittels der Einheitslastfälle ermittelten

Nachgiebigkeiten mit den in der Gleichung angegebenen Matrixelementen, so ergeben sich
die aktuellen e�ektiven Ingenieurkonstanten folgendermaÿen:

E1 = S−1
11 E2 = S−1

22 E3 = S−1
33 (5.23)

G4 = S−1
44 G5 = S−1

55 G6 = S−1
66 (5.24)

−ν12 = S12E2 −ν13 = S13E3 −ν23 = S23E3 (5.25)

−ν21 = S21E1 −ν31 = S31E1 −ν32 = S32E2 (5.26)

η14 = S14G4 η24 = S24G4 η34 = S34G4 (5.27)

η41 = S41E1 η42 = S42E2 η43 = S43E3 (5.28)

µ56 = S56G6 µ65 = S65G5 (5.29)

5.5 Modellierung nicht-faserparalleler Risse

Durch leichte Modi�kation der eben beschriebenen Vorgehensweise können auch solche Mi-
krorisse modelliert werden, die nicht parallel zur Faserrichtung verlaufen (siehe Abb. 5.13
links).

Matrix Faser

Periodizität 
aufgehoben

Periodizität 
aufgehoben

Abbildung 5.13: Schematische Darstellung der Modellierung nicht-faserparalleler Matrix-
Mikrorisse; das vollständig vernetzte FE-Modell der SEZ wird geometrisch
geschert; auf den Rissufern werden die PBC aufgehoben; siehe auch [3].

Wie in Abschnitt 3.2.2 erläutert, treten diese in UD-Schichten unter Quer-längs-Schub-
beanspruchung auf. Um sie darzustellen, wird das vollständig vernetzte FE-Modell der SEZ
geometrisch modi�ziert. Dies geschieht durch Scherung der Knotenanordnung in der 12-
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5 Modellieren des geschädigten Materials

oder 13-Ebene während des Pre-processings, d. h. ohne dass dabei Beanspruchungen ent-
stehen. Das entsprechende Verfahren im Berechnungsprogramm ANSYS ist vom Autor der
vorliegenden Dissertation implementiert und im Rahmen von [225] verwendet worden. Das
Ergebnis der Scherung ist auf der rechten Seite von Abb. 5.13 schematisch dargestellt.
Indem für die Rissufer auf das Formulieren periodischer Randbedingungen verzichtet wird,

können sich diese unter makroskopischer 12-Schubbeanspruchung (oder analog auch unter 13-
Schub) ö�nen. Die gewählte Ausdehnung des Modells in Faserrichtung bestimmt hierbei die
Rissdichte. Ihre Orientierung wird durch den geometrischen Scherungswinkel des FE-Modells
festgelegt. Abb. 5.13 zeigt die Teil�ächen, auf denen die PBC abhängig vom darzustellenden
Schädigungszustand aufgehoben werden können. Die Kontrollpunkte zur Überprüfung des
Versagenskriteriums liegen auf den Ecken der Voronoi -Zellen (siehe Abb. 5.5c).
Prinzipiell kann die hier beschriebene Art von Mikrorissen auch in Kombination mit den

bereits zuvor beschriebenen berücksichtigt werden. Die Ermittlung der aktuellen Material-
stei�gkeit ist durch leicht modi�zierte Auswertung der Reaktionskräfte an den Hilfsknoten
A, B, und C nach wie vor möglich. Weitere Details hierzu und eine Anwendung für statische
Makro-Beanspruchung �nden sich in [225].
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die Auswirkung der in diesem Abschnitt be-

schriebenen Rissart nicht weiter betrachtet.
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6 Berechnungsergebnisse

Gemäÿ dem in den Abschnitten 5.1 bis 5.4 beschriebenen Verfahren werden für jede der
drei Faseranzahlen nf ∈ {4, 9, 16} jeweils 24 verschiedene zufällige Faseranordnungen mo-
delliert und ihr Verhalten unter verzerrungsgeregelter schwellender Quer-Zugbeanspruchung
simuliert. Für jede der drei betrachteten Faseranzahlen liegt also im statistischen Sinne ei-
ne Stichprobe mit dem Stichprobenumfang n = 24 vor. Die für die Modelle der jeweiligen
Stichprobe unterschiedlichen Faseranordnungen bedingen eine deutliche Streuung ihres ho-
mogenisierten Materialverhaltens.
Anhand dieser Stichproben werden nun zunächst die e�ektiven elastischen Kennwerte des

als periodisch angenommenen UD-Verbunds im ungeschädigten Ausgangszustand betrachtet
(Abschnitt 6.1), bevor im Anschluss die sich ergebende Anrisslebensdauer untersucht wird
(Abschnitt 6.2).
In Bezug auf die Entwicklung der e�ektiven Materialeigenschaften nach Beginn und wäh-

rend des Fortschritts der Schädigung zeigt sich ein wesentlicher Vorteil des hier gewählten
numerisch gestützten Verfahrens: Während im Rahmen experimenteller Untersuchungen an
Materialproben meist nur ein geringer Teil der elastischen Kennwerte während der Ver-
suchsdauer messtechnisch aufgezeichnet werden kann, werden sie im beschriebenen Berech-
nungsablauf für alle Schädigungszustände vollständig erfasst. Auf Basis dieser Daten sind
entsprechende Degradationskurven leicht darstellbar (Abschnitt 6.3). Insbesondere kann da-
her auch eine mögliche Korrelation der e�ektiven elastischen Eigenschaften untereinander
beschrieben werden. Sind solche Korrelationen feststellbar, so lässt sich möglicherweise auch
der Informationsgewinn aus Experimenten erhöhen, indem von messbaren Gröÿen auf solche
geschlossen werden kann, deren Messung im Versuch nicht praktikabel ist.
Wie in Kapitel 4 dargestellt, ist die Beschreibung der Degradation der e�ektiven Materi-

alstei�gkeit ein wesentlicher Aspekt vieler Berechnungsmodelle für das Ermüdungsverhalten
von FKV. Auch in Bezug auf diese Verfahren wäre es hilfreich, Korrelationen bestimm-
ter Stei�gkeitskennwerte voraussetzen zu können, da sich hierdurch die Anzahl notwendiger
Modellparameter reduzieren würde. Zusätzlich wird die anhand der hier verwendeten FE-
Modelle festgestellte Stei�gkeitsentwicklung in Abschnitt 6.5 auch mit Degradationsmodellen
aus der einschlägigen Literatur verglichen.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der für eine gegebene Faseranordnung simulierte

Materialzustand, in dem das Abbruchkriterium des Berechnungsablaufs (siehe S. 61) gerade
erfüllt ist, für die Auswertung berücksichtigt, falls dort E2 ≥ 0,01 N/mm2 ist. Ansonsten
wird hier der jeweils vorherige Zustand als letzter ausgewertet.
Wie in Abschnitt 5.5 erläutert, können mit den Rechenmodellen prinzipiell auch nicht

faserparallele Risse dargestellt werden, die im hier untersuchten Beanspruchungsfall jedoch
nicht zu erwarten sind. Die in Tabelle 5.3 angegebenen Schwingfestigkeitskennwerte sind
daher anhand der Faseranordnungen mit nf = 4 so kalibriert, dass für diese nur faserpa-
rallele Risse auftreten. Dies ist dann auch für die Modelle mit nf = 9 erfüllt. Im weiteren
Verlauf der Berechnungen zeigt sich jedoch, dass für nf = 16 in einigen Fällen nicht faser-
parallele Risse auftreten. Diese Faseranordnungen werden aus der Stichprobe entfernt und
durch solche ersetzt, in denen nur faserparallele Risse auftreten. Im statistischen Sinne stellt
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6 Berechnungsergebnisse

dies für die Stichprobe mit 16 Fasern eine Zensierung dar, die hier allerdings aus praktischen
Erwägungen hingenommen wird, zumal in Realität unter Querzug ausschlieÿlich faserparal-
lele Risse beobachtet werden1.
Die zur Beschreibung und Auswertung der Berechnungsergebnisse verwendeten Methoden

sind weitgehend bereits in [629]2 beschrieben und umgesetzt, werden hier allerdings in teil-
weise modi�zierter Form angewandt. Sie sind in der Umgebung des kommerziell verfügbaren
Programms MATLAB R2016b implementiert. Die Ergebnisdateien der Berechnungen ent-
halten alle relevanten Gröÿen mit der gleichen Anzahl von 14 signi�kanten Stellen, sodass
übermäÿige relative Auswirkungen von Rundungsfehlern auf kleine Werte vermieden werden.

6.1 Materialstei�gkeit im Ausgangszustand

Während bei Berechnungsmodellen, welche für UD-Schichten formuliert werden, üblicher-
weise von transversal isotropem Materialverhalten nach Gl. 2.9 ausgegangen wird, zeigen
die hiesigen Modelle aufgrund der zufälligen Faseranordnung erwartungsgemäÿ bereits im
ungeschädigten Ausgangszustand ein e�ektiv monoklines Materialverhalten gemäÿ Gl. 2.8.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die Materialstei�gkeit daher anhand der sich

für diesen Fall ergebenden e�ektiven ingenieurmäÿigen Kennwerte3 betrachtet. Dies sind die
Elastizitätsmoduln (E1, E2, E3), die Schubmoduln (G4, G5, G6), die Querkontraktionszahlen
(ν12, ν13, ν21, ν23, ν31, ν32), die Schub-Normal-Kopplungskoef�zienten (η14, η24, η34, η41, η42,
η43) sowie die Schub-Schub-Kopplungskoef�zienten (µ56, µ65). Im ungeschädigten Zustand
werden sie durch den zusätzlichen Index ·0 gekennzeichnet und heiÿen damit E0

1 , G
0
4, ν

0
23

usw.
Im Sinne der statistischen Auswertung stellen die an den einzelnen FE-Modellen ermit-

telten Stei�gkeitskennwerte sogenannte Merkmalswerte dar. Werte für das gleiche Merkmal
(also z. B. alle Werte für E0

1) einer Stichprobe werden jeweils statistisch ausgewertet. Abb. 6.1
zeigt exemplarisch die statistische Verteilung des Kopplungskoe�zienten µ0

65 für die Stich-
probe mit nf = 4. Eine entsprechende Darstellung wird jeweils für alle 20 betrachteten
Kennwerte für die drei untersuchten Faseranzahlen ausgewertet.
Die Teilabbildung oben links zeigt ein Histogramm der absoluten Häu�gkeit der beobach-

teten Merkmalswerte (Säulen) im Vergleich mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer
Normalverteilung (rote Kurve).
Die Quantile der in der Stichprobe enthaltenen Merkmalswerte sind oben rechts in Abb.

6.1 im so genanntenWahrscheinlichkeitsnetz auf der nichtlinear skalierten Ordinate über der
linear skalierten Merkmalswert-Abszisse aufgetragen (schwarze Punkte)4. Die rot gestrichelte
Linie markiert den Zusammenhang für die Normalverteilung. Eine Anordnung der Merkmals-
punkte nahe der Linie deutet somit auf eine Normalverteilung der Merkmalswerte hin.

1Das Rissverhalten ergibt sich aus dem Mikro-Spannungsfeld und damit aus der Faseranordnung. Mög-
licherweise entfernt die beschriebene Zensierung also Faseranordnungen mit bestimmten geometrischen
Eigenschaften aus der Stichprobe und schränkt dadurch ihre Zufälligkeit ein. In zukünftigen Untersu-
chungen sollten daher die Modellparameter neu kalibriert werden, sodass keine unrealistischen Risse
mehr auftreten. Dies gleichzeitig für alle beliebigen Makro-Beanspruchungsfälle zu erreichen, kann mit
erheblichem Aufwand verbunden sein.

2vom Autor der vorliegenden Dissertation betreute studentische Abschlussarbeit; erste Ansätze �nden sich
auch in der ebenfalls vom Autor der vorliegenden Dissertation betreuten studentischen Arbeit [641].

3Üblicherweise würden diese als Ingenieurkonstanten bezeichnet, was aber in Anbetracht ihrer Veränder-
lichkeit während des Schädigungsprozesses nicht sinnvoll erscheint.

4siehe MATLAB R2016b Documentation → probplot.
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Abbildung 6.1: Darstellung der statistischen Verteilung des Merkmalswerts µ0
65 in der Stichprobe

mit nf = 4; oben links: Histogramm (Säulen) im Vergleich mit der Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung (rote Kurve), oben rechts: Wahrschein-
lichkeitsnetz mit rot gestrichelter Linie für Normalverteilung, unten links: gekerbter
Box-Plot der Merkmalswerte (Erläuterung im Text ab S. 66), unten rechts: Tabelle
mit den Ergebnissen der Anpassungstests; vgl. [629].

Unten links in Abb. 6.1 be�ndet sich ein so genannter gekerbter Box-Plot5 (engl. notched
box-plot) [642, S. 81 f. und S. 370 �.]. Die horizontale rote Linie markiert den Median (d.
h. das 50 %-Quartil Q2) der beobachteten Merkmalswerte. Die horizontalen blauen Linien
(untere und obere Begrenzung der gekerbten Box) markieren das 25 %-Quartil (Q1) bzw.
das 75 %-Quartil (Q3) der Merkmalswerte. Das Intervall zwischen Q3 und Q1 wird als Inter-
quartilbereich (Inter Quartile Range, IQR) bezeichnet [642, S. 80 f.].

IQR = Q3 −Q1 (6.1)

Die blau markierten Einkerbungen erstrecken sich über das Kon�denzintervall (Kon�denz-
niveau 95 %) für den Median, welches sich folgendermaÿen ergibt6:[

Q2 − 1, 57 · Q3 −Q1√
n

, Q2 + 1, 57 · Q3 −Q1√
n

]
(6.2)

Die horizontalen Endbalken der schwarz gestrichelten vertikalen Linie markieren den klein-
sten bzw. gröÿten beobachteten Merkmalswert, der noch im Bereich des 1,5-fachen des IQR
liegt. Treten Merkmalswerte auÿerhalb des so markierten Intervalls auf, so werden sie im

5siehe auch MATLAB R2016b Documentation → boxplot
6siehe MATLAB R2016b Documentation → boxplot
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Diagramm als rote Kreuze dargestellt (dieser Fall tritt für µ65 in Abb. 6.1 nicht auf, tut dies
aber für einige andere Kennwerte). Da sie allein aufgrund der zufälligen Faseranordnung
zustande kommen, werden solche Werte hier nicht als Ausreiÿer behandelt.
Mit Hilfe von Anpassungstests wird untersucht, ob die so genannte Nullhypothese H0,

nämlich dass die Merkmalswerte durch eine Normalverteilung beschrieben werden können,
akzeptabel ist oder ob die Alternativhypothese HA, dass sie es nicht sind undH0 zurückzuwei-
sen ist, angenommen werden muss. Die verwendeten Verfahren sind dabei der Shapiro-Wilk -
(SW-) bzw. Shapiro-Francia-Test (SF-Test) sowie die Betrachtung der Quotienten R/s und
IQR/s. Abb. 6.2 zeigt eine Übersicht des in dieser Arbeit angewandten Verfahrens zur Ent-
scheidung über die Annahme einer Normalverteilung für die in dieser Arbeit untersuchten
Stichproben.

Start

Ende

Normalverteilung
gem. SWF‐Test anzunehmen, d. h.

HSWF=0

Größe als normalverteilt angenommenGröße nicht als normalverteilt angenommen

Signifikanzniveau
des SWF‐Tests grenzwertig, d. h.

0,05 < pSWF < 0,10

R/s‐ und IQR/s‐
Kriterium erfüllt, d. h.

ζR/s ≥  0,10
UND

0,68 ≤  IQR/s ≤ 2,03

ja

nein

nein

ja

nein

ja

Abbildung 6.2: Ablauf der Entscheidung zur Annahme einer Normalverteilung der e�ektiven Kenn-
werte anhand der betrachteten Stichproben

Aufgrund seiner hohen Teststärke7 wird der SW-Test in Verbindung mit dem SF-Test
als primäres Kriterium verwendet und insgesamt als SWF-Test bezeichnet. Der in [643]
umgesetzte MATLAB-Algorithmus entscheidet dabei anhand der Wölbung8 darüber, ob der
SW- oder der SF-Test angewandt wird. Für Wölbungen kleiner oder gleich drei wird der
SW-Test und für Wölbungen gröÿer als drei der SF-Test durchgeführt. Die Teststatistik Ŵ
wird durch Gl. 6.3 beschrieben und hat für vollständig normalverteilte Merkmale den Wert
eins:

Ŵ =
(
∑n

i=1 aixi)
2∑n

i=1 (xi − xm)2 (6.3)

7auch Trennschärfe oder engl. Power ; die Teststärke bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, H0 zurückzuweisen,
wenn HA zutri�t [642, S. 438 �.].

8auch Kurtosis; die Wölbung ist ein Maÿ für die �Spitzgipfligkeit� der Verteilung [642, S. 451 f.]
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6.1 Materialstei�gkeit im Ausgangszustand

Signi�kanzniveau Untere Obere
ζR/s Quantile Quantile

0,1 3,418 4,488
0,05 3,308 4,666
0,025 3,210 4,822
0,01 3,118 5,008
0,005 3,060 5,134
0,000 1,959 6,777

Tabelle 6.1: Kritische Grenzen (Quantile) des Werts R/s für verschiedene Signi�kanzniveaus ζR/s;
die Werte sind für einen Stichprobenumfang von n = 24 auf Basis der entsprechenden
Tabelle in [645] interpoliert.

Dabei bezeichnet xi die aufsteigend nach Gröÿe geordneten Merkmalswerte und xm ihren
arithmetischen Mittelwert. Bei den ai handelt es sich um Werte von Wichtungsfunktionen
(siehe [642, S. 466] und [643,644]). Allein letztere sind für SW- und SF-Test unterschiedlich.
Die letzte Zeile der Tabelle unten rechts in Abb. 6.1 fasst das Testergebnis des SWF-Tests

zusammen. Angegeben wird der Wert H ∈ {0, 1}, der so genannte p-Wert p sowie der Wert
der Teststatistik Ŵ selbst. Ist p ≥ 0,05, so wird die Nullhypothese akzeptiert (H = 0) und
eine Normalverteilung angenommen. Für p < 0,05 wird die Nullhypothese zurückgewiesen
(H = 1) und damit die Alternativhypothese, dass die Merkmale nicht normalverteilt sind,
akzeptiert.
Im Fall grenzwertnaher Entscheidungen im SWF-Test, d. h. für 0,05 ≤ p < 0,1 werden

zusätzlich die beiden Quotientenkriterien angewandt. So ist der Quotient R/s zwischen der
Spannweite9 R der beobachteten Merkmalswerte und dem Schätzwert ihrer Standardabwei-
chung s ein Maÿ für ihre Normalverteiltheit (siehe [642, S. 449 �.] und [645]). R/s muss
dabei zwischen den in Spalte zwei und drei von Tabelle 6.1 angegebenen unteren und obe-
ren Quantilen liegen, um mit dem in der ersten Spalte angegebenen Signi�kanzniveau ζR/s
eine Normalverteilung annehmen zu können. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird bei
Anwendung des R/s-Tests für den Fall ζR/s ≥ 0,1 von einer Normalverteilung ausgegangen.
Die Tabelle unten rechts in Abb. 6.1 gibt in Spalte �H� den Wert des Quotienten R/s und
in Spalte �STAT� das erreichte Signi�kanzniveau ζR/s an.
Wie bereits in [629] wird als drittes Kriterium für die Annahme einer Normalverteilung

noch der Quotient IQR/s betrachtet, wobei IQR den Interquartilbereich und s den Schätz-
wert der Standardabweichung bezeichnet. Da das erste und dritte Quartil der Standardnor-
malverteilung −0,674 bzw. 0,674 und ihre Standardabweichung eins betragen [646, S. 230]10,
gilt für normalverteilte Merkmalswerte:

IQR

s
= 2 · 0, 674 ≈ 1, 35 (6.4)

Abweichungen des Quotienten vom Sollwert zeigen also ggf. eine Abweichung der Vertei-
lung von der Normalverteilung (NV) an. Da allerdings aus der Literatur keine Grenzwerte
vorliegen, werden hier auch Quotienten akzeptiert, die um bis zu 50 % vom Sollwert ab-
weichen. Verglichen mit den beiden zuvor beschriebenen Kriterien ist dieses dritte also als

9Di�erenz zwischen maximalem und minimalem Merkmalswert
10 [646] gibt als 75 % Quantil der Standardnormalverteilung den Merkmalswert 0,674 an. Das entspricht dem

dritten Quartil Q3 der Verteilungsfunktion. Da die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Standardnor-
malverteilung jedoch symmetrisch zum Merkmalswert Null ist, gilt Q1 = −Q3.
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6 Berechnungsergebnisse

Kennwert
SWF SW

IQR/s R/s ζR/s normalverteilt
HSWF pSWF HSW pSW

E0
1 0 0,0973 0 0,0973 0,9808 3,5834 0,1000 ja

E0
2 0 0,0787 0 0,0787 1,8370 3,0081 0 nein

E0
3 0 0,0719 0 0,0719 1,7763 3,1491 0,0100 nein

G0
4 1 0,0251 1 0,0251 2,0087 3,1101 0,0050 nein

G0
5 1 0,0379 1 0,0379 1,7528 3,0311 0 nein

G0
6 0 0,2458 0 0,2458 1,5157 3,4736 0,1000 ja

ν0
12 1 0,0422 1 0,0422 1,6061 2,9608 0 nein
ν0

13 1 0,0198 1 0,0198 1,9424 3,1424 0,0100 nein
ν0

21 1 0,0383 1 0,0383 1,7735 2,9770 0 nein
ν0

23 0 0,0723 0 0,0723 1,7316 2,9585 0 nein
ν0

31 1 0,0268 1 0,0268 1,8351 2,9407 0 nein
ν0

32 1 0,0340 1 0,0340 1,9420 3,0572 0 nein
η0

14 0 0,4349 0 0,4349 1,5120 3,3624 0,0500 ja
η0

24 0 0,3433 0 0,5893 1,0240 4,5066 0,0500 ja
η0

34 1 0,0066 1 0,0149 0,7376 5,2124 0 nein
η0

41 0 0,5045 0 0,5045 1,5409 3,4940 0,1000 ja
η0

42 0 0,5963 0 0,8112 1,1371 4,3581 0,1000 ja
η0

43 1 0,0185 1 0,0484 0,8140 5,1412 0 nein
µ0

56 0 0,8093 0 0,8093 1,3201 3,8053 0,1000 ja
µ0

65 0 0,8031 0 0,8031 1,4120 3,7466 0,1000 ja

Tabelle 6.2: Zusammenfassung der Ergebnisse der verschiedenen Anpassungstests und des Ergebnis-
ses der Bewertung nach Abb. 6.2 hinsichtlich der Normalverteilung der e�ektiven elasti-
schen Materialeigenschaften für je vier Fasern in allen Faseranordnungen der Stichprobe

verhältnismäÿig schwach zu bewerten. Bei den in dieser Arbeit betrachteten Stichproben
erweist es sich im Rahmen des Bewertungsschemas nach Abb. 6.2 in keinem Fall als aus-
schlaggebend für die Entscheidung bzgl. der Annahme einer Normalverteilung (siehe Tabellen
6.2, 6.3, 6.4 und 6.5). Die Tabelle unten rechts in Abb. 6.1 gibt in Spalte �H� den Wert des
Quotienten IQR/s und in Spalte �STAT� den Sollwert 1,35 an.
Die Ergebnisse der Anpassungstests sind in den Tabellen 6.2, 6.3 und 6.4 zusammenge-

fasst. In [647] werden Zweifel an der einwandfreien Funktion des von [643] implementierten
Algorithmus für den SF-Test geäuÿert und es wird empfohlen, stattdessen immer den SW-
Test anzuwenden. In den Tabellen sind daher sowohl die Ergebnisse des SFW-Tests (also mit
Entscheidung für SW- oder SF-Test anhand der Wölbung) als auch die des SW-Tests allein
aufgeführt. Zwecks Unterscheidung sind die entsprechenden H- und p-Werte mit ·SWF bzw.
·SW indiziert. Nach dem in Abb. 6.2 gezeigten Entscheidungsverfahren ergibt sich allerdings
nur in einem einzigen Fall ein Unterschied in der Annahme der Normalverteilung. Für η0

24

bei nf = 9 (siehe Tab. 6.3) wird H0 durch den SWF-Test abgelehnt während sie durch den
SW-Test akzeptiert würde. Obwohl anhand von R/s und IQR/s die Nullhypothese eben-
falls akzeptiert würde, wird das Ergebnis des SWF-Tests als das in diesem Fall konservativere
übernommen und vorsichtigerweise keine Normalverteilung dieses Merkmalswerts angenom-
men. Das Entscheidungsschema nach Abb. 6.2 hat also für die in dieser Arbeit betrachteten
Stichproben uneingeschränkte Gültigkeit.
Insgesamt zeigen sich deutliche Unterschiede in der Verteilung der Merkmalswerte für die

betrachteten Faseranzahlen. Eine Normalverteilung für alle drei Modellgröÿen kann nur für
G0

6, η
0
14, η

0
41, µ

0
56 und µ

0
65 angenommen werden.

Es fällt auf, dass bei nf = 4 ein deutlich geringerer Teil der elastischen Kennwerte als
normalverteilt angenommen werden kann als für die gröÿeren Faseranzahlen. Unterschiede
zwischen den Faseranzahlen �nden sich dabei schwerpunktmäÿig bei den Elastizitäts- und
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6.1 Materialstei�gkeit im Ausgangszustand

Kennwert
SWF SW

IQR/s R/s ζR/s normalverteilt
HSWF pSWF HSW pSW

E0
1 1 0,0170 1 0,0154 1,2641 4,0143 0,1000 nein

E0
2 0 0,1623 0 0,1623 1,4789 3,6977 0,1000 ja

E0
3 0 0,7431 0 0,7431 1,6300 4,1865 0,1000 ja

G0
4 0 0,1612 0 0,2821 1,3502 4,5010 0,0500 ja

G0
5 0 0,7852 0 0,7852 1,3795 3,6113 0,1000 ja

G0
6 0 0,0707 0 0,0667 1,6079 3,8829 0,1000 ja

ν0
12 0 0,7380 0 0,7380 1,5078 4,2387 0,1000 ja
ν0

13 0 0,6647 0 0,9192 1,3377 4,5425 0,0500 ja
ν0

21 1 0,0358 1 0,0358 1,9487 3,1561 0,0100 nein
ν0

23 0 0,6090 0 0,6090 1,5074 4,0889 0,1000 ja
ν0

31 1 0,0341 1 0,0341 2,0200 3,0050 0 nein
ν0

32 0 0,7735 0 0,7735 1,5110 4,4081 0,1000 ja
η0

14 0 0,6785 0 0,6785 1,3551 3,6363 0,1000 ja
η0

24 1 0,0466 0 0,0669 1,1069 4,3779 0,1000 nein
η0

34 0 0,0547 0 0,0787 1,1474 4,3236 0,1000 ja
η0

41 0 0,6045 0 0,6045 1,3999 3,5415 0,1000 ja
η0

42 0 0,0668 0 0,1035 1,1113 4,4275 0,1000 ja
η0

43 0 0,0873 0 0,1317 1,1605 4,3469 0,1000 ja
µ0

56 0 0,7510 0 0,7510 1,2808 3,8207 0,1000 ja
µ0

65 0 0,7281 0 0,7281 1,2550 3,8546 0,1000 ja

Tabelle 6.3: Zusammenfassung der Ergebnisse der verschiedenen Anpassungstests und des Ergeb-
nisses der Bewertung nach Abb. 6.2 hinsichtlich der Normalverteilung der e�ektiven
elastischen Materialeigenschaften für je neun Fasern in allen Faseranordnungen der
Stichprobe

Kennwert
SWF SW

IQR/s R/s ζR/s normalverteilt
HSWF pSWF HSW pSW

E0
1 0 0,0951 0 0,1865 1,2426 4,6715 0,0250 nein

E0
2 0 0,1577 0 0,1577 1,5354 3,8663 0,1000 ja

E0
3 1 0,0390 1 0,0332 0,9361 3,8042 0,1000 nein

G0
4 0 0,3596 0 0,3596 1,7291 3,6384 0,1000 ja

G0
5 0 0,2137 0 0,3411 1,5336 4,4172 0,1000 ja

G0
6 0 0,9331 0 0,9331 1,4791 3,9477 0,1000 ja

ν0
12 0 0,7358 0 0,7358 1,5259 3,9740 0,1000 ja
ν0

13 0 0,3006 0 0,3006 1,0879 3,7689 0,1000 ja
ν0

21 0 0,4215 0 0,4215 1,5689 3,9253 0,1000 ja
ν0

23 0 0,1966 0 0,1966 1,6532 3,8152 0,1000 ja
ν0

31 0 0,3340 0 0,3340 1,4785 4,2760 0,1000 ja
ν0

32 1 0,0349 1 0,0277 0,9992 3,7246 0,1000 nein
η0

14 0 0,7701 0 0,7701 1,4507 3,5516 0,1000 ja
η0

24 0 0,0563 0 0,0509 1,1393 3,8172 0,1000 ja
η0

34 1 0,0334 1 0,0451 1,0697 4,2956 0,1000 nein
η0

41 0 0,6531 0 0,6531 1,4686 3,5099 0,1000 ja
η0

42 1 0,0483 1 0,0433 1,1602 3,8142 0,1000 nein
η0

43 1 0,0291 1 0,0380 1,0462 4,2871 0,1000 nein
µ0

56 0 0,6844 0 0,6844 1,5772 3,7207 0,1000 ja
µ0

65 0 0,6109 0 0,6109 1,5991 3,5536 0,1000 ja

Tabelle 6.4: Zusammenfassung der Ergebnisse der verschiedenen Anpassungstests und des Ergebnis-
ses der Bewertung nach Abb. 6.2 hinsichtlich der Normalverteilung der e�ektiven elasti-
schen Materialeigenschaften für je 16 Fasern in allen Faseranordnungen der Stichprobe
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6 Berechnungsergebnisse

Schubmoduln sowie den Querkontraktionszahlen. Für diese Gröÿen zeigen die Werte für
vier Fasern auch tendenziell eine gröÿere Streuung als die für neun und sechzehn Fasern.
Entsprechend könnte der gewählte Stichprobenumfang insbesondere für kleine Faseranzahlen
schlicht zu gering sein, um die Annahme einer Normalverteilung zu begründen.
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Abbildung 6.3: Vergleich der statistischen Verteilung des Kennwerts G0
6 für nf = 4, 9, 16; links:

Vergleich der gekerbten Box-Plots

Zur weiteren Untersuchung des Gröÿene�ekts auf die berechneten Elastizitätskennwerte
lassen sich die gekerbten Box-Plots für jeden Kennwert miteinander vergleichen. Dies ist in
Abb. 6.3 exemplarisch für G0

6 gezeigt. Da für dieses Merkmal im Fall aller drei Faseranzah-
len von einer Normalverteilung ausgegangen werden kann, sind im rechten Teil des Bildes
auÿerdem die arithmetischen Mittelwerte der Stichproben als Säulendiagramm dargestellt.
Unter Annahme der Normalverteilung ergibt sich das beidseitige Kon�denzintervall des Mit-
telwerts für ein Kon�denzniveau von 95 % bei unbekannter (d. h. anhand der Stichprobe
geschätzter) Varianz s2 gemäÿ Gl. 6.5 [646, S. 186 f.]:[

xm − t ·
s√
n

, xm + t · s√
n

]
(6.5)

mit dem arithmetischen Mittelwert der Merkmalswerte

xm =
1

n
·

n∑
i=1

xi i ∈ {1, 2, . . . , n} (6.6)

sowie dem Schätzwert ihrer Standardabweichung

s =
1

n− 1

√√√√ n∑
i=1

(xm − xi)2 i ∈ {1, 2, . . . , n} (6.7)

Mit t ist das Quantil der t-Verteilung mit n− 1 Freiheitsgrade für die Wahrscheinlichkeit
1+γ

2
gemeint (Tabellenwert), wobei n den Stichprobenumfang (hier 24) und γ das Kon�denz-

niveau (hier 0,95) bezeichnet. Als Maÿ für die Streuung des Kennwerts ergibt sich demnach
die Breite wCI des Kon�denzintervalls folgendermaÿen:
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6.1 Materialstei�gkeit im Ausgangszustand

wCI = 2 · t · s√
n

(6.8)

Im Rahmen der numerischen Homogenisierung wird normalerweise erwartet, dass die
Streuung der Stei�gkeiten mit zunehmender Faseranzahl (bei gegebenen Faservolumenge-
halt) abnimmt und diese gegen einen gemeinsamen Mittelwert konvergieren. Die Kennwerte
E0

1 , E
0
2 , E

0
3 , G

0
4, G

0
5, G

0
6, ν

0
12, ν

0
13, ν

0
21, ν

0
23, ν

0
31, ν

0
32, η

0
14, η

0
24, η

0
34, η

0
41, η

0
42, η

0
43, µ

0
56 und µ0

65

erfüllen diese Erwartung zumindest insoweit, als anhand der Box-Plots nicht ausgeschlossen
werden kann, dass ihre Verteilungen den gleichen Median besitzen (die gekerbten Bereiche
überdecken sich in vertikaler Richtung).
Die gekerbten Box-Plots für E0

1 (Abb. 6.4) zeigen interessanterweise, dass sich die Mediane
der Verteilungen für vier und neun bzw. für vier und 16 Fasern mit 95 %iger Wahrscheinlich-
keit voneinander unterscheiden. Erkennbar ist dies an der fehlenden Überdeckung zwischen
den jeweiligen Kon�denzintervallen der Mediane. Ein möglicher Grund für das beobachtete
Verhalten könnte sein, dass sich in Anordnungen mit groÿer Faseranzahl tendenziell eine grö-
ÿere Variabilität des lokalen Faservolumengehalts einstellt als für kleine Faseranzahlen [136].
Dies könnte die Verteilung von querkontraktionsbedingten Spannungen auf der Mikroskala
beein�ussen, was dann wiederum den e�ektiv veränderten Längs-Elastizitätsmodul bedingen
würde. Allerdings sind die hier zu beobachtenden Unterschiede für E1 absolut betrachtet als
vernachlässigbar klein einzustufen.
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Abbildung 6.4: Vergleich der statistischen Verteilung des Kennwerts E0
1 für nf = 4, 9, 16 anhand

der gekerbten Box-Plots

Üblicherweise wird auch davon ausgegangen, dass sich unidirektional verstärkte FKV-
Schichten näherungsweise transversal-isotrop verhalten, falls das betrachtete Werksto�gebiet
eine ausreichende Anzahl von Fasern enthält. Die Gröÿen η0

14, η
0
24, η

0
34, η

0
41, η

0
42, η

0
43, µ

0
56 und µ

0
65

sollten sich also mit zunehmender Faseranzahl dem transversal-isotropen Zustand annähern
und gegen Null tendieren. Wie Abb. 6.5 exemplarisch für η0

14 zeigt, nimmt allerdings die
Streuung für diese Kennwerte eben nicht monoton ab, sondern weist für nf = 9 ein Maximum
auf.

73



6 Berechnungsergebnisse
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Abbildung 6.5: Vergleich der statistischen Verteilung des Kennwerts η0
14 für nf = 4, 9, 16; links:

Vergleich der gekerbten Box-Plots

Möglicherweise ist dies Ausdruck zweier konkurrierender E�ekte. So könnte die oben er-
wähnte gröÿere Variabilität des lokalen Faservolumengehalts und damit des mikroskopischen
Spannungsfelds bei nf = 9 eine gegenüber nf = 4 erhöhte Streuung verursachen, jedoch
durch die Homogenisierung über das noch gröÿere Werksto�volumen bei nf = 16 mehr als
kompensiert werden. Es ist weiterhin denkbar, dass das beschriebene Verhalten auch bei an-
deren Kennwerten auftritt, dort aber in Relation zur Gröÿenordnung der Werte selbst nicht
erkennbar ist.
Um endgültig gesicherte Erkenntnisse zu gewinnen, sollten die in diesem Abschnitt be-

schriebenen E�ekte zukünftig anhand eines vergröÿerten Stichprobenumfangs untersucht
werden.

6.2 Statistische Beschreibung der Anrisslebensdauer

Für jedes der untersuchten FE-Modelle wird die Anrissschwingspielzahl NA ermittelt, bei der
der erste Mikroriss auftritt11. Indem die in Abschnitt 6.1 beschriebenen Anpassungstests auf
die Logarithmen log10(NA) angewandt werden, wird geprüft, ob bzgl. der Anrissschwingspiel-
zahlen von einer logarithmischen Normalverteilung ausgegangen werden kann. Die Ergebnisse
der Anpassungstests für die Stichproben mit vier, neun und 16 Fasern sind in Tabelle 6.5
zusammengefasst.
Da für alle drei Stichproben von einer Normalverteilung der Logarithmen ausgegangen

werden kann, sind in Abb. 6.6 neben den gekerbten Box-Plots auch die Mittelwerte sowie als
Maÿ für ihre Streuung die Breiten ihrer Kon�denzintervalle (siehe Gl. 6.8, Kon�denzniveau
95 %) angegeben.

11Es ist zu beachten, dass die ermittelten Anrissschwingspielzahlen von den willkürlich gewählten Schwing-
festigkeitskennwerten aus Tab. 5.3 abhängen und daher als absolute Werte nicht interpretierbar sind. Ihre
Streuung und ihre Abhängigkeit von der Faseranzahl ergeben sich aber durch die infolge der zufälligen
Faseranordnungen unterschiedlichen Spannungsfelder und können qualitativ durchaus bewertet werden.
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6.2 Statistische Beschreibung der Anrisslebensdauer
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slebensdauern [1]

04 09 16

5

5.5

6

6.5

a

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5
b

04 09 16
5

5.2

5.4

5.6

5.8

6

6.2

(b) Mittelwerte (Säulen) und Breite ihrer Kon�den-
zintervalle [1]; vgl. [2]

Abbildung 6.6: Darstellung des statistischen Gröÿene�ekts auf die logarithmierte Anrisslebensdau-
er für die Faseranzahlen vier, neun und 16; die auf den Ordinaten gezeigten An-
rissschwingspielzahlen sind nicht als absolute Werte sondern lediglich in Relation
zueinander interpretierbar.

nf
SWF SW

IQR/s R/s ζR/s normalverteilt
HSWF pSWF HSW pSW

4 0 0,3642 0 0,3642 1,5797 4,4434 0,1000 ja
9 0 0,9760 0 0,9760 1,4844 4,0379 0,1000 ja
16 0 0,0607 0 0,0697 0,8704 4,0766 0,1000 ja

Tabelle 6.5: Zusammenfassung der Ergebnisse der verschiedenen Anpassungstests und des Ergebnis-
ses der Bewertung nach Abb. 6.2 hinsichtlich der Normalverteilung der logarithmierten
Anrisslebensdauern log10(NA) für die Stichproben mit je vier, neun bzw. 16 Fasern in
allen Anordnungen der Stichprobe

Tabelle 6.6 zeigt die Ergebnisse von drei Welch-Tests12 auf Signi�kanz des paarweisen Un-
terschieds zwischen den Anrissschwingspielzahlen für vier und neun, vier und 16 sowie neun
und 16 Fasern. Da in allen Fällen pWelch < 0.05 ist, können die drei Verteilungsfunktionen
als voneinander signi�kant verschieden angesehen werden.
Wie in Abb. 6.6b ersichtlich, nehmen erwartungsgemäÿ sowohl der Mittelwert der An-

rissschwingspielzahl als auch ihre Streuung mit zunehmender Faseranzahl ab. Dies ist Aus-
druck eines statistischen (d. h. Weibull 'schen) Gröÿene�ekts, der hier allein durch die zu-
fällige Faseranordnung und das durch sie bedingte heterogene Mikro-Beanspruchungsfeld
zustande kommt13. Je gröÿer das betrachtete Werksto�gebiet ist, desto gröÿer ist auch die
Wahrscheinlichkeit, dass in ihm eine ungünstigere Kombination lokaler Beanspruchung und
Beanspruchbarkeit (vgl. S. 20) auftritt14. Bei der Übertragung des mikroskopischen Schä-

12MATLAB R2016b Documentation → ttest2
13Eine Streuung der Beanspruchbarkeit � also der (Schwing-) Festigkeit � ist im Modell derzeit nicht ent-

halten.
14Das bedeutet jedoch nicht zwangsläu�g, dass die Festigkeit einer Weibullverteilung folgt [648].
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6 Berechnungsergebnisse

Verglichene Faseranzahlen HWelch pWelch

4 und 9 1 1,96× 10−3

4 und 16 1 1,81× 10−6

9 und 16 1 1,38× 10−2

Tabelle 6.6: Ergebnisse der Welch-Tests auf Signi�kanz der Unterschiede zwischen den logarithmier-
ten Anrisslebensdauern für die Faseranzahlen vier, neun und 16; für alle drei Fälle kann
von einem signi�kanten Unterschied zwischen den Verteilungsfunktionen der Anrissle-
bensdauern für die jeweils betrachteten Faseranzahlen ausgegangen werden.

digungsverhaltens auf die Schichtebene im Rahmen von FE-Modellen sollte daher berück-
sichtigt werden, wie groÿ das von den auf der Schichtskala verwendete Elementen jeweils
repräsentierte Werksto�volumen ist (vgl. Abschnitt 4.6.4). Andernfalls könnte die Anriss-
schwingspielzahl des Elements allein aufgrund des hier gezeigten statistischen E�ekts deut-
lich über- oder unterschätzt werden.
Die Mikromodelle werden im Rahmen der FE-Simulationen de�nierten einachsigen Makro-

Querdehnungen ε2 unterworfen. Abhängig von seinem Quer-Elastizitätsmodul E2 stellt sich
in jedem Modell also eine leicht unterschiedliche Quer-Normalspannung σ2 ein. Es wird
daher untersucht, ob eine Korrelation zwischen der logarithmierten Anrissschwingspielzahl
log10(NA) und dem Quer-Elastizitätsmodul im Ausgangszustand E0

2 besteht. Da, wie zuvor
beschrieben, log10(NA) eine deutliche Abhängigkeit von nf aufweist, werden die beiden Grö-
ÿen jeder Stichprobe der durch Gl. 6.9 bzw. 6.10 angegebenen Normierung unterzogen. Der
Wertebereich beider normierter Gröÿen reicht damit für jede Stichprobe von null bis eins.

ÑA,log =
(log10(NA)− log10(NA,min))

(log10(NA,max)− log10(NA,min))
(6.9)

Ẽ0
2 =

(
E0

2 − E0
2,min

)(
E0

2,max − E0
2,min

) (6.10)

In Abb. 6.7 sind die Werte ÑA,log über den dazugehörigen Werten Ẽ0
2 für alle untersuch-

ten FE-Modelle aufgetragen. Für nf = 4 ist eine schwache positive Korrelation erkenn-
bar. Modelle, die aufgrund der dehnungsgeregelten Makro-Beanspruchung höheren Makro-
Spannungsniveaus ausgesetzt sind, ertragen also interessanterweise tendenziell höhere Schwing-
spielzahlen bis zum Anriss als solche, die aufgrund ihres niedrigen Elastizitätsmoduls gerin-
gere Makro-Spannungen erfahren. Diese Tendenz ist allerdings für nf = 9 und nf = 16 nicht
mehr erkennbar.
Diese eher qualitative Beobachtung lässt sich quantitativ mit Hilfe des Korrelationsko-

e�zienten R(x, y) und eines dazugehörigen p-Werts bestätigen. Der Korrelationskoe�zient
zwischen den beobachteten Werten xi und yi zweier Merkmale x und y ist durch Gl. 6.11
gegeben15.

R(x, y) =
1

n− 1

n∑
i=1

(
xi − xm
sx

)(
yi − ym
sy

)
(6.11)

Dabei sind xm und ym die Mittelwerte. sx und sy sind die Schätzwerte der Standard-
abweichung für die Werte der beiden Merkmale. n bezeichnet den Stichprobenumfang. Als

15siehe MATLAB R2016b Documentation → corrcoef
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Abbildung 6.7: Darstellung von normiertem anfänglichem Quer-Elastizitätsmodul und normierter
logarithmierter Anrissschwingspielzahl für die jeweils 24 Anordnungen mit vier
(blaue Punkte), neun (rote Quadrate), bzw. 16 (grüne Dreiecke) Fasern; Für nf = 4
ist eine schwache Korrelation erkennbar (Werte tendenziell von links nach rechts an-
steigend), während dies für die beiden gröÿeren Faseranzahlen nicht der Fall ist [1].

nf 4 9 16

R 7,4× 10−1 2,7× 10−1 2,0× 10−1

p 4,0× 10−5 2,0× 10−1 3,4× 10−1

Tabelle 6.7: Korrelationskoe�zienten und p-Werte zwischen ÑA,log und Ẽ0
2 für die Faseranzahlen

vier, neun und 16; nur für nf = 4 kann von einer signi�kanten Korrelation ausgegangen
werden.

p-Wert wird die Wahrscheinlichkeit, den beobachteten linearen Zusammenhang zwischen den
xi und yi rein zufällig zu erhalten, bezeichnet. Für p ≤ 0,05 wird vom Vorhandensein einer
signi�kanten linearen Korrelation ausgegangen16.
In Tabelle 6.7 sind diese Werte für die drei betrachteten Stichproben zusammengefasst.

Sie bestätigen die leicht positive lineare Korrelation für nf = 4 ebenso wie die nicht-
Feststellbarkeit einer linearen Korrelation für nf = 9 und nf = 16.

6.3 Degradation der e�ektiven Stei�gkeit

Als Ergebnis der FE-Berechnungen liegen für jeden modellierten Schädigungszustand Stei�g-
keitskennwerte vor, deren Entwicklung über die Lebensdauer nun beschrieben werden kann.

16siehe MATLAB R2016b Documentation → corrcoef

77



6 Berechnungsergebnisse

Die Gesamtlebensdauer eines jeden Berechnungsmodells ist erreicht, sobald eines von zwei
Abbruchkriterien für die Simulation erfüllt wird. Rechnungen werden beendet, wenn entwe-
der die Querstei�gkeit C22 gegenüber ihrem Ausgangswert um mindestens 95 % reduziert ist
oder wenn die FE-Stei�gkeitsmatrix nicht mehr positiv de�nit ist17. Das Erreichen eines Ab-
bruchkriteriums wird als Durchriss interpretiert. In diesem Zustand kann das Material nicht
mehr als Kontinuum betrachtet werden, sodass Elastizitätskennwerte formal nicht angegeben
werden können. Für die Auswertung der Stei�gkeitsdegradation werden hier bei Erreichen
der Abbruchschwingspielzahl alle Kennwerte auf Null gesetzt. Die bei der Interpretation ggf.
zu berücksichtigenden Auswirkungen dieser Vorgehensweise sind nachfolgend erläutert.
Im Schwingspielzahl-Intervall von Null bis 1020 werden 200 logarithmisch äquidistante

Stützstellen de�niert, für die jeweils die Kennwerte aller in der Stichprobe enthaltenen Mo-
delle ausgewertet werden. Exemplarisch für das Ergebnis dieser Auswertung zeigt Abb. 6.8
die Entwicklung des Quer-Elastizitätsmoduls E2 für die Stichprobe mit Faseranzahl nf = 9.
Im Diagramm sind Mittelwerte und Extrema der in der Stichprobe enthaltenen Werte für
E2 über der Schwingspielzahl aufgetragen. Maximum und Minimum der bei einer gegebenen
Schwingspielzahl festgestellten Werte sind in rot dargestellt. Die blauen Kreuze markieren
den jeweils aktuellen Mittelwert unter Einbeziehung der wegen des Erreichens eines Ab-
bruchkriteriums ggf. bereits auf Null gesetzten Werte. Die schwarzen Punkte zeigen dagegen
den Mittelwert nur derjenigen Modelle der Stichprobe, die zur jeweiligen Schwingspielzahl
noch kein Abbruchkriterium erfüllen. Die Degradationskurven aller Stei�gkeitskennwerte der
Stichprobe für nf = 9 �nden sich in Anhang A. Sie sind qualitativ gleich denen für nf = 4
und nf = 16. Es ist zu beachten, dass die auf der Abszisse gezeigten Schwingspielzahlen von
den in Tabelle 5.3 gewählten Schwingfestigkeits-Kennwerten abhängig und daher nicht ohne
Weiteres auf das Verhalten realer Materialverbunde übertragbar sind. Für die im Anschluss
untersuchte Korrelation der Stei�gkeiten im Schädigungsverlauf ist dies aber unerheblich.
Das oben beschriebene Nullsetzen der Stei�gkeitskennwerte bei Erreichen eines Abbruch-

kriteriums kann für einige der Kennwerte als realistisch betrachtet werden. So ist es plausibel,
dass E2 (siehe Abb. 6.8), G4 und G6 am Ende der Lebensdauer den Wert Null erreichen, da
das unter Querzug durchgerissene Material die entsprechenden Beanspruchungen nicht mehr
übertragen kann. Dies gilt analog auch für die Querkontraktionszahlen ν23 und ν32

Im Gegensatz dazu wird der Längs-Elastizitätsmodul E1 durch querzugbedingte Risse
kaum beein�usst. Er verändert sich über die Lebensdauer kaum, da die Risse parallel zu
den Fasern verlaufen und diese nicht durchtrennen. Im Degradationsdiagramm sind daher
die Mittelwerte ohne Berücksichtigung der Durchrisse (schwarze Punkte) relevant. Die durch
blaue Kreuze markierten Mittelwerte unter Einbeziehung auf Null gesetzten Werte können
vernachlässigt werden.
Bei ν21 und ν31 ist die zu beobachtende Di�erenz zwischen den beiden Arten von Mit-

telwerten als realistisch einzuschätzen. Zwar ändern sich die Werte über weite Teile der
Lebensdauer kaum, jedoch kann bei Durchriss mit einem vollständigen Verlust der Querkon-
traktionskopplung gerechnet werden.
Wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, zeigen die einzelnen FE-Modelle ein e�ektiv monokli-

nes Elastizitätsverhalten. Die Ausgangswerte der Kopplungs-Kennwerte η14, η24, η34, η41,
η42, η43, µ56 und µ65 streuen daher um den Wert Null. Diese Streuung nimmt im Lauf der
Lebensdauer deutlich zu. Erwartungsgemäÿ tendiert das Materialverhalten also infolge der

17Der zuletzt genannte Fall tritt verhältnismäÿig selten auf, muss aber im Berechnungsablauf gesondert
behandelt werden. Er tritt z. B. auf, wenn sich infolge fortgeschrittener Schädigungen Werksto�bereiche
vollständig voneinander trennen, sodass Starrkörperbewegungen möglich werden. Das FE-Modell besitzt
in diesem Fall nicht länger genügend Randbedingungen, um ein lösbares Gleichungssystem zu ergeben.
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Abbildung 6.8: Darstellung der Degradation des Quer-Elastizitätsmoduls für die 24 Anordnungen
mit nf = 9; rote Linien: aktuelles Maximum bzw. Minimum; blaue Kreuze: Mittel-
wert aller Anordnungen unter Einbeziehung der zu Null gesetzten durchgerissenen
Anordnungen; schwarze Punkte: Mittelwert aller noch nicht durchgerissenen Anord-
nungen; die weiteren Degradationskurven für nf = 9 �nden sich in Anhang A; die
auf der Abszisse gezeigten Schwingspielzahlen sind von den in Tabelle 5.3 gewählten
Werten abhängig und daher nicht ohne Weiteres auf das Verhalten realer Material-
verbunde übertragbar; vgl. [1].

querzugbedingten faserparallelen Risse zu einer verstärkten Abweichung vom transversal-
isotropen Verhalten18. Auch hier sind für die Interpretation vorrangig die Mittelwerte ohne
Durchriss relevant, da jene mit Durchrissen im Zuge des Nullsetzens tendenziell wieder in
den Bereich ihres Ausgangswerts zurückkehren.

Wie auf S. 65 f. bereits erwähnt, ist neben der Degradation der Kennwerte selbst auch
die Korrelation der Kennwerte über die Lebensdauer von Bedeutung. Sie wird im Rahmen
der vorliegenden Arbeit für jedes Berechnungsmodell einzeln betrachtet. Das heiÿt, die Kor-
relation zwischen zwei Kennwerten x und y für ein bestimmtes FE-Modell ergibt sich durch
Gegenüberstellung der im Schädigungsverlauf eben dieses Modells auftretenden Werte xi
und yi. Als Maÿ für die lineare Korrelation von x und y lassen sich der in Abschnitt 6.2
beschriebene Korrelationskoe�zient (Gl. 6.11) und der p-Wert bestimmen.
Da insgesamt 20 Kennwerte betrachtet werden, ergeben sich pro FE-Modell formal 20·20 =

400 Korrelationen, wobei die Kreuzkorrelationsmatrix jedoch symmetrisch ist19, sodass sich
die Anzahl auf (20 · 20 − 20)/2 + 20 = 210 Korrelationen pro Modell reduziert20. Für die
Darstellung der Korrelation wird auf ein in [649] verö�entlichtes MATLAB-Skript zurück-
gegri�en, das so genannte Bubble-Plots und Korrelationsdiagramme automatisiert erzeugt.

18Vgl. [592]; dort wird als Folge von Faser-Matrix-Grenz�ächenversagen ebenfalls eine Zunahme der Aniso-
tropie festgestellt.

19Eine Korrelation von x mit y bedeutet immer auch eine Korrelation von y mit x.
20Da jede der drei Stichproben auÿerdem 24 Modelle enthält, sind im Rahmen dieser Arbeit also immerhin

3 · 24 · 210 = 15120 Korrelationen zu betrachten.
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6 Berechnungsergebnisse

Das Ergebnis einer solchen Auswertung ist in Abb. 6.9 und 6.10 exemplarisch für das Modell
der Faseranordnung 4-02-1 gezeigt21.
Der Bubble-Plot in Abb. 6.9 stellt die Korrelationskoe�zienten und p-Werte für die lineare

Korrelation zwischen dem jeweiligen Zeilen- und Spaltenwert graphisch dar. Die Gröÿe der
eingezeichneten Ellipsen sowie die Stärke ihrer Farbfüllung zeigt die Signi�kanz der Korre-
lation an. Für p ≤ 0,01 (Korrelation mit 99 %iger Wahrscheinlichkeit nicht zufällig) werden
groÿe stark gefüllte Ellipsen verwendet. Für 0,01<p ≤ 0,05 werden mittelgroÿe und mittel-
stark gefüllte Ellipsen verwendet (Korrelation mit 95 %iger Wahrscheinlichkeit nicht zufällig).
Kleine schwach gefüllte Ellipsen kennzeichnen Fälle mit p > 0,05. Für alle p ≤ 0,05 wird von
einer signi�kanten linearen Korrelation ausgegangen. Die Füllfarbe zeigt an, ob Zeilen- und
Spaltenwert positiv (blau) oder negativ (rot) korrelieren.
Abb. 6.10 visualisiert die Korrelation, indem die über den Schädigungsverlauf auftretenden

Kombinationen der jeweiligen Zeilen- und Spaltenkennwerte als schwarze Punkte überein-
ander in ein entsprechendes Diagramm eingetragen und mit einer blau dargestellten Aus-
gleichsgerade (ideale lineare Korrelation) verglichen werden.
Eine Sichtung der so kondensierten Ergebnisse zeigt, dass sich die Korrelationen schon

zwischen den einzelnen Modellen innerhalb einer gegebenen Stichprobe z. T. deutlich un-
terscheiden. Insgesamt liefern die drei betrachteten Stichproben von beiden Diagrammtypen
jeweils 3 · 24 = 72 Exemplare. Zur übersichtlichen Darstellung ist daher eine weitere Zu-
sammenfassung auf der Ebene der Stichproben zweckmäÿig. In den Tabellen 6.8, 6.9 und
6.10 ist diese dargestellt. Mit �−0+� werden dabei Kombinationen der jeweiligen Zeilen- und
Spaltenkennwerte bezeichnet, die innerhalb der Stichprobe sowohl mit negativer als auch
mit positiver oder ohne Korrelation auftreten. Entsprechend zeigen �−0� und �0+� Kombi-
nationen an, die entweder nicht oder negativ bzw. die nicht oder positiv korrelieren. Mit �+�
sind Kombinationen bezeichnet, die innerhalb der Stichprobe immer positiv korrelieren. Ein
�−� kennzeichnet solche, für die innerhalb der Stichprobe immer eine negative Korrelation
vorliegt22.
Bei der Betrachtung der Tabellen fällt auf, dass auf den Hauptdiagonalen nur vollständig

positive Korrelationen auftreten. Dies ist allerdings trivial, da diese Einträge die Korrelation
von Kennwerten mit sich selbst darstellen, welche immer gegeben ist. Entsprechend sind
auch die in den Bubble-Plots angegebenen Korrelationskoe�zienten für diese Fälle eins, und
die p-Werte sind Null.
Darüber hinaus lassen sich nur zwischen den Kennwerten E1, E2, E3, G4, G5, G6, ν12

und ν13 sowie den Schub-Schub-Kopplungskennwerten µ56 und µ65 für alle drei Stichproben
lineare Korrelationen feststellen. Allerdings bleiben während des Schädigungsprozesses Stei-
�gkeits- und Nachgiebigkeitsmatrix (Gl. 2.8) unter den hier gewählten Bedingungen (keine
Kontaktbedingungen zwischen Rissufern; siehe S. 62) symmetrisch. Das heiÿt es gilt weiter-
hin:

νij
Ei

=
νji
Ej

i, j ∈ {1, 2, 3} (6.12)

ηi4
G4

=
η4i

Ei
i ∈ {1, 2, 3} (6.13)

µij
Gj

=
µji
Gi

i, j ∈ {5, 6} (6.14)

21Die ausgewerteten Berechnungsmodelle sind jeweils eindeutig mit der Faseranzahl (4, 9 oder 16), der
Elementgröÿe (0,2 µm) und einer laufenden Nummer (von 1 bis 24) benannt. Für die erste untersuchte
Anordnung von vier Fasern ergibt sich damit z. B. die Bezeichnung 4-02-1.

22Dieser Fall tritt bei den betrachteten Stichproben nicht auf.
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6 Berechnungsergebnisse

Die Kennwerte ν21 und ν31 lassen sich also aus den in allen Fällen korrelierenden Gröÿen
berechnen.
Bezüglich des Kennwerts ν32 ist zu erwähnen, dass sich für ihn in einem einzigen un-

tersuchten Schädigungszustand (Anordnung 9-02-10 direkt vor dem planmäÿigen Abbruch
der Rechnung), verglichen mit allen anderen Zuständen aller anderen Faseranordnungen, ein
extrem hoher Wert ergibt. Grund hierfür ist vermutlich das im Modellvolumen stark ver-
teilte Rissgeschehen, bei dem es durch die nicht modellierten Kontaktbedingungen zwischen
den Rissufern zu erheblicher Durchdringung kommt und bei dem das Versagen trotz makro-
skopisch reiner Quer-Zugbeanspruchung infolge der Beanspruchungsumlagerung schlieÿlich
durch eine eher horizontal (also parallel zur 12-Ebene) verlaufende Verbindung von Rissen
eintritt. Diese Anordnung ist auch die einzige, bei der sich für ν32 keine Korrelation mit den
restlichen Kennwerten feststellen lässt. Bei Vernachlässigung von 9-02-10 würde in Tabel-
le 6.9 für die Korrelation mit E1, E2, E3, G4, G5, G6, ν12 und ν13 die Angabe des Werts
Null (keine Korrelation) also entfallen. Für die Korrelation aller anderen Kennwerte wird bei
9-02-10, verglichen mit denen der anderen Anordnungen, keine Au�älligkeit festgestellt.
Insgesamt lässt sich sagen, dass für die überwiegende Zahl von Kennwert-Kombinationen

und hierbei insbesondere für die der Normal-Schub-Kopplungskennwerte abhängig von der
Faseranordnung entweder eine positive, eine negative oder auch keine Korrelation festzustel-
len ist. Auf diese Gröÿen kann also im Rahmen von Versuchen nicht ohne Weiteres, wie auf
S. 65 erho�t, durch Messung anderer Kennwerte geschlossen werden.

6.4 Ein�uss des Beanspruchungsniveaus

Bei Variation des Beanspruchungsniveaus sind zwei verschiedene E�ekte zu beobachten, die
im Folgenden als primärer und sekundärer Ein�uss auf die Schädigung bezeichnet werden.
Abbildung 6.11 zeigt die Faseranordnung 4-02-1, nachdem unter zwei verschiedenen ma-

kroskopischen Querdehnungsniveaus jeweils zehn Risse entstanden sind. Wie in Abschnitt
5.3 beschrieben, sind die übrigen Verzerrungen so eingestellt, dass makroskopisch dabei aus-
schlieÿlich Quer-Normalspannungen entstehen. Die Schädigungszustände für die beiden Deh-
nungsniveaus unterscheiden sich deutlich. Tatsächlich entsteht abhängig von ε2,a bereits der
erste Anriss an unterschiedlichen Orten (für ε2,a = 0, 001 am linken Rand der unten rechts
positionierten Faser, für ε2,a = 0, 002 am linken Rand der unten links positionierten Faser).
Dies ist der primäre Ein�uss, der bei starker Variation des Beanspruchungsniveaus zu be-
obachten ist. Ursache sind die im Modell berücksichtigten thermischen Eigenspannungen.
Sie sind den zyklischen Spannungszuständen überlagert. Da sie konstant bleiben, ändern
sich bei der Skalierung der Makro-Dehnungsamplitude die R-Werte der zyklischen Mikro-
Spannungen. Unter Vernachlässigung der thermischen Eigenspannungen (Berechnungen mit
∆T = 0) ergeben sich für beide Querdehnungsamplituden in Reihenfolge und Ort identische
Risse23 (vgl. Abschnitt 3.4).
Der sekundäre Ein�uss wird anhand von Abb. 6.12 deutlich. Sie zeigt das Ergebnis von

Berechnungen mit den Faseranordnungen 9-02-1, 9-02-2 und 9-02-3 für die an der Ordina-
te beschrifteten makroskopischen Querdehnungsamplitude. Die Amplituden sind über der
jeweiligen Schwingspielzahl bis zum Anriss bzw. bis zur Bildung des zweiten Risses aufgetra-
gen. Da für die Wöhlerlinien aller Mikro-Spannungen hier vereinfachend gleiche Neigungen
angenommen werden (siehe Tabelle 5.3), verlaufen die berechneten Anriss-WL für die drei

23Die absoluten Schwingspielzahlen, bei denen die Risse entstehen, sind selbstverständlich umso kleiner, je
höher die Dehnungsamplitude ist.
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ANSYS Release 17.0
Build 17.0
JUN 12 2018
PLOT NO.   1
NODAL SOLUTION
STEP=1           
SUB =1           
TIME=1           
S1       (AVG)  
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
DMX =.05         
SMN =-45.8       
SMX =130.21      

1
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(a) Anordnung 4-02-1 nach Bildung von zehn Rissen
bei ε2,a = 0, 001

ANSYS Release 17.0
Build 17.0
NOV  3 2018
PLOT NO.   1
NODAL SOLUTION
STEP=1           
SUB =1           
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S1       (AVG)  
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
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SMX =223.02      

1
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(b) Anordnung 4-02-1 nach Bildung von zehn Rissen
bei ε2,a = 0, 002

Abbildung 6.11: Ein�uss des Beanspruchungsniveaus auf die Schädigung; Farbkonturen zeigen die
erste Hauptspannung, sind für die hiesige Betrachtung aber irrelevant; nach je zehn
gebildeten Rissen ist der Schädigungszustand der Faseranordnung 4-02-1 für die
beiden makroskopischen Querdehnungsamplituden deutlich unterschiedlich; vgl. [1].

Faseranordnungen parallel zueinander. Die Neigung der WL für den zweiten Riss ist jedoch
sowohl davon beein�usst, wie hoch die Beanspruchung am zweiten Rissort vor dem Anriss
ist, als auch davon, wie stark sie sich durch die rissbedingte Umlagerung der Spannungen
ändert. Entsprechend zeigen die WL für den zweiten Riss im Diagramm deutlich unter-
schiedliche Neigungen. Damit besteht also die Möglichkeit, dass sich Zweitriss-Wöhlerlinien
verschiedener Werksto�bereiche schneiden. Entsprechend ist ebenfalls denkbar, dass die je-
weils zweiten Risse der Bereiche abhängig vom makroskopischen Beanspruchungsniveau in
unterschiedlicher Reihenfolge auftreten. Auch der sekundäre E�ekt des Beanspruchungsni-
veaus ist für die vorausgesetzten Schwingfestigkeitskennwerte (siehe Tabelle 5.3) durch die
thermischen Eigenspannungen bedingt. Ob er für anders gewählte Kennwerte auch unab-
hängig von thermischen Eigenspannungen auftritt, sollte in zukünftigen Arbeiten untersucht
werden.
Da die experimentelle Ermüdungsprüfung zwangsläu�g zerstörend erfolgt, ein und dieselbe

Werksto�probe also nie mehrmals untersucht werden kann, ist der hier gezeigte E�ekt nur mit
Hilfe numerischer Simulation direkt untersuchbar. Nach Kenntnis des Autors geschieht dies
hier zum ersten Mal. Die Beobachtung der beiden beschriebenen E�ekte ist ein Hauptergebnis
der vorliegenden Arbeit und wird in Abschnitt 6.6 weiter diskutiert.
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Abbildung 6.12: Berechnete Wöhlerlinien des jeweils ersten und zweiten Risses für drei Faseran-
ordnungen; die Neigung der Anriss-WL ist für alle Anordnungen gleich, die der
zweiten Risse ist es nicht; durchgezogene Linien: Anordnung 9-02-1; unterbroche-
ne Linien: Anordnung 9-02-2; gepunktete Linie: Anordnung 9-02-3; graue Linien:
Anriss-WL; schwarze Linien: WL des zweiten Risses; für 9-02-1 liegen die Linien
beider Risse fast aufeinander [1].

6.5 Vergleich mit Modellen aus der Literatur

Drei aus der Literatur bekannte Degradationsmodelle (CDM, siehe Abschnitt 4.3) sollen nun
mit dem anhand der Mikromodelle beobachteten Verhalten verglichen werden. Dabei werden
gezielt solche Modelle gewählt, die eine schädigungsbedingte Veränderung der vollständigen
Materialstei�gkeits- bzw. -nachgiebigkeitsmatrix beschreiben. Modelle, die nur ebene Span-
nungszustände (ESZ) betrachten und hierzu entsprechend reduzierte Materialstei�gkeitsma-
trizen verwenden, werden hier nicht berücksichtigt. Da es um die prinzipielle Möglichkeit zur
Darstellung der beobachteten E�ekte geht, werden allerdings neben Modellen, die speziell
für den Fall zyklischer Belastung formuliert sind, auch solche behandelt, die in der jeweiligen
Quelle für quasi-statische Lastfälle verwendet werden.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die im deutschsprachigen Raum übliche Indizierungsreihen-

folge für die Querkontraktionszahlen (Wirkung-Ursache) verwendet. Wenn in den Quellen
selbst die umgekehrte Indizierungsreihenfolge verwendet wird24, so sind die hier gezeigten
Gleichungen der deutschen Vereinbarung angepasst. Gemäÿ der in Abschnitt 6.3 verwendeten
Nomenklatur bezeichnet der Index ·0 Materialeigenschaften im ungeschädigten Ausgangszu-
stand.
Hier besprochene Abweichungen zwischen den Modellen und den Ergebnissen der oben be-

schriebenen Berechnungen sind nicht als Kritik an der Modellformulierung oder der Arbeits-
weise der Autoren zu verstehen. Im Interesse der praktischen Anwendbarkeit sind Vereinfa-

24im englischen Sprachraum üblich
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chungen bei der Modellierung meist unvermeidbar und sinnvoll. Nichtsdestoweniger können
auf Basis eines Vergleichs ggf. Möglichkeiten zur Weiterentwicklung der Modelle oder Ge-
genstände zukünftiger Forschungsarbeit identi�ziert werden.

Das Modell von Li et al. [397] geht davon aus, dass sich das Material im ungeschädig-
ten Zustand transversal-isotrop verhält. Damit ergeben sich die Vereinfachungen E0

2 = E0
3 ,

ν0
12 = ν0

13, ν
0
21 = ν0

31 und ν0
23 = ν0

32. Für den geschädigten Zustand werden dann die Ele-
mente Cij der Stei�gkeitsmatrix als Funktion der beiden Schädigungsvariablen dF (Faser-
schädigung) und dM (Matrixschädigung) ausgedrückt25. Die angegebenen Gleichungen sind
äquivalent mit der folgenden Degradation der Ingenieur-Kennwerte:

E1 = (1− dF )E0
1 E2 = (1− dM)E0

2 (6.15)

ν12 = (1− dM)ν0
12 ν21 = (1− dF )ν0

21 (6.16)

ν13 = (1− dM)ν0
13 ν31 = (1− dF )ν0

31 (6.17)

ν23 = (1− dM)ν0
23 ν32 = (1− dM)ν0

32 (6.18)

G12 = (1− dM)(1− dF )G0
12 G13 = (1− dM)(1− dF )G0

13 (6.19)

G23 = (1− dM)(1− dF )G0
23 (6.20)

Abweichend von diesen Annahmen zeigen die Berechnungsergebnisse der vorliegenden Ar-
beit (siehe Anhang A) durchaus unterschiedliche Degradationen für E2 und E3 bzw. auch
für ν12, ν13, ν23, ν32 und ν21 bzw. ν31.
Die Degradation aller Schub-Nachgiebigkeiten (S44, S55, S66) bzw. auch die von S22 und

S33 (d. h. von E2 und E3) werden von Li et al. als jeweils gleich angenommen. Auch das
lässt sich anhand der hier gezeigten Berechnungsergebnisse nicht bestätigen. Es bestehen in
Anhang A deutliche Unterschiede zwischen den Degradationskurven für G4 bzw. G6 und G5

sowie zwischen denen für E2 und E3. Auch ist nicht ersichtlich, warum die Faserschädigung
df auf G4 ebenso stark wirken sollte wie auf G5 und G6.
Die transversale Isotropie des Ausgangszustands geht als Folge der Schädigung im Modell

verloren, was sich dadurch bemerkbar macht, dass gilt:

G23 6=
E2

2(1 + ν23)
(6.21)

Das in der vorliegenden Arbeit beobachtete monokline Verhalten berücksichtigt das Modell
von Li et al. nicht. Die Material-Nachgiebigkeitsmatrix im geschädigten Zustand ergibt sich
dort auf Basis der Modellannahmen zu (vgl. Gl. 2.9):

Sij =



1
(1−dF )E0

1

(1−dM )ν012
(1−dM )E0

2

(1−dM )ν013
(1−dM )E0

3
0 0 0

(1−dF )ν021
(1−dF )E0

1

1
(1−dM )E0

2

(1−dM )ν023
(1−dM )E0

3
0 0 0

(1−dF )ν031
(1−dF )E0

1

(1−dM )ν032
(1−dM )E0

2

1
(1−dM )E0

3
0 0 0

0 0 0 1
(1−dF )(1−dM )G0

23
0 0

0 0 0 0 1
(1−dF )(1−dM )G0

13
0

0 0 0 0 0 1
(1−dF )(1−dM )G0

12


(6.22)

25In der Gleichung für C23 ist dabei o�ensichtlich ein Fehler enthalten. Anstelle der angegebenen Gleichung
C23 = E1(1− dm)2

[
ν223 + (1− df )ν12ν31

]
/A sollte es gemäÿ der Invertierung der Nachgiebigkeitsmatrix

(siehe Gl. 2.9) lauten: C23 = E1(1− dm)2 [ν23 + (1− df )ν12ν31] /A
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Au�ällig ist, dass sich die hier grau dargestellten Terme kürzen lassen, sodass die Schä-
digung ausschlieÿlich auf die Hauptdiagonalelemente der Nachgiebigkeitsmatrix Sij wirkt.
Dies unterscheidet sich von den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit, wie etwa an den De-
gradationskurven für ν21 und E1 (siehe Anhang A) besonders deutlich wird. Während sich
der Wert von E1 durch die Querzug-Schädigung kaum ändert, ist dies für ν21 sehr deutlich
der Fall. Das Verhältnis S21 = −ν21/E1 ändert sich also ebenfalls erheblich.

Das Modell von Van Paepegem und Degrieck [405] wird von den Autoren für gewebeverstärk-
te FKV-Schichten vorgeschlagen. Es wird hier dennoch diskutiert, da es die Degradation eines
orthotropen Materials unter Beanspruchung in der Schichtebene im Allgemeinen beschreibt
und sich somit für den Vergleich mit den Berechnungsergebnissen der vorliegenden Arbeit
eignet, da transversal isotrope UD-Schichten als Spezialfälle orthotroper Materialien ange-
sehen werden können. Das Modell berücksichtigt ebenfalls keinerlei monoklines Verhalten,
sondern nimmt an, dass sich auch das geschädigte Material orthotrop verhält. Der Ein�uss
der drei Schädigungsvariablen D11 (Schädigung in Faserrichtung), D22 (Schädigung quer zur
Faserrichtung) und D12 (Schädigung in Quer-längs-Schubrichtung) wird in Form der mo-
di�zierten Material-Stei�gkeitsmatrix angegeben. Das Invertieren dieser ergibt die folgende
Nachgiebigkeitsmatrix für den geschädigten Zustand:

Sij =



1
(1−D11)E0

1
− ν012√

1−D11
√

1−D22E0
2
− ν013√

1−D11E0
3

0 0 0

− ν021√
1−D11

√
1−D22E0

1

1
(1−D22)E0

2
− ν023√

1−D22E0
3

0 0 0

− ν031√
1−D11E0

1
− ν032√

1−D22E0
2

1
E0

3
0 0 0

0 0 0 1
G0

4
0 0

0 0 0 0 1
G0

5
0

0 0 0 0 0 1
(1−D12)G0

6


(6.23)

Für E3, G4 und G5 wird keine Degradation angenommen. Anhand der hiesigen Berech-
nungsergebnisse muss damit allerdings gerechnet werden.
Für die hier untersuchte makroskopische Querzug-Beanspruchung kann davon ausgegangen

werden, dass sich im Modell D11 ≈ 0 ergibt. Unter dieser Bedingung gilt

S12 = − ν0
12√

1−D22E0
2

S22 =
1

(1−D22)E0
2

(6.24)

Dies ist äquivalent zur Annahme geschädigter Ingenieur-Kennwerte in der Form

ν12 =
√

1−D22ν
0
12 E2 = (1−D22)E0

2 (6.25)

Allerdings zeigt Abschnitt 6.3, dass im Verlauf der Schädigung von einem linearen Zusam-
menhang zwischen den jeweils aktuellen Werten für ν12 und E2 ausgegangen werden darf.
Ob die Korrelation unter Annahme eines durch eine Wurzelfunktion beschriebenen Zusam-
menhangs noch stärker ausfällt, ist ggf. im Rahmen zukünftiger Arbeiten zu prüfen.
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Das Modell von Lubineau und Ladevèze [650], welches in Teilen auf [651] zurückgeht, unter-
scheidet zwischen Faserschädigung, di�user Schädigung (Ablösung von Faser-Matrix-Grenz-
�ächen) und diskreter Matrixschädigung. Die Material-Nachgiebigkeitsmatrix im geschädig-
ten Zustand ergibt sich zu

Sij =



1
E0

1(1−dF )
− ν021
E0

1(1−dF )
− ν021
E0

1(1−dF )
0 0 0

− ν021
E0

1(1−dF )
1

(1−[σ22]+d̄22)(1−[σ22]+d̃′)E0
2

− ν032
(1−[σ22]+d̄22)E0

2
0 0 0

− ν021
E0

1(1−dF )
− ν032

(1−[σ22]+d̄22)E0
2

1
E0

2(1−[σ33]+d̃′)
0 0 0

0 0 0 1
G0

23(1−d̄23)(1−d̃23)
0 0

0 0 0 0 1
G0

13(1−d̃)
0

0 0 0 0 0 1
G0

12(1−d̄12)(1−d̃)


(6.26)

mit:

dF Schädigung durch Faserbruch
d̃′ di�use Schädigung der Elastizitätsmoduln E2 und E3

d̃ di�use Schädigung der Schubmoduln G12 und G13

d̃23 di�use Schädigung des Schubmoduls G23

d̄22 Schädigung des Elastizitätsmoduls E22 durch Zwischenfaserbrüche
d̄12 Schädigung des Schubmoduls G12 durch Zwischenfaserbrüche
d̄23 Schädigung des Schubmoduls G23 durch Zwischenfaserbrüche

Das Modell berücksichtigt Rissschlieÿe�ekte (vgl. S. 62), indem folgende De�nition für
[x]+ gilt:

[x]+ = 1 ∀ x ≥ 0 (6.27)

[x]+ = 0 ∀ x < 0 (6.28)

Es wird angenommen, dass der di�use Schädigungsanteil isotrop ist, wobei die Autoren
mit Verweis auf [536] (vgl. S. 39) anmerken, dass dies eine Näherung darstellt. Es gilt damit:

(1− d̃23) =
1− d̃′

1− ν032
1+ν032

d̃′
(6.29)

Obwohl dieses Modell im Gegensatz zu dem von Li et al. zumindest unterschiedliche
Degradationen für S22 und S33 bzw. S55 und S66 vorsieht, wird das anhand der Berechnungs-
ergebnisse beobachtete monokline Materialverhalten ebenfalls nicht vollständig abgebildet.
Es wird angenommen, dass S12 und S13 bzw. S21 und S31 im Ausgangszustand gleich sind
und dies auch im Verlauf der Schädigung bleiben. Auch dies lässt sich anhand der hiesigen
Rechenergebnisse nicht bestätigen.

Die Vernachlässigung der bei monoklinem Materialverhalten auftretenden Kopplungen zwi-
schen Normal- und Schubbeanspruchung (siehe Gl. 2.8) ist keine Besonderheit der drei hier
besprochenen Ansätze. Vielmehr ist sie bei in der einschlägigen Literatur beschriebenen De-
gradationsmodellen allgemein üblich. Inwiefern dies zu einer relevanten Fehleinschätzung der
lokalen Beanspruchung führen kann, wird mit Hilfe der beiden folgenden Beispielrechnungen
untersucht:
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6 Berechnungsergebnisse

Exemplarisch wird die Faseranordnung 4-02-1 betrachtet, da bei ihr kurz vor Ende der
Rechnung das bezogen auf alle Schädigungszustände aller betrachteter Anordnungen gröÿte
Verhältnis S24/S22 auftritt. Im ungeschädigten Ausgangszustand ergibt sich für sie die Nach-
giebigkeitsmatrix anhand der berechneten Ingenieur-Kennwerte zu

S0
ij =


7, 0363 · 10−06 −2, 1006 · 10−06 −2, 0407 · 10−06 1, 1877 · 10−08 0 0
−2, 1006 · 10−06 1, 2687 · 10−04 −5, 7602 · 10−05 1, 6528 · 10−06 0 0
−2, 0407 · 10−06 −5, 7602 · 10−05 1, 2140 · 10−04 −2, 7367 · 10−06 0 0

1, 1877 · 10−08 1, 6528 · 10−06 −2, 7367 · 10−06 3, 8066 · 10−04 0 0
0 0 0 0 2, 5413 · 10−04 −5, 5071 · 10−06

0 0 0 0 −5, 5071 · 10−06 2, 9039 · 10−04


mm2

N

(6.30)
Im Vergleich zu den anderen Elementen in ihrer jeweiligen Spalte sind die S0

ij mit i 6= j und
i, j > 3 deutlich kleiner. Um dies weiter zu veranschaulichen, wird der Spannungszustand
für den angenommenen Verzerrungszustand ε2 = 0, 001 mit εj = 0 ∀ j 6= 2 betrachtet. Mit
σi = Cijεj und Cij = S−1

ij ergibt sich im ungeschädigten Zustand der Spannungsvektor σ0
j .

Zum Vergleich werden dann die Normal-Schub-Kopplungsterme von Sij der Nachgiebigkeits-
matrix zu Null gesetzt (d. h. S0

ij = 0 für i 6= j und i, j > 3) und damit für den gleichen
Verzerrungszustand der Spannungszustand σ0′

j berechnet. Es ergibt sich:

σ0
j =


4, 4634 · 10+00

1, 0184 · 10+01

4, 9068 · 10+00

−9, 0808 · 10−03

0
0


N

mm2 , σ0′
j =


4, 4634 · 10+00

1, 0184 · 10+01

4, 9070 · 10+00

0
0
0


N

mm2 (6.31)

Die beschriebene Vorgehensweise wird für den stark geschädigten Zustand kurz vor Ab-
bruch der Rechnung wiederholt. Hierfür ergeben sich Sij, σj und σ′j zu

Sij =


7, 0365 · 10−06 −2, 2048 · 10−06 −2, 0137 · 10−06 8, 4675 · 10−09 0 0
−2, 2048 · 10−06 2, 9357 · 10−03 −5, 6561 · 10−06 1, 0835 · 10−04 0 0
−2, 0137 · 10−06 −5, 6561 · 10−06 1, 4663 · 10−04 3, 4448 · 10−06 0 0

8, 4675 · 10−09 1, 0835 · 10−04 3, 4448 · 10−06 1, 2523 · 10−02 0 0
0 0 0 0 2, 8710 · 10−04 1, 7012 · 10−06

0 0 0 0 1, 7012 · 10−06 4, 2967 · 10−03


mm2

N

(6.32)

σj =


1, 1102 · 10−01

3, 4085 · 10−01

1, 4742 · 10−02

−2, 9530 · 10−03

0
0


N

mm2 , σ′j =


1, 1096 · 10−01

3, 4074 · 10−01

1, 4668 · 10−02

0
0
0


N

mm2 (6.33)

In beiden Fällen macht sich ein wesentlicher Unterschied nur bei σ4 = τ23 (bzw. σ0
4 = τ 0

23)
bemerkbar26. Im ungeschädigten Zustand kann der Wert allerdings aufgrund seiner im Ver-
gleich mit den anderen Spannungen geringen Gröÿe vernachlässigt werden. Im geschädigten
26Auch bei den geringen Unterschieden, die für σ1, σ2 und σ3 auftreten, handelt es sich aber keinesfalls nur

um Rundungsfehler.
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6.6 Schlussfolgerung

Zustand jedoch beträgt σ4 immerhin 20 % der durch die behinderte Querkontraktion beding-
ten Normalspannung σ3. Der Ein�uss des Normal-Schub-Kopplungsterms S42 ist hier also
rein numerisch nicht vollständig vernachlässigbar.
Hierbei ist zu berücksichtigen, dass sich das hier betrachtete Material im Zustand stark

fortgeschrittener Schädigung be�ndet, sodass die Spannungen in σj aufgrund der verringerten
Stei�gkeiten insgesamt deutlich kleiner ausfallen als in σ0

j . Daher ist denkbar, dass inner-
halb eines gröÿeren Werksto�gebiets, bei dem entsprechende Schädigungszustände nur lokal
auftreten, die weniger stark geschädigten jeweils umliegenden Regionen des Materials einen
Groÿteil der Beanspruchung übernehmen. Die stark geschädigten Bereiche würden dadurch
entlastet, sodass die bei ihnen auftretende Normal-Schub-Kopplung kaum Auswirkung auf
die Beanspruchungsverteilung insgesamt hätte. Die Untersuchung derartiger Zusammenhän-
ge kann im Rahmen zukünftiger Arbeiten mit Hilfe makroskopischer FE-Modelle erfolgen,
bei denen die Streuung der e�ektiven Materialeigenschaften innerhalb der UD-Schichten be-
rücksichtigt wird. Sie erfordert einen erheblichen Berechnungsaufwand, da alle im Laminat
enthaltenen Schichten in Richtung ihrer Dicke mit mehreren Elementen diskretisiert wer-
den müssen, um die Beanspruchungsverteilung mit ausreichender Genauigkeit berechnen zu
können. Bei gleichzeitiger Begrenzung der zulässigen Verhältnisse der Elementkantenlängen
zwecks Begrenzung numerischer Fehler zwingt dies auch in den übrigen Raumrichtungen zu
vergleichsweise feinen Diskretisierungen und somit insgesamt zu einer groÿen Anzahl von
Elementen und damit von Freiheitsgraden im FE-Modell, was zu einem groÿen Aufwand bei
der Lösung des mathematischen Gleichungssystems führt.

6.6 Schlussfolgerung

Die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse zeigen, dass bei der Betrachtung relativ klei-
ner Gebiete innerhalb des Materialverbunds mit einer erheblichen Streuung der Elastizitäts-
kennwerte zu rechnen ist, welche zudem von der Gröÿe des betrachteten Gebiets abhängt.
Dies ist zu bedenken, falls etwa zur weiteren Untersuchung der schädigungsbedingten Be-
anspruchungsumlagerung makroskopische Berechnungsmodelle aufgebaut werden, bei denen
jede UD-Schicht über ihre Dicke mit mehreren Lagen �niter Volumenelemente diskretisiert
wird. Jedem Element können hier zufällige Stei�gkeitskennwerte zugewiesen werden, um die
resultierende Inhomogenität des Schicht-Beanspruchungsfelds zumindest näherungsweise be-
rücksichtigen zu können. In Anbetracht der in Abschnitt 5.1.1 (insbes. Abb. 5.4) diskutierten
Gröÿenverhältnisse zwischen Elementkantenlänge und Schichtdicke sollte die hierfür ange-
nommene Streuung der Parameter von der Elementgröÿe abhängig gemacht werden. Wie in
Abschnitt 6.1 bemerkt, ist zuvor eine weitere Überprüfung der statistischen Verteilungsan-
nahmen anhand vergröÿerter Stichprobenumfänge sinnvoll.
Von noch deutlich gröÿerer Bedeutung als für die Elastizitätskennwerte ist die Gröÿe des

betrachteten Materialgebiets für den Beginn der Schädigung. Wie in Abschnitt 6.2 nachge-
wiesen, nehmen logarithmischer Mittelwert und Streuung der Anriss-Schwingspielzahl mit
zunehmender Modellgröÿe ab. Grund hierfür ist im Rahmen der vorliegenden Arbeit allein die
durch die zufällige Anordnung der Fasern bedingte Variabilität der Mikro-Beanspruchungen.
In Realität ist zusätzlich mit einer Streuung der Festigkeitsparameter (quasi-statisch und
zyklisch) zu rechnen. Diese dürfte die beschriebene Gröÿenabhängigkeit der Anriss-Schwing-
spielzahl zusätzlich verstärken. Bei der Übertragung experimentell ermittelter (Schwing-)
Festigkeitskennwerte auf Berechnungsmodelle ist dieser statistische Gröÿenein�uss zu be-
rücksichtigen, wenn sich � wie es die Regel ist � die Gröÿe der �niten Elemente deutlich
von der der im Experiment verwendeten Probekörper unterscheidet. Bei der Ermittlung von
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6 Berechnungsergebnisse

Querzug-Kennwerten an üblichen UD-Flachproben etwa versagen die Proben i. d. R. durch
einen einzelnen ZFB, sodass die ermittelte Festigkeit der der e�ektiv schwächsten Stelle der
Probe entspricht. Der überwiegende Teil des im Probevolumen enthaltenen Materials besitzt
dann jedoch eine gegenüber dem ermittelten Kennwert gröÿere Festigkeit. Eine direkte An-
wendung des Kennwerts auf �nite Elemente, die deutlich kleiner als die Probekörper sind,
kann in diesem Fall deutlich zu konservativ sein27 (vgl. Abschnitt 3.5). Im Rahmen pro-
gressiver Schädigungsmodelle (siehe Abschnitt 4.5) und ihrer Verwendung für Mehrschicht-
verbunde würde dadurch ggf. schon in einem frühen Stadium das Schädigungsgeschehen
falsch eingeschätzt und so das Erreichen einer hohen Modellgüte für die späteren Phasen der
Lebensdauer so gut wie unmöglich gemacht.
In Kombination der Streuungen von Stei�gkeit und Festigkeit wäre es denkbar, dass bei-

spielsweise in durch Querzug belasteten 90°-Schichten eines Kreuzverbunds entsprechend
unterschiedliche Materialregionen existieren. Bereiche höherer Stei�gkeit würden dann unter
der im Kreuzverbund näherungsweise verzerrungsgeregelten Beanspruchung höhere Span-
nungen übertragen und daher einen früheren Beginn der Schädigung erfahren, sodass auf-
grund der damit einhergehenden Stei�gkeitsdegradation eine teilweise Homogenisierung des
Spannungsfelds einträte. Abschnitt 6.2 zeigt jedoch, das dies unter den gewählten Modell-
bedingungen nicht der Fall ist. Das beschriebene Szenario müsste eine negative Korrelation
zwischen E0

2 und log10(NA) verursachen, die nicht nachgewiesen werden kann.
Für die Elastizitätskennwerte E1, E2, E3, G4, G5, G6, ν12, ν13 sowie mittelbar (siehe S.

86) auch ν21 und ν31 lassen sich über den Schädigungsverlauf paarweise lineare Korrelationen
feststellen. Insofern erscheint es möglich, anhand weniger im Versuch aufgezeichneter Stei�g-
keitsparameter auf die übrigen zu schlieÿen. Allerdings ist auch hierbei das Gröÿenverhältnis
zwischen den Probekörpern und den Berechnungsmodellen zu berücksichtigen. So entspricht
etwa die Betrachtung der globalen Probenstei�gkeit einer Homogenisierung über das gesam-
te geprüfte Materialvolumen, während die hier untersuchten E�ekte aufgrund der geringen
Gröÿe der FE-Modelle deutlich lokaler sind. Abhilfe könnte eine lokale Auswertung des z. B.
mittels digitaler Bildkorrelation erfassten Verzerrungsfelds scha�en. Unabhängig davon las-
sen sich die Korrelationen ggf. bei der Formulierung von Degradationsmodellen nutzen, um
die Anzahl der Modellparameter möglichst gering zu halten. Der für Kalibrierung und Vali-
dierung der Modelle notwendige Aufwand lässt sich dadurch auf das Mindestmaÿ begrenzen.
In Anbetracht der hier gezeigten Ergebnisse erscheint in diesem Zusammenhang eine konse-
quent statistische Betrachtungsweise bei der Modellformulierung angebracht. Voraussetzung
für die Formulierung ist also, die Verteilungen der Parameter der linearen Korrelationsfunk-
tionen zu untersuchen.
Die beschriebene Abhängigkeit der Schädigungsentwicklung vom makroskopischen Bean-

spruchungsniveau lässt sich in Bezug auf die bislang ungeklärte Frage der Lastabhängigkeit
des CDS (siehe Abschnitte 3.2.7 und 3.5) deuten. Selbst wenn beispielsweise Kreuzverbund-
proben unter verschiedenen Belastungsniveaus im Sättigungszustand die gleiche ZFB-Dichte
aufweisen, ist es nun denkbar, dass in einer bestimmten Probe auf einem anderen als dem
für sie gewählten Belastungsniveau die ZFB in gleicher Dichte, aber an individuell ande-
ren Orten entstanden wären. Eine direkte experimentelle Untersuchung dieses Umstands in
Schwingversuchen ist nicht möglich, da keine Probe mehr als ein Mal geprüft werden kann.
Allerdings erscheint auch eine generelle Abhängigkeit der Sättigungsrissdichte vom Lastni-
veau in Anbetracht der hiesigen Ergebnisse plausibel. Unter welchen Bedingungen dies zu in

27Im umgekehrten Fall von �niten Elementen oder auch realen Bauteilstrukturen, die deutlich gröÿer als die
Probekörper sind, muss damit gerechnet werden, dass die ermittelten Kennwerte ggf. nicht konservativ
genug sind (vgl. hierzu z. B. [652]).
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6.6 Schlussfolgerung

Experimenten messbaren Unterschieden führen kann, sollte im Rahmen zukünftiger Arbei-
ten mit Hilfe von FE-Laminat-Einheitszellen untersucht werden, deren Schichten mit Hilfe
von Volumenelementen diskretisiert sind. Ggf. sind hierzu weitere Vorarbeiten notwendig,
um die unter dem sich ständig ändernden Spannungsfeld zu erwartende Stei�gkeitsänderung
jedes Elements noch genauer statistisch beschreiben zu können.
Inwiefern die durch das monokline Materialverhalten bedingten Kopplungsparameter η14,

η24, η34, η41, η42, η43, µ56 und µ65 im Rahmen von Degradationsmodellen berücksichtigt wer-
den müssen, ist aus den in Abschnitt 6.5 diskutierten Gründen anhand makroskopischer
Berechnungsmodelle zu untersuchen. Dabei ist auch zu berücksichtigen, dass experimen-
tell ermittelte (Schwing-) Festigkeitskennwerte ggf. Ein�üsse der lokal auftretenden Ver-
zerrungskopplung bereits implizit enthalten können. Wird etwa die Querzug-Festigkeit der
UD-Schicht an Proben mit einer Faserorientierung von 90° gemessen, so beträgt die Proben-
dicke üblicherweise 2 bis 3 mm. Materialbereiche von der Gröÿe der hier untersuchten Mikro-
modelle (Kantenlänge zwischen 17 und 34µm), die aufgrund statistischer Streuung jeweils
unterschiedliche Werte für η24 besitzen, üben also zwangsläu�g eine gegenseitige Zwängung
aufeinander aus, die lokal Schubspannungen σ4 = τ23 in Dickenrichtung hervorruft, welche
der globalen σ2-Beanspruchung überlagert sind. Kommt es nun im Berechnungsmodell ei-
nes MSV, dessen Schichten beispielsweise eine Dicke von 125µm aufweisen, zu ähnlichen
Zwangsspannungen, so ist zu berücksichtigen, dass die anhand der Probekörper ermittelte
Querzug-Festigkeit den Ein�uss dieser bereits implizit enthält.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschreibt zunächst das mechanische Verhalten von Laminaten aus
unidirektional endlosfaserverstärkten Faser-Kunststo�-Verbund-Schichten unter zyklischer
mechanischer Belastung sowie aktuell bestehende Ansätze zu dessen rechnerischer Abschät-
zung. In Anbetracht der Vielzahl im Material wirkender Schädigungsmechanismen und der
dadurch bedingten räumlichen Umverteilung von Beanspruchungen während des Ermüdungs-
prozesses wird in dieser Arbeit den progressiven Schädigungsmodellen das langfristig gröÿte
Potential in Bezug auf eine für beliebige Belastungsfälle realistische Bewertung der Lami-
natlebensdauer beigemessen.
Eine wesentliche Herausforderung bei der Formulierung progressiver Ermüdungsmodelle

besteht darin, die schädigungsbedingte Änderung der lokalen Stei�gkeiten ausreichend genau
darzustellen, um die daraus resultierenden Änderungen des Beanspruchungsfelds und auf
deren Basis den weiteren Verlauf der Schädigung abschätzen zu können. Die Arbeit behandelt
in diesem Zusammenhang die Änderung der e�ektiven Schichtstei�gkeit infolge intralami-
narer Mikrorisse. Da eine Skalenseparation im Sinne der klassischen Homogenisierungstheo-
rie aufgrund der Gröÿenverhältnisse von Faserdurchmesser, Schichtdicke und Laminatdicke
nicht möglich ist, wird eine statistische Betrachtungsweise vorgeschlagen. Diese beruht auf
der Untersuchung vieler FE-Mikromodelle mit jeweils unterschiedlicher Faseranordnung.
Die Anordnungen der Fasern innerhalb der sie umgebenden Matrix werden mit Hilfe eines

Zufallsalgorithmus erzeugt. Anschlieÿend erfolgt eine geometrische Einteilung des modellier-
ten Werksto�gebiets in Voronoi -Zellen und Delaunay-Dreiecke, die einerseits die spätere Ver-
netzung erleichtert und andererseits der De�nition potentieller Risspfade an Faser-Matrix-
Grenz�ächen und in der Matrix dient. Die Modelle werden mit �niten Elementen vernetzt,
und es werden Kontrollpunkte de�niert, anhand deren zyklischer Beanspruchung das Versa-
gen der einzelnen potentiellen Risspfade gesteuert wird. Hierzu wird eigens ein mehrachsiges
zyklisches Versagenskriterium auf Basis der an den Kontrollpunkten wirkenden Spannungen
formuliert, das die Lebensdauer der potentiellen Risspfade beschreibt.
Im Hinblick auf die statistische Betrachtung werden für die Faseranzahlen vier, neun und

16 Stichproben mit je 24 unterschiedlichen Faseranordnungen erzeugt und deren Schädigung
unter einachsigem, zyklischem Querzug simuliert. Sowohl für den ungeschädigten als auch
für alle geschädigten Zustände werden die e�ektiven Stei�gkeitsparameter der FE-Modelle
ermittelt.
Die Ergebnisse zeigen ein e�ektiv monoklines Materialverhalten mit deutlicher Streuung

und starker Änderung der ingenieurmäÿigen Stei�gkeitsparameter über die Lebensdauer so-
wie in Bezug auf die Anriss-Schwingspielzahl einen deutlichen statistischen Gröÿene�ekt.
Insbesondere letztgenannter sollte bei der Übertragung von Festigkeits- bzw. Schwingfestig-
keitsannahmen von der Mikro- auf die Makro-Skala unbedingt berücksichtigt werden. Die
hier verwandten Modelle zeigen darüber hinaus eine ausgeprägte Abhängigkeit des Schädi-
gungsbeginns und -fortschritts vom Niveau der makroskopischen zyklischen Beanspruchung.
Für einen Teil der Stei�gkeitskennwerte lassen sich paarweise Korrelationen identi�zieren,

97



7 Zusammenfassung und Ausblick

die bei der Formulierung zukünftiger Degradationsmodelle ggf. zur Reduktion der Modell-
parameter genutzt werden können. Vergleicht man die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
mit bereits aus der Literatur bekannten Degradationsmodellen, so bestehen o�ensichtliche
Unterschiede zu der dort angenommenen Änderung der e�ektiven Materialstei�gkeit.

7.2 Ausgangspunkte zukünftiger Forschung

Auf Basis der hier vorgeschlagenen Methodik besteht eine Vielzahl von Anknüpfungsmög-
lichkeiten für weitere Forschungsaktivität. Naheliegend sind beispielsweise die Erweiterung
der Stichprobenumfänge zur Klärung der Verteilungsannahme für die e�ektiven Material-
kennwerte im Ausgangszustand oder auch die Untersuchung weiterer Lastfälle anhand der
hier beschriebenen Mikromodelle. Falls notwendig, kann auch versucht werden, die statisti-
sche Verteilung der Kennwerte mit Hilfe anderer Funktionen als der Normalverteilung zu
beschreiben bzw. die Korrelation von Kennwerten mit nichtlinearen Ansatzfunktionen zu
beschreiben.
Zusätzliche Kontaktelemente auf den Rissufern einzubringen, mit deren Hilfe sich Riss-

schlieÿeffekte untersuchen lassen, ist prinzipiell unproblematisch. Auÿer mit verlängerten
Rechenzeiten ist lediglich damit zu rechnen, dass aufgrund der zu erwartenden Abhängig-
keit des Materialverhaltens vom Vorzeichen der Verzerrungen zur Stei�gkeitsermittlung eine
gröÿere Anzahl von Lastfällen betrachtet werden muss. Noch e�zienter wäre allerdings die
Implementierung des mehrachsigen Versagenskriteriums in nutzerde�nierte Kohäsivzonen-
elemente, die sowohl die gegenseitige Durchdringung der Rissufer vermeiden als auch die
Schädigungsentwicklung steuern. Gegenüber der bisherigen Steuerung mittels Kontrollpunk-
ten und APDL-Skripten verspricht dies einerseits eine deutliche Beschleunigung des Simu-
lationsablaufs und andererseits ein realistischeres Risswachstum. Daher sollte angestrebt
werden, die Ergebnisse zur Stei�gkeitsdegradation, zur Korrelation der Ingenieur-Kennwerte
und zur Abhängigkeit des Schädigungsprozesses vom Beanspruchungsniveau anhand derart
verbesserter Modelle zu bestätigen.
Eine Berücksichtigung des nichtlinearen Materialverhaltens der Matrix ist im Rahmen der

vorgestellten Berechnungsmodelle prinzipiell möglich und erfordert lediglich die Verwendung
entsprechender Materialmodelle. Allerdings ist zu berücksichtigen, dass dadurch die Linea-
rität des Modells insgesamt verlorengeht, sodass u. a. die Superposition der thermischen Ei-
genspannungen mit den durch die Makro-Beanspruchung hervorgerufenen Spannungen nicht
mehr möglich ist. Im Berechnungsablauf für die Simulation der progressiven Schädigung
müssten neben zyklischen auch zeitabhängige E�ekte (Kriechen, Relaxation) berücksichtigt
werden, da sich durch sie das Beanspruchungsfeld auch dann ändert, wenn gerade keine neu-
en Risse entstehen. Auch kann unter diesen Bedingungen das Materialverhalten nicht mehr
durch die lineare Stei�gkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrix ausgedrückt werden, sodass die
Beschreibung des jeweils aktuellen Materialzustands deutlich aufwendiger wird.
Ein wesentlicher Inhalt zukünftiger Arbeiten sollte die Übertragung des auf der Mikro-

skala untersuchten Materialverhaltens auf die Makroskala sein. Dies kann geschehen, indem
FE-Modelle von Laminat-Einheitszellen aufgebaut werden. Die einzelnen Schichten sollten
hierbei so mit Volumenelementen diskretisiert sein, dass über die Schichtdicke ausreichend
viele Elemente vorhanden sind, um 23-Schubverzerrungen realistisch abbilden zu können. In
Anbetracht der beschriebenen Gröÿene�ekte wäre es naheliegend, die Kantenlänge der Volu-
menelemente so zu wählen, dass sie der der Mikromodelle entspricht. Im Vorfeld sollte anhand
von Schli�bildern oder Mikro-Röntgen-Computertomographien realer Laminatschichten ge-
prüft werden, welche Schwankungen des Faservolumengehalts hierbei im Hinblick auf die
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7.2 Ausgangspunkte zukünftiger Forschung

gewählte Gröÿe der �niten Elemente zu berücksichtigen sind. Entsprechend sind dann ggf.
auch Mikromodelle mit unterschiedlichen Faservolumengehalten zu untersuchen. Ziel der
Arbeiten sollte sein, die Degradation des Materials unter zyklischer Beanspruchung anhand
der Mikromodelle zu charakterisieren, sie statistisch zu beschreiben und dann in Form nut-
zerde�nierter Materialgesetze auf die Makro-Volumenelemente zu übertragen. Anhand der
Makromodelle können dann u. a. die sich unter verschiedenen Lastfällen einstellende Sätti-
gungsrissdichte, die Validität der Strength-Life Equal Rank Assumption (SLERA, siehe S.
27) oder die Auswirkung der in Degradationsmodellen getro�enen Vereinfachungen auf den
Schädigungsverlauf in multidirektionalen Laminaten untersucht werden.
Da für absehbare Zeit nicht mit der Verfügbarkeit experimentell ermittelter Schwingfes-

tigkeitskennwerte für die Mikro-Skala (z. B. für die Faser-Matrix-Grenz�ächen) gerechnet
werden kann, geht es hierbei nicht um eine quantitative Übertragung des Materialverhaltens
von der Mikro- auf die Makro-Skala. Vielmehr gilt es, die für das Schichtverhalten relevanten
Mikro-E�ekte zu erkennen, um sie bei der Formulierung von Makro-Berechnungsmodellen
berücksichtigen zu können. Die Parameter der so entwickelten Makro-Modelle sind anschlie-
ÿend experimentell zu kalibrieren.
Insgesamt bildet die im Rahmen dieser Arbeit gezeigte Vorgehensweise eine vielfältig nutz-

bare Grundlage dafür, Schädigungsprozesse in Mehrschichtverbunden aus unidirektionalen
Schichten noch besser zu verstehen und auf dieser Basis die Modellgüte von Berechnungs-
verfahren künftig weiter zu steigern.
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Anhang A

Degradationskurven

Die folgenden Abbildungen beschreiben die Degradation der e�ektiven Ingenieurkonstan-
ten während der Schädigungsentwicklung für die Stichprobe von Berechnungsmodellen mit
Faseranzahl nf = 9. Sie sind qualitativ gleich denen für nf = 4 und nf = 16. Vgl. auch [629].
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Bei der zyklischen Belastung von Faser-Kunststoff-Verbunden kommt es durch schädigungsbedingte Ände-
rung der tei  gkeit ber die gesamte ebensdauer zu mlagerungen von Beans ruchungen  ie vorlie-
gende rbeit untersucht chädigungs rozesse auf der ikroskala hinsichtlich ihrer us irkungen auf die 
homogenisierten aterialstei  gkeiten unidirektional endlosfaserverstärkter chichten  ie schafft so die 

rundlage f r eine verbesserte Ber cksichtigung der damit verbundenen Beans ruchungsumlagerungen 
und somit auch f r eine realistischere ebensdauerabschätzung f r ehrschichtverbunde  iel der ntersu-
chung ist die odellierung von chädigungszuständen im ahmen der Finite- lemente- ethode und eine 
numerische ntersuchung von deren us irkung auf die homogenisierten chichtstei  gkeiten  ie Berech-
nungsmodelle enthalten zufällige Faseranordnungen  sodass die rgebnisse statistisch ausge ertet erden 
m ssen  Beobachtet erden u  a  ein statistischer r eneffekt in Bezug auf die nriss- ebensdauer  eine 
durch igens annungen bedingte bhängigkeit der issbildung vom Beans ruchungsniveau so ie aar-

eise Korrelationen z ischen einigen der tei  gkeits arameter
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