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Abstract

Evolution proceeds via gene duplication and modi�cation; it is through their

successive application that nature has created the vast diversity of current

genes. When a gene encoding an essential function is duplicated, one copy

must preserve the function for its organism. The other, however, is free to be

modi�ed, using its ancestral gene as its starting point. Knowing precisely when

ancestral gene duplications occurred is indispensable for reconstructing reliable

phylogenetic relationships which in turn allows us to re�ne the prediction of a

genetic function. For some gene families, such as globines or rhodopsines, an-

cestral gene duplications are well predicted, but in general they are unknown.

Mapping out this unknown territory is an important open issue in molecular

biology today.

Recognizing this, we designed an algorithm that extends a successful but in-

formal model built by biologists. This algorithm predicts gene duplications by

exploiting inconsistencies in two phylogenetic trees, a gene tree and a species

tree. The gene tree represents the phylogeny of a set of current genes, while the

species tree represents the phylogeny of the current genes organized by their

host-species. As output the algorithm calculates the gene tree reconciled with

its predicted gene duplications, which is called a reconciled tree. For all appli-

cations that are possible in practice, this algorithm runs in linear time in the

size of the given gene tree. This time complexity allows us to screen the today's

fast growing molecular databases for gene duplications. First, we partition a

genetic database into gene-families and reconstruct a gene tree for each family

by one of the well established and fast reconstruction algorithms. For each gene

tree, we then �nd its species tree in a morphologic database. Finally we predict

the gene duplications for every gene and species tree pair. Thus, we are able to

predict hidden gene duplications throughout the genetic database.

While our algorithm predicts gene duplications, it simultaneously associates a

reliability index with the set of predictions it has output. Since the reconciled

tree is quadratic in the size of the gene tree, we developed a new graphical

representation to ease its analysis by biologists. In essence, this graphical rep-

resentation is the gene tree reconciled only at those gene duplications that are

of interest for the biologist. Through this logical compression in presentation,

we can, in general, avoid the quadratic explosion. Up to now, this work is of

theoretical nature, but its transformation into applications for biologists has

begun.

Keywords: Phylogenetic tree; Gene-tree; Species-tree; Reconciled-tree; Mea-

sures for trees; Gene duplication



Evolution vollzieht sich durch Genduplikation und Modi�kation, durch deren

wiederholte Anwendung die Natur die Vielzahl der heutigen unterschiedlichen

Gene gescha�en hat. Wird ein Gen das eine wesentliche Funktion kodiert, du-

pliziert, so bewahrt eine Kopie diese Funktion f�ur dessen Organismus. Die an-

dere Kopie jedoch kann ungehindert modi�ziert werden, wobei das Ursprungs-

Gen dazu als Ausgangsbasis dient. Eine genaue Kenntnis vorausgegangener

Genduplikationen ist f�ur die zuverl�assige Rekonstruktion phylogenetischer Be-

ziehungen unerl�a�lich, welche uns dann erlaubt, die Funktionsvorhersage von

Genen zu verbessern. F�ur einige Genfamilien, wie z.B. Globine oder Rhodopsi-

ne, sind Genduplikationen glaubhaft vorhergesagt worden, aber im allgemeinen

sind diese noch unbekannt. Die Erforschung dieses unbekannten Gebietes stellt

ein bedeutendes, noch ungel�ostes Problem der heutigen Molekularbiologie dar.

Um dieses Problem zu l�osen, konstruierten wir einen Algorithmus, der ein er-

folgreiches aber nicht formal beschriebenes Modell erweitert, welches urspr�ung-

lich von Biologen entwickelt wurde. Dieser Algorithmus sagt Genduplikationen

durch die Auswertung der Inkonsistenzen zwischen zwei phylogenetischen B�au-

men voraus, einem Genbaum und einem Speziesbaum. Der Genbaum stellt

die Phylogenie f�ur eine Menge aktueller Gene dar, w�ahrend der Speziesbaum

die Phylogenie der Wirts-Spezies dieser aktuellen Gene darstellt. Als Ausgabe

berechnet der Algorithmus einen auf dessen vorhergesagte Genduplikationen

abgestimmten Genbaum, welchen wir als Reconciled Tree bezeichnen. F�ur al-

le in der Praxis m�oglichen Anwendungen hat dieser Algorithmus ein lineares

Laufzeitverhalten, in der Gr�o�e des gegebenen Genbaumes. Diese Zeitkomple-

xit�at erm�oglicht es uns, die heutigen, schnell wachsenden Gendatenbanken nach

Genduplikationen zu durchsuchen. Zuerst partitionieren wir dazu eine Genda-

tenbank in Genfamilien und rekonstruieren einen Genbaum f�ur jede dieser Gen-

familien durch einen etablierten und schnellen Rekonstruktions-Algorithmus.

Dann suchen wir f�ur jeden Genbaum seinen Speziesbaum in einer morphologi-

schen Datenbank. Abschlie�end sagen wir die Genduplikationen f�ur jedes Paar

von Gen- und Speziesbaum voraus. Somit k�onnen wir in der Gendatenbank

verborgene Genduplikationen vorhersagen.

W�ahrend unser Algorithmus Genduplikationen vorhersagt, ordnet er gleichzei-

tig der Menge seiner ausgegebenen Vorhersagen einen Zuverl�assigkeits-Index

zu. Da der Reconciled Tree quadratisch in der Gr�o�e des Genbaumes ist, ent-

wickelten wir eine neue graphische Darstellung, um die Analyse durch den

Biologen zu vereinfachen. Im Wesentlichen ist diese graphische Darstellung der

Genbaum, welcher nur auf die f�ur den Biologen interessanten Genduplikationen

abgestimmt ist. Durch diese nat�urliche Reduktion der Darstellung k�onnen wir

im allgemeinen die quadratische Explosion vermeiden. Bis jetzt ist diese Arbeit

theoretischer Natur, die Umwandlung in die Anwendung hat jedoch begonnen.

Schlagworte: Phylogenetischer Baum; Genbaum; Speziesbaum; Reconciled-

Tree; Ma�e f�ur B�aume; Genduplikation
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Kapitel 1

Einleitung

Die Evolution entwickelt Funktionalit�at allgemein durch die Duplikation von

Genen (Nei, 1987 Seite 409; Li und Graur, 1991). Bei diesem einfachen aber

e�zienten Mechanismus sichert sich die Evolution durch eine Kopie einer Gen-

duplikation die vorhandene Funktionalit�at und verwendet die andere Kopie,

um neue Funktionalit�at zu erscha�en. Viele der uns heute bekannten Gene

geh�oren zu gro�en und inzwischen intensiv studierten Genfamilien, wie sie sich

aus einer Reihe von Genduplikationen entwickelt haben. Damit ist die Gendu-

plikation ein fundamentaler Mechanismus der genomischen Evolution und eine

wesentliche Voraussetzung f�ur die funktionale Diversi�zierung.

Wir werden in dieser Arbeit ein direkt aus der Evolution abgeleitetes Modell

verwenden, f�ur das wir einen schnellen Algorithmus konstruieren, um damit

Genduplikationen und deren Entwicklung in der Evolution vorherzusagen, so-

wie eine Qualit�at dieser Vorhersage angeben.

In dem folgenden Abschnitt 1.1 zeigen wir die Auswirkungen der Genduplika-

tion und damit die Bedeutung ihrer Vorhersage f�ur die Molekularbiologie und

Phylogenie. Einen einf�uhrenden �Uberblick �uber die Vorhersage von Gendupli-

kationen sowie die Struktur dieser Arbeit geben wir in Abschnitt 1.2. Eine

Einf�uhrung in die �ubliche Darstellung phylogenetischer B�aume ist in Kapitel 2

gegeben. Allgemein bekannte Begri�e der Mathematik, die wir in dieser Arbeit

verwenden, sind in Anhang 9.2 zu �nden.

1.1 Die Bedeutung der Genduplikation

Vereinfacht sind Gene eines gemeinsamen Vorg�angergens paralog, wenn sie aus

einer Duplikation dieses Vorg�angergens hervorgegangen sind, ortholog. Auf

Grund der funktionalen Implikationen, welche das Wissen um Gruppen ortho-
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loger Gene mit sich bringt, besteht ein gro�es Interesse an deren Erkennung

(z.B. Fitch, 1970; Rosen, 1978; Goodman et al., 1979; Nelson und Platnick,

1981; Page, 1990b; Page, 1993a; Page, 1994a; Register et al., 1994; Kawamura

und Yokohama, 1995; Guigo et al., 1996; Tatusov et al., 1997; Slowinski et al.,

1997; Yuan et al., 1998).

Neben der Erkennung der orthologen Gene ist aber auch das Wissen um para-

loge Gene von gro�er Bedeutung f�ur die experimentelle Funktionsbestimmung.

So ist der Erfolg von knock-out Experimenten u.a. davon abh�angig, ob die

Funktion eines ausgeschalteten Gens durch ein �ahnliches Gen, m�oglicherweise

eine andere Kopie, �ubernommen werden kann. In diesem Falle k�onnte ein sehr

aufwendiges Experiment ohne Ergebnis bleiben.

In den folgenden Abschnitten werden wir zuerst diese Begri�e und deren Rele-

vanz genauer diskutieren. Dann geben wir eine Einf�uhrung in die Darstellung

von phylogenetischen B�aumen zum Zwecke der Bestimmung von Genduplika-

tionen.

1.1.1 Zuordnung von Funktionalit�at

Rapide Fortschritte der weltweiten Sequenzierung von Genomen stellen eine

massiv anwachsende Menge an Gensequenzen zur Verf�ugung. Aber erst deren

pr�azise Annotation erm�oglicht es, diese Information sinnvoll in Medizin und

Biologie zu verwenden.

Ein wichtiger Aspekt hierbei ist die Zuordnung zwischen Gensequenz und Funk-

tion. Heute wird diese Zuordnung einer Funktion zu einer Gensequenz h�au�g

per Analogieschlu� durch �Ubertragung der Funktion einer \�ahnlichen" Sequenz

(etwa aus einer Sequenzdatenbank) von bekannter Funktionalit�at vorgenom-

men. Die grundlegende Idee hierbei ist, da� \�ahnliche" Gensequenzen auch

einen fr�uhen gemeinsamen Vorfahren (homolog zueinander sind) und damit

die gleiche Funktion besitzen. Dieser Schlu� ist jedoch nur teilweise richtig, da

homologe Gene sowohl im Zuge der Artenbildung (speciation) als auch durch

Genduplikation entstanden sein k�onnen.

1. Artenbildung: Spezies A und Spezies B stammen von der gemeinsamen

Vorg�angerspezies C ab. Das Gen c in Spezies C hat sich im Zuge der

Artenbildung zu den homologen Nachfolgegenen a in Spezies A und b in

Spezies B entwickelt.
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Abbildung 1.1: Paraloge Gene.

2. Duplikation (siehe Abb. 1.1): Eine Genduplikation von Gen y in die Ko-

pien Y1 und Y2 �ndet in Spezies Y statt. Spezies A und B, welche sich

jeweils aus Spezies Y entwickelt haben, beinhalten nun die Nachfolgegene

beider Kopien: y1A, y2A in Spezies A, y1B, y2B in Spezies B. Die Gene

y1A, y2A, y1B, y2B sind paarweise zueinander homolog.

Wir bezeichnen homologe Gene, welche im Zuge der Artenbildung entstanden

sind, als orthologe Gene. Homologe Gene, die durch Duplikation entstan-

den sind, werden als paraloge Gene bezeichnet (Li und Graur, 1991). Damit

sind jeweils die Genpaare (y1A,y1B) und (y2A,y2B) ortholog, die Genpaare

(y1A,y2A), (y1B,y2B), (y1A,y2B) und (y2A,y1B) paralog zueinander.

Orthologe Gene implizieren, da� die urspr�ungliche Funktion des Gens sich un-

wesentlich in seinen jeweiligen Nachfolgespezies ver�andert hat, da das Fehlen

der alten Funktion sonst zum Aussterben der Spezies gef�uhrt h�atte. In den

meisten F�allen besitzen daher orthologe Gene dieselbe Funktion. Stammt an-

dererseits ein Gen von einer Kopie eines anderen ab, so beh�alt das Nachfol-

gegen der einen Kopie die Funktionalit�at zur Erhaltung des Organismus bei.

Das Nachfolgegen der anderen Kopie hat die Freiheit zu mutieren und kann

dadurch seine Funktion variieren. Paraloge Gene k�onnen, m�ussen aber nicht

dieselbe Funktionalit�at besitzen. Unter Umst�anden teilen zwei paraloge Gene

einer Multigenfamilie nur einen geringen Anteil an gemeinsamer Funktionalit�at

(Fitch, 1970). Wir lernen also erheblich mehr �uber Sequenzen und insbesondere

deren Funktionalit�at, wenn wir zus�atzlich zu der Homologie die Paralogie oder

Orthologie der Sequenzen ber�ucksichtigen.
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1.1.2 Rekonstruktion von Genb�aumen

Einen Stammbaum f�ur Gene einer Genfamilie zu rekonstruieren, ist ohne Kennt-

nis der Genduplikationen innerhalb dieser Familie schwierig. Abbildung 1.2

zeigt den vollst�andigen Genbaum f�ur die Globine der Spezies Mensch, A�e und

Pferd. Heute ist bekannt, da� sich die Globine (u. a.) durch ein Duplikationser-

eignis in ein �- und �-Duplikat aufgeteilt haben. Jeweils aus diesen Duplikaten

hat sich dann die Gruppe der �- sowie �-Globine entwickelt.

α-Mensch α-Pferdα-Schimpanse β-Mensch β-Pferdβ-Schimpanse

Duplikationsgen

α-Duplikat β-Duplikat

α − Globine β − Globine

Abbildung 1.2: Vollst�andiger Genbaum

Rekonstruieren wir nun f�ur die �-Gene von Mensch (�-Mensch) und Pferd (�-

Pferd) sowie das �-Gen des Schimpansen (�-Schimpanse) den Genbaum (linker

Baum in Abb. 1.3).

Die Inkonsistenz zwischen dem Genbaum und dem heute akzeptierten Spezies-

baum (rechter Baum in Abb, 1.3) ergibt sich aufgrund der Genduplikation,

durch welche der Genbaum in den sogenannten vollst�andigen Genbaum ein-

bettbar ist.

α-Mensch α-Pferd β-Schimpanse Mensch PferdSchimpanse

α-Duplikat

Duplikationsgen

Genbaum Speziesbaum

Abbildung 1.3: Inkonsistenz: korrekter Gen- und Speziesbaum
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Angenommen, wir h�atten das Vorwissen �uber die Genduplikation nicht, so

k�onnten wir nicht erkennen, da� die Globine �-Mensch und �-Pferd von einer

anderen Kopie der Genduplikation abstammen als das Globin �-Schimpanse.

Somit w�u�ten wir nicht, ob die Inkonsistenz zwischen Gen- und Speziesbaum

auf eine fehlerhafte Baumrekonstruktion oder auf eine unbekannte Gendupli-

kation zur�uckzuf�uhren ist. Durch die verschiedenen (23) M�oglichkeiten, die

Globine von Mensch, Pferd und A�e aus der �- oder �-Gruppe der Globine zu

w�ahlen, lassen sich alle m�oglichen (3) Genb�aume korrekt rekonstruieren. Die

Genduplikation erkl�art die Inkonsistenz dieser Genb�aume. Das Wissen �uber die

Duplikation einer Genfamilie erm�oglicht uns somit, die Inkonsistenz von kor-

rekten Genb�aumen zu dieser Familie zu erkl�aren und von solchen Genb�aumen

zu unterscheiden, deren Inkonsistenz sich m�oglicherweise durch eine fehlerhafte

Rekonstruktion ergeben hat.

Kennen wir hingegen in dem Speziesbaum die Spezies, in welchen eine Gendu-

plikation stattgefunden hat, so k�onnen wir aus dem Speziesbaum einen m�og-

lichen vollst�andigen Genbaum ableiten.

Ein Beispiel: Betrachten wir Abbildung 1.4, wobei wir annehmen, da� die Du-

plikation der Globine in das �- und �-Duplikat in der Wurzel des Speziesbaumes

stattgefunden hat. Die Entwicklung der Gene vollzieht sich durch die Entwick-

lung der Spezies, also entsprechend der Phylogenie des Speziesbaumes. Damit

besitzen beide Kopien die M�oglichkeit, sich entsprechend der Phylogenie des

Speziesbaumes zu entwickeln. Wir erhalten somit den vollst�andigen Genbaum

aus Abbildung 1.2.

Mensch PferdSchimpanse

Speziesbaum
Duplikationsgen

α-Duplikat β-Duplikat

Abbildung 1.4: Entwicklung der Kopien im Speziesbaum
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1.2 Die Vorhersage von Genduplikationen

1994 hat der Biologe Page ein biologisches Modell, den Reconciled Tree, zu

der Vorhersage von Genduplikationen und deren Entwicklung in der Evolution

vorgestellt. Ein Reconciled Tree ist von Page direkt aus dem Duplikations-

Mechanismus der Evolution abgeleitet worden und damit biologisch interpre-

tierbar. Basierend auf einem Reconciled Tree hat Page einen Algorithmus ent-

wickelt, welcher unter einer f�ur die Praxis nachteiligen Einschr�ankung Gendu-

plikationen vorhersagt. Obwohl dieser bereits erfolgreich in der Anwendung

eingesetzt wird (in dem Programm COMPONENT), sind dessen Korrektheit

und Laufzeit bisher nicht gezeigt worden (eine einfache Analyse zeigt ein qua-

dratisches Laufzeitverhalten). Diese Nachteile liegen im wesentlichen in der in-

direkten und, f�ur die Konstruktion eines Reconciled Tree schwer zug�anglichen,

semiformalen Beschreibung desselben begr�undet.

In dieser Arbeit werden wir den konstruktiven Reconciled Tree aus einem Re-

conciled Tree von Page ableiten. Der konstruktive Reconciled Tree ist zu ei-

nem Reconciled Tree von Page �aquivalent, aber im Gegensatz zu diesem direkt

(konstruktiv) und formal de�niert. Damit bildet der konstruktive Reconciled

Tree die Grundlage f�ur alle weiteren Arbeiten. Wir werden Ma�e zu dem kon-

struktiven Reconciled Tree formulieren, welche Aussagen �uber die Qualit�at der

vorhergesagten Genduplikationen machen. Basierend auf dem konstruktiven

Reconciled Tree werden wir einen (korrekten) Algorithmus entwickeln, welcher

Genduplikationen vorhersagt und die Qualit�at dieser Vorhersagen durch Ma�e

zu dem konstruktiven Reconciled Tree berechnet. Der Algorithmus hat dabei

ein f�ur jede in der Praxis vorkommende Eingabe lineares Laufzeitverhalten.

Abschlie�end werden wir mit dem konstruktiven Reconciled Tree Gendupli-

kationen und deren Entwicklung in der Evolution der Farbwahrnehmung be-

stimmen. Die vorhergesagten Genduplikationen werden in der Evolution der

Farbwahrnehmung neue und paraloge Entwicklungen aufzeigen. Diese geben

uns dann neue Einsichten in die Entstehung der Farbwahrnehmung.

In den folgenden Abschnitten geben wir einen �Uberblick zu den einzelnen Ka-

piteln dieser Arbeit.

1.2.1 Ein Reconciled Tree nach Page

Der Biologe Page hat 1994 aufbauend auf den Arbeiten von Goodman et al.

(1979) sowie Nelson und Platnick (1981) ein Modell, den Reconciled Tree, zu

der Vorhersage von Genduplikationen und deren Entwicklung in der Evolution,
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vorgestellt (Page, 1994a). Page sagt Genduplikationen und deren evolution�are

Entwicklung f�ur einen gegebenen Genbaum G und einen gegebenen Spezies-

baum S voraus. Der Genbaum G beschreibt die Phylogenie einer Menge M

von heute existierenden Genen. Die Spezies der Gene, aus welchen die heute

existierenden Gene der Menge M stammen, sind bekannt und werden durch

dieselbe Menge M beschrieben. Damit identi�zieren wir die Menge M der exi-

stenten Gene in G mit den Spezies dieser Gene in dem Speziesbaum S. Der

Speziesbaum S beschreibt die Phylogenie der Spezies aus der Menge M.

Sind der Genbaum G und der Speziesbaum S inkonsistent zueinander, so kann

dies durch unerkannte Genduplikationen in G erkl�art werden (siehe Abschnitt

1.1.2). Dazu leitet Page aus dem Speziesbaum S die an Kardinalit�at unendliche

Menge G von Genb�aumen ab, welche sich durch Genduplikationen ergeben. Im

wesentlichen erkl�art jeder Genbaum der Menge G, in welchen sich der Genbaum

G einbetten l�a�t, die Inkonsistenz zwischen dem Genbaum G und dem Spezies-

baum S aufgrund von Genduplikationen. Nach dem Parsimony-Ansatz w�ahlt

Page einen Genbaum R mit minimaler Anzahl an Knoten aus der Menge G, in

welchen sich der Genbaum G einbetten l�a�t. Ein solcher Genbaum wird von

Page als Reconciled Tree1 bezeichnet. Aus dem Reconciled Tree R lassen sich

einerseits die Genduplikationen ablesen, andererseits zeigt er aber auch deren

Entwicklung in der Evolution.

Basierend auf dem Modell des Reconciled Tree hat Page einen Algorithmus, den

wir als Page-Algorithmus bezeichnen, zu der Vorhersage von Genduplikationen

und deren evolution�arer Entwicklung in dem Programm COMPONENT 2.0

(1995) integriert (COMPONENT ist ein Programm f�ur die Analyse von evolu-

tion�aren B�aumen). Der Page-Algorithmus arbeitet zwar auf einem direkt aus

der Evolution �ubertragenen Modell, besitzt jedoch wesentliche Nachteile. Ei-

nerseits ist die Korrektheit und Laufzeit des Page-Algorithmus nicht gezeigt

worden. Andererseits sagt der Page-Algorithmus Genduplikationen nur f�ur bi-

furkierende Phylogenien (G;S) voraus, obwohl ein Reconciled Tree auch f�ur

multifurkierende Phylogenien die Vorhersage von Genduplikationen erm�oglicht.

In der Anwendung ist die Verwendung multifurkierender Phylogenien oft von

gro�er Bedeutung. H�au�g entstehen bei der Rekonstruktion des Gen- oder Spe-

ziesbaumes Unsicherheiten, welche durch Multifurkationen ausgedr�uckt werden

k�onnen. Besitzen zwei Knoten in einem phylogenetischen Baum einen geringen

zeitlichen Abstand, so wirkt sich ein kleiner Fehler in der Rekonstruktion dieses

Abstands sofort auf die Topologie dieses Baumes aus. Da Genduplikationen auf-

1Dieser ist der De�nition nach nicht eindeutig durch G und S bestimmt.
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unsichere Kante
Auflosung der Kante
durch Multifurkation

..

Abbildung 1.5: Die Multifurkation zeigt Unsicherheiten

grund von inkonsistenten Topologien des Gen- und Speziesbaumes vorhergesagt

werden, wirkt sich ein solcher Fehler gravierend auf die Qualit�at der Vorhersage

aus. Durch die Verwendung von Multifurkationen kann ein unsicherer kleiner

zeitlicher Abstand zwischen zwei Knoten in dem phylogenetischen Baum zu ei-

nem Knoten zusammengefa�t werden, wie es z.B. in der Abbildung 1.5 gezeigt

ist. Auch die Taxa-Datenbank des NCBI, aus welcher wir in der Anwendung

die Speziesb�aume ableiten, enth�alt eine Vielzahl von Multifurkationen (siehe

z.B. den Speziesbaum in Abb. 8.4 von Seite 154 des Anwendungskapitels 8).

Damit bedeutet in der Anwendung die Einschr�ankung des Page-Algorithmus

auf bifurkierende Phylogenien ein erh�ohtes Fehlerpotential in der Vorhersage-

qualit�at der Genduplikationen.

Wir werden in Kapitel 3 den Reconciled Tree aus dem Duplikationsmechanis-

mus der Evolution ableiten und dazu die semiformale Beschreibung von Page

angeben. Um hieraus Strukturaussagen abzuleiten, geben wir eine formale De-

�nition der Beschreibung von Page an.

1.2.2 Strukturaussagen zu einem Reconciled Tree

Das von Page f�ur die Vorhersage von Genduplikationen und deren Entwicklung

verwendete Modell des Reconciled Tree ist direkt von dem Duplikationsme-

chanismus der Evolution abgeleitet worden. Hieraus ergibt sich auf nat�urliche

Weise eine gute biologische Interpretierbarkeit eines Reconciled Tree. Jedoch ist

es schwer, mit diesem Modell die Genduplikationen zu berechnen, da hierzu ein

Reconciled Tree in einer an Kardinalit�at unendlichen Menge von Genb�aumen

gesucht werden mu�. Im einfachsten Ansatz mu� jeder dieser Genb�aume auf

seine Eigenschaft als Reconciled Tree hin untersucht werden. Dabei kann der

jeweilige auf den Reconciled Tree zu untersuchende Genbaum eine gro�e Anzahl

von Knoten besitzen. Daher verwendet der Page-Algorithmus Strukturaussagen
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zu einem Reconciled Tree, mit welchen er die Genduplikationen vorhersagt. Die

Korrektheit dieser Strukturaussagen ist jedoch bisher nicht gezeigt worden.

Wir werden in Kapitel 4 wesentliche Strukturaussagen zu einem Reconciled

Tree zeigen, mit welchen wir letztendlich dessen eindeutige Topologie beschrei-

ben werden. Somit k�onnen wir die Topologie des Reconciled Tree zu einem

gegebenen Gen- und Speziesbaum konstruktiv durch Subtopologien des Spe-

ziesbaumes beschreiben.

Um die Topologie eines Reconciled Tree zu beschreiben, verwenden wir das

Duplikations-Theorem. Dieses beschreibt nur durch den Gen- und Spezies-

baum die Genduplikationen in einem zugeh�origen Reconciled Tree. Durch das

Duplikations-Theorem k�onnen wir somit die Genduplikationen vorhersagen, oh-

ne einen Reconciled Tree selbst zu berechnen. Basierend auf dem Duplikations-

Theorem werden wir einen Algorithmus konstruieren, welcher die Gendupli-

kationen f�ur einen Reconciled Tree in fast linearer Zeit berechnet. Ohne das

Duplikations-Theorem m�u�ten wir einen Reconciled Tree auf Genduplikationen

hin durchsuchen. Da dieser, in der Kardinalit�at des Gen- oder Speziesbaumes,

quadratisch viele Elemente besitzen kann, w�urde ein Algorithmus dazu minde-

stens ein quadratisches Laufzeitverhalten besitzen.

Als Nebene�ekt sind die von dem Page-Algorithmus verwendeten Strukturaus-

sagen in den von uns gezeigten Strukturaussagen enthalten, womit die Korrekt-

heit des Page-Algorithmus im wesentlichen gezeigt ist.

1.2.3 Der konstruktive Reconciled Tree

Mit den zuvor aus dem Reconciled Tree abgeleiteten Strukturaussagen werden

wir in Kapitel 5 den konstruktiven Reconciled Tree de�nieren. Der konstruk-

tive Reconciled Tree zu einem Genbaum G und einem Speziesbaum S besitzt

dieselbe Topologie wie ein Reconciled Tree zu G und S. Aufgrund derselben

Topologie ist der konstruktive Reconciled Tree ein zu dem Reconciled Tree

�aquivalentes Modell, um Genduplikationen und deren Entwicklung in der Evo-

lution vorherzusagen.

Die De�nition des konstruktiven Reconciled Tree gibt uns, im Gegensatz zu

einem Reconciled Tree, eine konkrete und eindeutige Vorstellung von dessen

Topologie. Denn diese setzt sich aus { in der De�nition durch die Topologie

von G direkt angegebenen { Subtopologien des Speziesbaumes S zusammen.

Damit ist der konstruktive Reconciled Tree auch direkt, aus seiner De�nition

heraus, konstruierbar. Die Benennung der Elemente des konstruktiven Reconci-

led Tree ist so gew�ahlt worden, da� diese eine direkte biologische Interpretation

besitzen und sich auch formal einfach handhaben lassen.
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1.2.4 Ma�e zum konstruktiven Reconciled Tree

Um eine Aussage �uber die Qualit�at von vorhergesagten Genduplikationen zu

erhalten, f�uhren wir in Kapitel 6 Ma�e zu dem konstruktiven Reconciled Tree

ein. Dazu beginnen wir mit der De�nition eines groben Ma�es, welches nach

einem biologischen Konzept die Qualit�at von Genduplikationen des konstrukti-

ven Reconciled Tree bewertet. Aus dem groben Ma� de�nieren wir dann durch

schrittweise Verfeinerung des biologischen Konzeptes weitere, sensiblere, Ma�e.

Die so de�nierten Ma�e basieren damit auf Verfeinerungen desselben biologi-

schen Konzeptes.

Wir zeigen dann, da� im wesentlichen alle aus der Literatur bekannten Ma�e

�aquivalent zu den von uns de�nierten Ma�en sind, wenn wir unsere Ma�e auf

bifurkierende Phylogenien beschr�anken. Somit k�onnen die aus der Literatur

bekannten Ma�e nach demselben biologischen Konzept abgeleitet werden und
�Aquivalenzen zwischen in der Literatur unterschiedlich de�nierten Ma�en auf-

gedeckt werden.

Bemerkenswert ist das Ma� MMMS, welches sich auch nach dem von uns ver-

wendeten Konzept ableiten l�a�t. Denn dieses Ma� ist nach einem biologischen

Konzept de�niert, welches sich wesentlich von dem unsrigen unterscheidet. Erst

dieMirkin-Muchnik-Smith-Vermutung (Mirkin et al., 1995), bekannt als MMS-

Vermutung, gab uns den Hinweis darauf, auch dieses Ma� nach dem von uns

verwendeten Konzept ableiten zu k�onnen. Die MMS-Vermutung besagt, da�

das Ma� MMMS zu einem nach unserem Konzept ableitbaren Ma� MMuchnik

�aquivalent ist. Der Beweis dieser Vermutung (Eulenstein und Vingron, 1995) )

zeigte dann, da� zwei g�anzlich unterschiedliche biologische Konzepte zu dem-

selben Ma� f�uhren.2 Wir werden in dem Kapitel 6 die grundlegende Idee des

Beweises von Eulenstein und Vingron aufzeigen.

Damit lassen sich alle in dieser Arbeit aus der Literatur angegebenen Ma�e

durch ein von uns de�niertes Ma� berechnen. Im wesentlichen l�a�t sich jedes

unserer Ma�e in linearer Zeit berechnen und damit jedes uns aus der Literatur

bekannte Ma�.

2Der Beweis der MMS- Vermutung ist erstmals von Eulenstein und Vingron (1995) gezeigt

worden. Von diesem Beweis unabh�angig ist die Vermutung dann von Zhang (1997) best�atigt

worden. Varianten des urspr�unglichen Beweises von Eulenstein und Vingron sind in Eulenstein,

Mirkin und Vingron (1997) sowie Eulenstein und Vingron (1998) zu �nden.
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1.2.5 Algorithmus

In dieser Arbeit werden wir in Kapitel 7 erstmals die Korrektheit eines Algo-

rithmus zeigen, welcher Genduplikationen auf multifurkierenden Phylogenien

vorhersagt und die Qualit�at dieser Vorhersage durch ein biologisch sensibles

Ma� bewertet. Dieser Algorithmus besitzt dazu ein f�ur alle in der Praxis vor-

kommenden Anwendungen lineares Laufzeitverhalten.

Mit den vorhergesagten Genduplikationen kann dann der konstruktive Recon-

ciled Tree direkt nach seiner De�nition und damit mit einer linearen Laufzeit in

der Anzahl seiner Elemente konstruiert werden. Der konstruktive Reconciled

Tree zu einem Genbaum G und einem Speziesbaum S besitzt im schlechtesten

Fall quadratisch viele Elemente in der Gr�o�e des Speziesbaumes S. Somit l�a�t

sich der konstruktive Reconciled Tree in quadratischer Zeit in der Gr�o�e des

Speziesbaumes S berechnen.

Wir werden au�erdem eine einfache Reduktion des Problemes der Vorher-

sage von Genduplikationen zeigen, welche durch das Duplikations-Theorem

erm�oglicht wird. Durch die Reduktion erhalten wir asymptotisch dieselbe Lauf-

zeit, wie beim zuerst genannten ma�geschneiderten Algorithmus. In der An-

wendung ist der ma�geschneiderte Algorithmus jedoch schneller als ein Algo-

rithmus, welcher auf der Reduktion basiert.

1.2.6 Anwendung

Die Biologen Kawamura und Yokoyama (1995) haben aufgrund einer neu se-

quenzierten Sequenz eine Genduplikation in der Evolution der Farbwahrneh-

mung postuliert. Wie Kawamura und Yokoyama werden auch wir mit dem

konstruktiven Reconciled Tree in Kapitel 8 Genduplikationen in der Evolution

der Farbwahrnehmung vorhersagen.

Eine Analyse mit dem Reconciled Tree von Page ist zuvor durch Yuan, Eulen-

stein, Vingron und Bork (1998) erfolgt. Zu diesem Zeitpunkt war die Vorhersa-

ge von Genduplikationen jedoch noch auf bifurkierende Phylogenien beschr�ankt

und nicht gezeigt, da� der dort analysierte Reconciled Tree der De�nition von

Page entspricht. Aufgrund der Verwendung des eingeschr�ankten Modells des

Reconciled Tree konnten vorhandene Ungenauigkeiten im Speziesbaum nicht

ausgedr�uckt und dadurch in den vorhergesagten Genduplikationen und deren

Entwicklung nicht mehr aufgezeigt werden.

In der hier gezeigten Analyse werden wir die Genduplikationen erstmals f�ur mul-

tifurkierende Phylogenien vorhersagen und an dem zugeh�origen konstruktiven

Reconciled Tree die evolution�are Entwicklung der Genduplikationen analysie-

ren.





Kapitel 2

Darstellung von phylogenetischen

B�aumen

Das grundlegende Objekt unserer Betrachtung ist der phylogenetische Baum in

seinen unterschiedlichen Bedeutungen wie Gen- oder Speziesbaum. �Ublicher-

weise werden gewurzelte phylogenetische B�aume in der systematischen Biologie

als Mengensysteme dargestellt. Auch die in dieser Arbeit verwendeten Aussa-

gen aus der Literatur stellen den phylogenetischen Baum als Mengensystem dar.

Diese Darstellung werden wir jedoch nicht alleine aufgrund ihrer allgemeinen

Akzeptanz verwenden. Daher werden wir in Abschnitt 2.1 die Mengensystem-

darstellung direkt aus den Anforderungen dieser Arbeit an den phylogeneti-

schen Baum ableiten und diese dann in Abschnitt 2.1 formal de�nieren.

{1} {2} {3} {4} {5} {1}{2}{3}{4}{5}

G S

{1,2,3} {4,5}

{1,2,3,4,5}

{4,5}

{2,3,4,5}

{1,2,3,4,5}

Abbildung 2.1: Die Hasse-Diagramme der Mengensysteme von G und S
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2.1 Die Darstellung als Mengensystem

Die wahrscheinlich intuitiv eing�angigste Darstellung des phylogenetischen Bau-

mes ist die des Baumgraphen. Als Beispiel sind in Abbildung 2.1 zwei phylo-

genetische B�aume, ein Genbaum G und ein Speziesbaum S, als Baumgraphen

dargestellt. Innere Knoten des Genbaumes G sind Gene, welche fr�uher einmal

existierten. Aus diesen Genen haben sich, entsprechend der Topologie des Gen-

baumes G, die heute existierenden Gene, die Bl�atter von G, entwickelt. Analoges

gilt f�ur den Speziesbaum S.

Da wir die fr�uher existenten Gene und Spezies meist nicht kennen, werden

diesen k�unstliche Bezeichnungen zugeordnet. �Ublicherweise werden diese Gene

oder Spezies durch Mengen, wie in Abbildung 2.1 gezeigt, bezeichnet. Diese

Bezeichnungen erh�alt man, indem auch den Bl�attern des Gen- und Speziesbau-

mes Mengen zugeordnet werden. Um einen Knoten X eines Gen- oder Spe-

ziesbaumes durch eine Menge zu bezeichnen, betrachtet man die Bl�atter des

Teilbaumes, welcher durch X gewurzelt ist. Durch die Vereinigung der Mengen

dieser Bl�atter wird dann der Knoten X gekennzeichnet.

Im wesentlichen werden wir einen Genbaum G und einen Speziesbaum S ge-

meinsam betrachten. Dies liegt daran, da� uns die Spezies des Speziesbaumes

S interessieren, welche ein Gen des Genbaumes G beinhalten k�onnen. Hierunter

verstehen wir, da� ein Organismus einer Spezies existiert hat, welcher dieses

Gen aufgrund der Phylogenien G und S beinhaltet haben kann.

Ein Gen X 2 G kann in einer Spezies X 0 2 S genau dann enthalten

sein, wenn die Spezies des Teilbaumes in S gewurzelt an X 0 alle

Gene, des Teilbaumes in G gewurzelt an X beinhalten.

Ein Beispiel: Betrachten wir in Abbildung 2.1 das Gen f4; 5g. Setzen wir voraus,

da� wir die Spezies der heute existierenden Gene kennen und die Gene der

Bl�atter von G in den identisch bezeichneten Spezies beinhaltet sind. Dann kann

das Gen f4; 5g nur in den Spezies f4; 5g; f2; 3; 4; 5g und f1; 2; 3; 4; 5g beinhaltet

sein.

Die von heute an betrachtete j�ungste Spezies X 0 2 S, die ein Gen

X beinhaltet haben kann, bezeichnen wir als die Host-Spezies von

X 0.

In Abbildung 2.1 ist z.B. die Spezies f4; 5g die Host-Spezies des Gens f4; 5g. Da

einem Molekularbiologen die Host-Spezies, aus denen er seine Gene extrahiert,
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bekannt sein sollten, setzen wir diese als bekannt voraus. Die Bezeichner dieser

Gene identi�zieren wir allgemein mit den Bezeichnern ihrer Host-Spezies und

leiten die folgende Voraussetzung ab.

Die Bezeichner der Bl�atter in G sind identisch mit denen der Bl�atter

in S.1

Mit dieser Voraussetzung k�onnen wir nun jedem Gen in G seine Host-Spezies

zuordnen. Ein Beispiel: Wir wollen Gen f1; 2; 3g 2 G in Abbildung 2.1 seine

Host-Spezies zuordnen. Die Nachfolge-Gene von f1; 2; 3g sind die Gene f1g; f2g

und f3g, welche nach Voraussetzung in den gleichnamigen Spezies beinhaltet

sind. Damit ist die Spezies f1; 2; 3; 4; 5g die einzige, in der das Gen f1; 2; 3g bein-

haltet sein kann. Somit ist Spezies f1; 2; 3; 4; 5g auch die Host-Spezies des Gens

f1; 2; 3g.

Ordnen wir also einem Gen X 2 G seine Host-Spezies zu, so betrachten wir die

Bl�atter des Teilbaumes von G gewurzelt an X. Diese Bl�atter identi�zieren wir

mit den Namen ihrer entsprechenden Host-Spezies und suchen f�ur diese Spezi-

es den kleinsten Teilbaum in S, welcher nur diese als Bl�atter beinhaltet. Die

Wurzel dieses Teilbaumes ist dann die Host-Spezies von X.

Den Vorgang, die Bl�atter eines Teilbaumes, welcher durch ein Gen oder eine

Spezies gewurzelt ist, zu suchen, verk�urzen wir. Dazu bezeichnen wir ein Gen

oder eine Spezies durch die Menge der Bl�atter des Teilbaumes, welcher durch

dieses Gen oder diese Spezies gewurzelt ist (wie wir es schon in Abbildung 2.1

getan haben). Also ist X 0 die Host-Spezies des Gens X, wenn X � X 0 gilt und

kein Y 0 2 S mit X � Y 0 � X 0 existiert. Dies entspricht der kleinsten oberen

Schranke von X in den Mengenbezeichnern von S.

Die Mengen-Bezeichner der Knoten eines phylogenetischen Baumes bilden ein

spezielles Mengensystem, dessen Hasse-Diagramm isomorph zu dem phylogene-

tischen Baumgraphen ist. Ein solches Mengensystem beschreibt also einerseits

durch sein Hasse-Diagramm den phylogenetischen Baum und stellt andererseits

die auf Mengen �ublichen Relationen zur Verf�ugung, mit welchen wir die Host-

Spezies beschreiben. Estabrook und McMorris (1980) haben ein Mengensystem

mit den hier beschriebenen Eigenschaften als n-Clustersystem de�niert.

1Damit kann G keine Bl�atter derselben Host-Spezies besitzen, welches ein Nachteil in der

Anwendung w�are. Vingron (pers�onlich kommuniziert) hat jedoch f�ur Bl�atter des Genbaumes

derselben Host-Spezies jeweils neue Pseudo-Spezies eingef�uhrt und damit den Nachteil in der

Anwendung beseitigt.
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2.2 Das n-Clustersystem

In diesem Abschnitt f�uhren wir die mengentheoretische Darstellung des phylo-

genetischen Baumes von McMorris und Estabrook (1980), das n-Clustersystem,

ein. Wir zeigen dann, da� das n-Clustersystem eine Darstellung f�ur den phylo-

genetischen Baum ist.

Das n-Clustersystem ist eine Menge von Bezeichnern eines phylogenetischen

Baumes mit gewissen Eigenschaften. Damit ein phylogenetischer Baum durch

eine Menge dargestellt werden kann, mu� diese Menge au�er den Bezeich-

nern auch die Topologie des phylogenetischen Baumes wiedergeben. In Ab-

schnitt 2.2.1 zeigen wir, da� diese Topologie allgemein durch eine bestimmte

Ordnung, die phylogenetische Baumordnung, auf einer Menge dargestellt wer-

den kann. In Abschnitt 2.2.2 geben wir dann die De�nition des n-Clustersy-

stemes von Estabrook und McMorris (1980) an und zeigen, da� dieses eine

Baumordnung besitzt. Damit ist das n-Clustersystem eine Darstellung f�ur den

phylogenetischen Baum.

2.2.1 Die Baumordnung

Damit ein phylogenetischer Baum durch eine Menge darstellbar ist, mu� diese

eine zu dem Baumgraphen �aquivalente Topologie besitzen. Die Knoten des

Baumgraphen werden durch eine Menge dargestellt und die Kanten zwischen

den Knoten durch eine Relation, welche auf dieser Menge eine Baumordnung

ist.

De�nition 2.1 (Baumordnung)

Sei M eine Menge und v eine Relation auf dieser Menge. Wir bezeichnen

diese Relation als Baumordnung auf M, wenn die folgenden Aussagen gel-

ten (die bin�aren Relationen t;u und � sind im Appendix Def. 9.5 sowie

Def. 9.4 de�niert).

1. v ist auf M eine Ordnungsrelation.

2. M ist gegen t abgeschlossen.

3. 8X;Y 2M : :(X � Y)) X u Y =2M.

F�ur eine Menge M mit einer Baumordnung f�uhren wir nun einige Bezeichnun-

gen ein, welche sich auf nat�urliche Weise von den Baumgraphen ableiten.

De�nition 2.2 (Wurzel, Bl�atter, Kinder, Eltern, Teilbaum)

Sei M eine Menge mit einer Baumordnung v und x; y 2M.
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Wurzel: Ro(M) :=
F
M,

bezeichnen wir als Wurzel von M (Ro f�ur Root).

Blatt: Le(M) := fl 2M j @s 2M : s @ lg,

bezeichnen wir als die Bl�atter von M (Le f�ur Leaves).

Kinder: Ch(x) := fz 2M j z @ x^ @y 2M : y 6= z) z @ y @ xg,

bezeichnen wir als die Kinder von x (Ch f�ur Children).

Eltern: Pa(z) = x :, z 2 Ch(x),

bezeichnen wir als Eltern von x (Pa f�ur Parent).

Teilbaum: TM(x) := fy 2M j y v xg,

bezeichen wir als Teilbaum von M gewurzelt an x.

Das �Aquivalent des Weges in einem Baumgraphen von x nach y der Baum-

ordnung ist die Kette K(X;Y).

Mit der Baumordnung l�a�t sich allgemein ein Baumgraph beschreiben. Damit

ein Baumgraph einen phylogenetischen Baum darstellt, mu� er noch die beiden

folgenden Eigenschaften erf�ullen.

{ Die Menge der Knoten des Baumgraphen ist endlich.

{ Kein Knoten eines Baumgraphen hat genau ein Kind.

De�nition 2.3 (Phylogenetische Baumordnung)

Sei M eine endliche Menge mit einer Relation v. Wir bezeichnen die-

se Relation als phylogenetische Baumordnung auf M, wenn v auf M eine

Baumordnung ist und 8 x 2M : jCh(x)j 6= 1 gilt.

2.2.2 Das n-Clustersystem

Wir werden die De�nition des n-Clustersystemes angeben, welches wir in Ab-

schnitt 2.1 vom phylogenetischen Baumgraphen abgeleitet haben und das von

Estabrook und McMorris (1980) de�niert wurde. Damit das n-Clustersystem ei-

ne zu dem phylogenetischen Baum �aquivalente Darstellung ist, zeigen wir dann,

da� dieses mit der Relation � eine phylogenetische Baumordnung besitzt.

De�nition 2.4 (n-Clustersystem)

Sei M eine endliche Menge und M � }(M). Wir bezeichnen M als n-

Clustersystem �uber M, wenn es folgenden Bedingungen gen�ugt:

(i)M 2M (ii) ; =2M

(iii) 8i 2M : fig 2M (iv) 8X;Y 2M : X \ Y 2 f;; X; Yg

Die Menge aller n-Clustersysteme �uber M bezeichnen wir mit N(M).
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Lemma 2.1

Sei M eine Menge und M 2 N(M), dann ist � ein Baumordnung auf M.

Wir zeigen dazu:

Beweis.
1. � ist Ordnung auf M: Dies gilt o�ensichtlich.

2. M ist gegen t abgeschlossen: Seien X;Y 2 M. Da M 2 N(M) gilt, folgt

X �M und Y �M. Nach Def. 2.4(1) ist M 2 M. Also ist M eine obere

Schranke f�ur X und Y. M ist endlich, da M endlich ist. Somit existiert

X t Y in M.

3. 8X;Y 2M : :(X � Y)) X u Y =2M.

Seien X:Y 2Mmit :(X�Y). Mit Bedingung (iv) der Def. 2.4 folgt X\Y = ;

hieraus. Damit ist XuY = ;. Nach Bedingung (ii) der Def. 2.4 gilt ; =2M.

Somit gilt X u Y =2M.

4. 8X 2M : jCh(K)j 6= 1. Annahme:9X 2M : jCh(X)j = 1.

Sei Ch(X) = fZg. Damit gilt Z � X. Wegen Z � X existiert ein i 2 X n Z.

Da M 2 }(M), ist X � M, womit i 2 M ist. Nach Bedingung (iii) der

Def. 2.4 ist I := fig 2 M. Also existiert ein I 2 M mit I * Z und I � X,

womit ein Y 2 Ch(X) mit Z 6= Y existiert. Dies ist ein Widerspruch zu

der Annahme.

Damit kann der phylogenetische Baum durch ein n-Clustersystem dargestellt

werden. Wenn wir im weiteren von einem phylogenetischen Baum sprechen, so

ist hierunter dessen Darstellung als n-Clustersystem zu verstehen. Au�erdem

betrachten wir von nun an nur noch endliche Mengen.

2.3 Die Erweiterung der kleinsten oberen Schran-

ke

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M), wobei G ein Genbaum und S ein Spezies-

baum ist. Wir werden nun, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, einem Gen

X 2 G seine Host-Spezies X 0 2 S durch die kleinste obere Schranke der Elemen-

te aus X in S zuordnen. Hierzu erweitern wir die De�nition 9.5 der kleinsten

oberen Schranke.2

2Die kleinste obere Schranke
F
K in einer Menge M ist nur f�ur Elemente K � M de�niert.

F�ur die Bestimmung der Host-Spezies ben�otigen wir jedoch die kleinste obere Schranke
F
K in

der Menge S mit K 2 G.
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De�nition 2.5 (
F
T(X) kleinste obere Schranke von X in T)

Sei M eine Menge, M 2 N(M) und X �M. Dann bezeichnen wir

G
M
(X) :=

G
ffig 2M j i 2 Xg

als die kleinste obere Schranke von X in M.

Seien A;B 2 G. Es gilt o�ensichtlich

A �
G

S
(A); A � B)G

S
(A) �

G
S
(B)

Im allgemeinen gilt nicht

(i)
G

S
(A tG B) =

G
S
(A) tS

G
S
(B)

(ii) A � B)G
S
(A) �

G
S
(B)

Wir zeigen die Gegenbeispiele f�ur G und S der jeweils angegebenen Abbildungen.

Die Pfeile der Abbildung geben f�ur jeden inneren Knoten X 2 G die MengeF
S(X) 2 S an.

{1} {2} {3} {4} {2}{4}{3}{1}

{1,3}

{1,3,4}

{1,2,3,4}

{1,2} {3,4}

{1,2,3,4}
G S

Abbildung 2.2: Ein Genbaum G und Speziesbaum S.

Zu (i): Seien f1g; f2g 2 G, dann gilt in Abb. 2.1:

f1g tG f2g = f1; 2; 3g 6= f1; 2; 3; 4; 5g =
G

S
(f1g) tS

G
S
(f2g)

Zu (ii): Seien f1; 2g; f1; 2; 3; 4g 2 G, dann gilt in Abb. 2.2:

f1; 2g � f1; 2; 3; 4g ^
G

S
(f1; 2g) = f1; 2; 3; 4g =

G
S
(f1; 2; 3; 4g)





Kapitel 3

Der Reconciled Tree nach

R. Page

Der Reconciled Tree ist ein spezieller Genbaum, welcher die sensitive Vorher-

sage von Genduplikationen und deren Entwicklung in der Evolution durch den

Rechner erm�oglicht. Das Modell des Reconciled Tree ist von dem Biologen

Page (1994a), aufbauend auf den Arbeiten von Goodman et al. (1979) sowie

Nelson und Platnick (1981), entwickelt und in den Arbeiten von Page (1994a),

Slowinski et al. (1997), Page et al. (1997) und Yuan et al. (1998) als das zentrale

Modell zu der Analyse von Genduplikationen und deren Entwicklung eingesetzt

worden.

In diesem Kapitel werden wir den Reconciled Tree von Page einf�uhren und

hierzu eine formale De�nition angeben. Aus der formalen De�nition werden

wir dann in dem folgenden Kapitel 4 strukturelle Aussagen ableiten, mit denen

wir den Reconciled Tree schnell berechnen k�onnen.

Um den Reconciled Tree einzuf�uhren, zeigen wir in Abschnitt 3.1, da� Page den

Reconciled Tree auf nat�urliche Weise und direkt aus der Evolution abgeleitet

hat. Basierend hierauf hat Page dann eine semiformale De�nition des Recon-

ciled Tree angegeben (Page,1994a), die wir in Abschnitt 3.2 zeigen werden, um

daraus abschlie�end in Abschnitt 3.2 eine formale De�nition des Reconciled

Tree von Page anzugeben.

3.1 Die Ableitung aus der Evolution

Angenommen, der Genbaum G in Abbildung 3.1 ist f�ur einen Gentyp korrekt

rekonstruiert worden. Es stimmt mit unserer Vorstellung von der Speziesent-

wicklung �uberein, da� das Gen 4 des A�en und das Gen 5 des Menschen einen
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fr�uheren gemeinsamen Vorfahren besitzen als diese mit jedem anderen Gen (1,

2, und 3). Aber, da� das Gen 2 des Pferdes und das Gen 3 des Vogels einen

fr�uheren gemeinsamen Vorfahren besitzen als Gen 2 des Pferdes und Gen 4 des

A�en, widerspricht unserer Vorstellung.

Die grobe Vorstellung davon, wie der Genbaum aussehen sollte, leiten wir direkt

von der Entwicklung der Spezies ab. In gewisser Weise ist dies korrekt, da sich

die Entwicklung der Gene durch die Entwicklung der Spezies vollzieht. Wir

sollten demnach eine Entwicklung der Gene in G erwarten, welche konsistent

zu der Entwicklung der Spezies ist. Aus S leiten wir also einen Genbaum ab,

welcher konsistent zu S ist. G ist jedoch nicht auf diese Weise aus S ableitbar.

1 2 3 4 5

A

B

C

a

b c

12345

G S

MenschAffe PferdKamel VogelMensch AffePferdKamel Vogel

Genbaum eines Gentypes
(wie z.B. Globin)

der angegebenen
Spezies

Abbildung 3.1: Inkonsistenz eines korrekten Genbaumes G und Speziesbaumes S

In der Evolution existieren Mechanismen, durch welche eine zu S inkonsistente

Entwicklung der Gene entsteht. Wichtige Mechanismen sind dabei der hori-

zontale Gen-Transfer und die Genduplikation.

Der horizontale Gen-Transfer: Bisher haben wir Gene betrachtet, welche sich

von einer Spezies zu deren Nachfolgespezies weiterentwickeln. Jedoch kann ein

Gen, beispielsweise durch Parasiten, auch von einer Spezies eines Teilbaumes

von S zu einer Spezies eines vollkommen anderen Teilbaumes in S transferiert

werden. Ein Gen ist dabei nur zwischen existenten Spezies { und damit hori-

zontal in S { transferierbar. Somit kann ein horizontal zwischen Spezies trans-

feriertes Gen die Inkonsistenz zwischen G und S verursachen. Page (1994b) hat

die Inkonsistenz von Gen und Speziesbaum aufgrund des horizontalen Gen-

Transfers untersucht.
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In dieser Arbeit beschr�anken wir uns auf die Genduplikation und setzen damit

voraus, da� sich die Inkonsistenz zwischen G und S nur durch die Genduplika-

tion erkl�art.

Die Genduplikation: Bei der Genduplikation wird ein Gen in einer Spezies

dupliziert. Ein solches Gen bezeichnen wir als Duplikationsgen. Findet keine

weitere Genduplikation statt, entwickelt sich jede Kopie des Duplikationsgens

konsistent zu S weiter.

Wir zeigen, wie der zu S inkonsistente Genbaum G durch Gen-Duplikationen

aus S ableitbar ist. Betrachten wir dazu in Abbildung 3.2 das Gen A0 in Spezies

A. A0 ist ein Duplikationsgen, dessen Kopien die Gene A1 und A2 in Spezies

A sind. A1 ist wieder ein Duplikationsgen mit den Kopien A11; A12 und A13 in

der Spezies A. Somit k�onnen sich die Gene A11; A12; A13 und A2 konsistent zu

S weiterentwickeln, wie es in Abbildung 3.2 dargestellt ist.

511 512 513 52

A0
A1

A2A11 A12 A13

211 212 213 111 112 113

B11 B12 B13

411 412 413 311 312 313 122232

B2

C11 C12 C13 C2

A

B

C

5 4

42

123
Abbildung 3.2: Die Ableitung R eines zu S konsistenten Genbaumes

Damit der abgeleitete Genbaum R den Genbaum G erkl�art, mu� er eine Ein-

bettung von G beinhalten, die spezieskonform ist. Spezieskonform bedeutet,

da� jedes Gen X 2 G in der Spezies des Gens X 0 2 R, in welches X eingebettet

ist, enthalten sein kann. Also ist die Host-Spezies von X gleich oder entwickelt

sich aus der Spezies, in welcher das Gen X 0 enthalten sein kann.
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A1

A11

B11

C11

B12

C12

A13

B13

C13

A2

B2C2

111 212 4252

A0

A12

511 411 311 211 512 412 312 112 213513 413 313 113 32 22 12

a

1 2 3

c

5 4

b1 2 3 4 5

a

b c

G
R

Abbildung 3.3: Eine spezieskonforme Einbettung von G in R.

Abbildung 3.3 zeigt eine spezieskonforme Einbettung von G in den durch Gen-

duplikationen aus S abgeleiteten Genbaum R. Der Genbaum R ist eine Ablei-

tung minimaler Kardinalit�at aus der unendlichen Menge aller Ableitungen von

S, welche die Inkonsistenz von G und S erkl�aren. Einen solchen Genbaum mit

minimaler Kardinalit�at, welchen wir aus S ableiten und in den G spezieskon-

form einbettbar ist, bezeichnen wir als Reconciled Tree von G �uber S.

Der so beschriebene Reconciled Tree ist von Page (1994a) semiformal de�niert

worden. Wir werden diese De�nition in dem folgenden Abschnitt wiedergeben

und in dem darauf folgenden Abschnitt formal beschreiben.

3.2 Die historische De�nition

Page hat 1994 den Reconciled Tree durch eine semiformale De�nition (Pa-

ge,1994a:63) eingef�uhrt. Wir werden seine De�nition in den folgenden drei

Abs�atzen zitieren und jeweils deren Bedeutung zeigen.

3.2.1 Ableitung, als n-Clustersystem einer Multimenge

Der Reconciled Tree de�niert sich, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, �uber einen

Genbaum G und einen Speziesbaum S. Page beschreibt diese B�aume in der

�ublichen Darstellung als n-Clustersysteme (G;S 2 N(M)) derselben Grundmen-

ge M. F�ur die Darstellung der von S abgeleiteten Genb�aume verwendet Page

ein n-Clustersystem �uber einer Multimenge von M. Die Multimenge de�niert

Page wie folgt.
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Let the set S = fx1; : : : ; xng. A multiset, MS derived from S is

a set fxv11 ; x
v1
2 ; : : : ; x

vn
n g where vi, is the number of times the ith

element of S occurs in M. For example, if M = fa1; b2; c2; d2g, then

M = fa; b; b; c; c; d; dg. The set S is the base set ofMS and is written

SM.

Abbildung 3.5 auf Seite 28 zeigt den im vorigen Abschnitt abgeleiteten Gen-

baum R (Abbildung 3.3). Die Bezeichnungen ohne alphabetische Zeichen zei-

gen die Multimengendarstellung von R. Der Vorteil des Multimengenkonzeptes

wird an den Kopien des Duplikationsgens f13; : : : ; 53g deutlich. Die Entwick-

lungen aller Kopien von f13; : : : ; 53g tragen dieselben Bezeichnungen. Damit

lassen sich auf einfache Weise Genb�aume aus S ableiten, ohne f�ur neue Kopien

weitere Bezeichnungen einf�uhren zu m�ussen.

TGi(x)

TGi(x)\

X={X1,...,Xn}

Gi Gj

Pa(X)={X1,...,Xn,...}

TGi(x)

{X1,...,Xn}

TGi(x)

{X1,...,Xn}

Ro(Gi)={X1,...,Xn,...}
Ro(Gj)={X1

k ,...,Xn
k,...}

Pa(X’)={X1
k ,..., Xn

k,...}

K(Ro(Gi),Pa(X))

K(Ro(Gi),Pa(X))
T2=K(Ro(Gj),Pa(X))

T1

TGi(x)\
K(Ro(Gi),Pa(X))

T3=

X’={X1
k ,..., Xn

k}

Abbildung 3.4: Die Ableitung des Genbaumes Gj durch das Duplikationselement a

aus dem Speziesbaum S

Wir beschreiben nun, wie Genb�aume mit dem Multimengenkonzept aus S in-

duktiv abgeleitet werden. Dazu verwenden wir die bin�aren Relationen [ und

n, welche sich f�ur Multimengen auf nat�urliche Weise von den gleichbezeichne-

ten bin�aren Relationen auf Mengen ableiten. Als Basis f�ur die Ableitung der

Genb�aume dient die Ableitung des Genbaumes aus S, welcher keine Gendupli-

kationen enth�alt. Dies ist das n-Clustersystem S, wobei wir seine Elemente als

Multimengen interpretieren.

Sei Gi ein von S abgeleiteter Genbaum und X 2 Gi. Aus Gi leiten wir einen

Genbaum Gj ab, welcher k Kopien des Gens X enth�alt (siehe Abbildung 3.4).

Dazu kopieren wir den Teilbaum TGi(X) k mal und f�ugen als deren gemeinsame
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Wurzel das Duplikationsgen X 0 hinzu. X 0 besteht dabei aus der Vereinigung

der Wurzeln aller kopierten Teilb�aume, X 0 :=
S
i2f1::: ;kgRo(TGi(X)). Wir er-

halten das n-Clustersystem T1 := X 0 [
S

i2f1::: ;kgTGi(X), welches die k{fache

Duplikation an dem Duplikationsgen X 0 beschreibt. Um einen aus Gi abge-

leiteten Genbaum zu erhalten, f�ugen wir den Teilbaum TGi(X) zu T1 hinzu.

Damit wir durch das Hinzuf�ugen wieder ein n-Clustersystem erhalten, m�ussen

die Elemente der Kette KGi(Ro(Gi);Pa(X)) die Elemente des Duplikationsele-

mentes X 0 als Teilmenge enthalten. Also f�ugen wir zu T1 die modi�zierte Kette

T2 := fV j 9W 2 KGi(Ro(Gi);Pa(X)) : V = X 0 n X [Wg hinzu. Die Elemente

T3 := TGi(X) n KGi(Ro(Gi);Pa(X)) �ubernehmen wir direkt aus Gi und erhalten

abschlie�end das neue n-Clustersystem Gj := T1 [ T2 [ T3.

3.2.2 Das m-Clustersystem

Ein so abgeleiteter Genbaum Gj ist ein n-Clustersystem �uber einer Multimenge

und besitzt die beiden folgenden Eigenschaften.

1. Die Host-Spezies eines Gens X 2 Gj ist dessen Basis SX (die Basen aller

Gene bilden S).

2. Wenn X dupliziert wurde, besitzen seine Kinder dieselbe Basis, sonst be-

sitzt kein Kind von X dieselbe Basis wie X. F�ur zwei beliebige unter-

schiedliche Kinder a; b 2 Ch(X) gilt damit Sa = Sb = SX, wenn X ein

Duplikationsgen ist, und Sa \ Sb = ; sonst.

Mit diesen Eigenschaften eines n-Clustersystemes �uber einer Multimenge hat

Page den m-tree de�niert.

An m-tree T is a set of subsets of M satisfying the following condi-

tions:

1: M 2 T 2: ; =2 T

3: fig 2 T for all i 2M 4: A \ B 2 f;; A; Bg for every A;B 2 T.

5: Let Xi be the cluster of node i. For any two immediate des-

cendants, a and b of node c, Sxa \ Sxb = ;.

In Bedingung 5 sind die direkten Nachfolger als unterschiedlich anzunehmen.

Die in der De�nition des m-trees verwendeten bin�aren Relationen auf Multi-

mengen sind von Page nicht weiter beschrieben worden und m�ussen durch den

praktischen Hintergrund der De�nition verstanden werden. Eine De�nition

dieser bin�aren Relationen, insbesondere der Relation 2, f�uhrt schnell zu einer
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un�ubersichtlichen Formulierung des m-trees. Wir werden sp�ater die Multimen-

ge als Menge darstellen, womit der m-tree ein n-Clustersystem mit der obigen

Eigenschaft 5 ist. Um mit unserer Bezeichnung n-Clustersystem konsistent zu

bleiben, bezeichnen wir den m-tree als m-Clustersystem.

3.2.3 Der Reconciled Tree

Der Reconciled Tree von G und S ist somit ein an Kardinalit�at kleinstes m-

Clustersystem, welches von S ableitbar und in das G spezieskonform einbettbar

ist. Den Speziesbaum bezeichnet Page als Host-Tree TH, den Genbaum als

Associated-Tree TA und ein n-Clustersystem als n-tree.

Let TH be an n-tree on the set of hosts H, and let TA be the set of

subsets of H implied by the associated tree : : : The reconciled tree

TR for TH and TA is the smallest m-tree that

(1) contains all and only the clusters of TH and

(2) contains TA as a subtree.

Die Bedingung (1) beschreibt die Ableitbarkeit des Reconciled Tree von dem

Speziesbaum und Bedingung (2) die spezieskonsistente Einbettbarkeit des Gen-

baumes in den Reconciled Tree.

Das kleinste m-Clustersystem sowie die Beinhaltung von TA als Teilbaum in TR
ist nicht de�niert. Die in der De�nition beschriebene Eindeutigkeit des Recon-

ciled Tree ist nicht gezeigt worden. Aufgrund der direkten Ableitung der De�-

nition des Reconciled Tree aus der Genduplikation sind diese Formulierungen

jedoch weitgehend verst�andlich. F�ur die weitere Arbeit ben�otigen wir aber ei-

ne formale, auf unsere Anforderungen zugeschnittene De�nition des Reconciled

Tree. Diese werden wir in dem n�achsten Abschnitt durch eine Formalisierung

der semiformalen De�nition von Page de�nieren.

3.3 Eine formale De�nition

Wir werden eine formale De�ntion der Formulierung des Reconciled Tree von

Page geben, welche auf die Erfordernisse dieser Arbeit zugeschnitten ist. Dazu

werden wir die von Page verwendeten Begri�e { Multimenge, m-Clustersystem

und Reconciled Tree { reformulieren.
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1a,2a,3a,4a,5a

1 2 3 4 5 12345

G S

R

1b,2b,3b,4b,5b 1c,2c,3c,4c,5c 1d,2d,3d,4d,5d

2a,3a,4a,5a 2b,3b,4b,5b 2c,3c,4c,5c 2d,3d,4d,5d

4a,5a 4b,5b 4c,5c 4d,5d

1a2a3a4a5a 1b2b3b4b5b 1c2c3c4c5c 1d2d3d4d5d

1a,2a,3a,4a,5a,1b,2b,3b,4b,5b,
1c,2c,3c,4c,5c

1a,2a,3a,4a,5a,1b,2b,3b,4b,5b,
1c,2c,3c,4c,5c ,1d,2d,3d,4d,5d

1,2,3,4,5 1,2,3,4,5

2,3,4,5

4,54,51,2,3

Abbildung 3.5: Der formal de�nierte Reconciled Tree R von G �uber S

3.3.1 Reformulierung der Multimenge

Das Verst�andnis eines Reconciled Tree wird durch die Verwendung der Multi-

menge erleichtert, indem f�ur Kopien keine neuen Bezeichner eingef�uhrt werden

m�ussen. Aber die nicht eindeutige Bezeichnung der \Elemente" einer Multi-

menge erschwert den formalen Umgang mit einem Reconciled Tree und auch

dessen biologische Analyse. Daher werden wir die Multimenge durch die �ubliche

Mengennotation beschreiben.

Eine Multimenge ist eine \Menge", in welcher die Vielfachheit von Elementen

erlaubt ist. Durch eine eindeutige Indizierung vielfach vorkommender Elemente

erhalten wir aus der Multimenge wieder eine \echte" Menge. Z.B. stellen wir

die Multimenge fa; a; a; b; c; cg durch f(a; 1); (a; 3); (a; 7); (b; 2); (b; 7)g.

De�nition 3.1 (Multimenge)

Sei M eine Menge, dann bezeichnen wir die Menge

MULT(M) := }(M� N)

als die Menge aller Multimengen �uber der Menge M. Ein Element aus

Mult 2 MULT(M) bezeichnen wir als Multimenge. Wir bezeichnen �(k) :=

jf(x; i) 2Mult j x = kgj als die Vielfachheit des Elementes k in M.
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Die informale \Mengenklammer-Notation" der Multimenge �uber einer Men-

ge M von Page beschreibt genau deren Vielfachheit. Ein Beispiel: Sei M :=

f1; 2; 3; 4g und �(1) = 1, �(2) = 2, �(3) = 1, �(4) = 0. In der informalen No-

tation von Page entspricht dies f1; 2; 2; 3g und in unserer Multimengennotation

beispielsweise f(1; 1); (2; 1); (2; 2); (3; 1)g.

Die Abbildung 3.5 zeigt den in Abbildung 3.3 abgeleiteten Reconciled Tree R

in der eben de�nierten Multimengennotation. Der �Ubersicht wegen ist die Be-

schreibung der Knoten umformuliert. So ist z.B. die Bezeichnung 1a; 2a; 3a;

4a; : : : ; 1c; 2c; 3c; 4c die vereinfachte Darstellung der Bezeichnung (1; a); (2; a);

(3; a); (4; a); : : : ; (1; c); (2; c); (3; c); (4; c). Hierbei beschreiben die alphabeti-

schen Zeichen die nat�urlichen Zahlen von 1 bis 4 mit a = 1, b = 2, c = 3 und

d = 4.

Wir �ubertragen die Formulierung der Basis einer Multimenge von Page auf die

von uns eingef�uhrte Multimengennotation.

De�nition 3.2 (Basis einer Multimenge)

Sei N eine Menge, M 2 MULT(N) und M � }(M).

1. Wir bezeichnen B(M) := fx 2 N j (x; i) 2Mg als die Basis von M.

2. Wir bezeichnen B(M) :=
S

Y2MB(Y) als die Basis von M.

3. Die Abbildung BM :M! N mit BM(Y) 7! B(Y) bezeichnen wir als die

Abbildung der Basis B bezogen auf M.

Abschlie�end zeigen wir einige im weiteren verwendete Eigenschaften der Basis

einer Multimenge.

Lemma 3.1

Sei M eine Menge, M 2 MULT(M) und X;Y 2 M. Dann gilt

Y � X) B(Y) � B(X):

(Es gilt weder Y � X) B(Y) � B(X) noch B(Y) � B(X)) Y � X.)

Beweis. Sei y 2 B(Y), dann existiert ein i 2 N mit (y; i) 2 Y. Aus Y � X folgt

(y; i) 2 X und somit y 2 B(X).

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 5.2, Theo. 4.6.
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Lemma 3.2

Sei M eine Menge, M 2 MULT(M) und X;Y 2 M, dann gilt

B(X) n B(Y) � B(X n Y):

Beweis. Sei e 2 B(X) nB(Y), dann ist e 2 B(X) und e =2 B(Y). Damit existiert

ein i 2 N mit (e; i) 2 X und (e; i) =2 Y. Hieraus folgt (e; i) 2 X n Y und weiter

e 2 B(X n Y).

Lemma 3.3

Sei M eine Menge und X;Y 2 Mult(M), dann gilt

B(X) n B(Y) 6= B(X n Y), 9(e; i) 2 X n Y ^ 9(e; j) 2 Y:

Beweis.

�� ( 0: Es gelte 9(e; i) 2 X n ^9Y : (e; j) 2 Y. Damit ist e 2 B(X n Y), also gilt

auch e 2 B(X). Da (e; j) 2 Y gilt, folgt e 2 B(Y). Aus e 2 B(X) und e 2 B(Y)

folgt e =2 B(X) n B(Y). Somit ist B(X n Y) 6= B(X) n B(Y).

�� ) 00: Es gelte B(X) n B(Y) 6= B(X n Y). Mit Lemma 3.2 folgt hieraus B(X) n

B(Y) � B(X n Y), womit ein e 2 B(X n Y) mit e =2 B(X) n B(Y) existiert.

Aus e 2 B(X n Y) folgt, es existiert ein i 2 N mit (e; i) 2 X n Y.

Aus e =2 B(X) n B(Y) folgt entweder e =2 B(X) oder e 2 B(X) und e 2 B(Y).

Da e 2 B(X n Y) ist, ist e 2 B(X), womit e 2 B(X) und e 2 B(Y) folgt. Also

existiert ein j 2 N mit (e; j) 2 Y.

Verw. von: Lem. 3.2; Verw. in: Lem. 4.9, 4.13, Theo. 4.8.

3.3.2 Reformulierung des m-Clustersystemes

Wir reformulieren das m-Clustersystem von Page, welches auf Seite 26 beschrie-

ben ist. Die Eigenschaften 1 bis 4 des m-Clustersystemes von Page beschreiben

ein n-Clustersystem (Def. 2.4, Seite 17) �uber einer Multimenge. Damit ist ein

m-Clustersystem ein n-Clustersystem auf Multimengen mit der Eigenschaft 5

des m-Clustersystemes von Page.

F�ur einen abgeleiteten Genbaum Gj und X 2 Gj gilt nach Bedingung 5 des

m-Clustersystemes von Page

8Zi; Zj 2 Ch(X) : Zi 6= Zj ) B(Zi) = B(Zj) = B(X) _ B(Zi) \ B(Zj) = ;:

Wir verwenden die hierzu �aquivalente Aussage

8Zi; Zj 2 Ch(X) : Zi 6= Zj ^ B(Zi) \ B(Zj) 6= ;) B(Zi) = B(Zj) = B(X):
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Mit dieser �aquivalenten Bedingung schr�anken wir die n{Clustersysteme auf

Multimengen ein und erhalten in Analogie zu dem m-Clustersystem von Page

die folgende Reformulierung des m-Clustersystemes.

De�nition 3.3 (m-Clustersystem)

Sei N ein n-Clustersystem �uber einer Multimenge M. Wir bezeichnen N

als m-Clustersystem �uber M, wenn:

8X 2 N :8Zi; Zj 2 Ch(X) :

Zi 6= Zj ^B(Zi) \ B(Zj) 6= ;) B(Zi) = B(Zj) = B(X):

Die Mengen der Basen von zwei Teilb�aumen, gewurzelt an Kopien desselben

Duplikationsgens einer Ableitung von einem Speziesbaum, unterscheiden sich

nicht. In einem m-Clustersystem ist dies jedoch m�oglich. Somit kann ein

m-Clustersystem noch weiter eingeschr�ankt werden, bis nur noch Ableitun-

gen aus einem Speziesbaum beschrieben werden k�onnen. Jedoch ist diese

Einschr�ankung in dem n�achsten Abschnitt schon durch Anbindung des m-

Clustersystemes an einen Speziesbaum (von dem dieses abgeleitet wird) ge-

geben.

3.3.3 Reformulierung des Reconciled Tree

Der Reconciled Tree R von einem Genbaum G �uber einem Speziesbaum S ist

ein von S abgeleitetes m-Clustersystem minimaler Kardinalit�at, in welchen G

spezieskonform einbettbar ist. Ein m-Clustersystem ist genau dann von S ab-

leitbar, wenn B(R) = S gilt. Da wir sp�ater h�au�g Ketten verwenden, de�nieren

wir diese Eigenschaft direkt auf diesen.

De�nition 3.4 (Ableitbarkeit)

Sei M eine Menge, S ein n-Clustersystem �uber M und R ein m-Clustersy-

stem �uber einer Multimenge von M. Wenn

B(KR(X;Y)) = KS(B(X);B(Y)) f�ur alle X;Y 2 R mit Y � X

gilt, ist R von S ableitbar.

Eine Einbettung von G in R bedeutet, da� ein Monomorphismus bzgl. der

kleinsten oberen Schranke t von G nach R existiert. Daher beschreiben wir

diese Einbettung durch einen Einbettungsmonomorphismus von G nach S. Die

Funktion ' 2 Emon(G;R) ist eine solche Einbettung. Damit G spezieskonform

zu R ist, mu� die Spezies B('(X)) der Einbettung '(X) 2 R eines Gens X 2 G

auch das Gen X beinhalten k�onnen. Dies ist dann der Fall, wenn X � B('(X))

gilt.
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De�nition 3.5 (Spezieskonforme Einbettung)

Sei G ein n-Clustersystem �uber einer MengeM, und R ein m-Clustersystem

�uber einer Multimenge von M. Wenn ein Einbettungsmonomorphismus

' 2 Emon(G;R) mit X � B('(X)) f�ur alle X 2 G existiert,

bezeichnen wir ' als spezieskonforme Einbettung von G in R.

Lemma 3.4

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M), R ein von S ableitbares m-Clustersystem

und ' eine spezieskonforme Einbettung von G in R, dann giltG
S
(X) � B('(X)) f�ur alle X 2 G:

Beweis. Sei X 2 G. Aus der Ableitbarkeit von R aus S folgt B('(X)) 2 S. Da

' spezieskonform ist, gilt X � B('(X)). Das kleinste Element in S, welches

X enth�alt, ist
F
S(X). Daraus folgt mit der Baumordnung von S, da�

F
S(X) �

B('(X)) gilt.

Verwendung von: ; Verwendung in: Theorem 4.4

De�nition 3.6 (Reconciled Tree)

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M). Ein an Kardinalit�at minimales m-

Clustersystem R �uber einer Multimenge von M, welches den Bedingungen

1. R ist von S ableitbar

2. es existiert eine spezieskonforme Einbettung von G in R

gen�ugt, bezeichnen wir als Reconciled Tree von G �uber S. Die Menge aller

Reconciled Trees von G �uber S bezeichnen wir durch RC(G;S).

Ein Duplikationsgen X in einem Reconciled Tree besitzt die Eigenschaft, da� alle

seine Kinder als Duplikate in derselben Spezies beinhaltet sind wie X. Damit

gilt B(Zi) = B(Zj) = B(X) f�ur zwei beliebige ungleiche Kinder Zi; Zj 2 FCh(X)

von X. In einem m-Clustersystem folgt B(Zi) = B(Zj) = B(X) aus B(Zi) \

B(Zj) 6= ;. Damit ist X ein Duplikationsgen, wenn B(Zi) \ B(Zj) 6= ; gilt.

De�nition 3.7 (Duplikationselement)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M), R 2 RC(G;S) und X 00 2 R.

Existieren ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X 00) mit B(Zi) \ B(Zj) 6= ;;

dann bezeichnen wir X als Duplikationselement. In R bezeichnen wir die

Menge aller Duplikationselemente durch DupR und das Komplement von

DupR in R als DupR. Ist R o�ensichtlich, verwenden wir jeweils die Be-

zeichnungen Dup und Dup.
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F�ur den Reconciled Tree R in Abbildung 3.5 (Seite 28) gilt beispielsweise

DupR =

f f(1; a); (2; a); (3; a); (4; a); (5; a); : : : ; (1; c); (2; c); (3; c); (4; c); (5; c)g;

f(1; a); (2; a); (3; a); (4; a); (5; a); : : : ; (1:d); (2; d); (3; d); (4; d); (5; d)g g:





Kapitel 4

Strukturaussagen zum

Reconciled Tree

Der Reconciled Tree R eines Genbaumes G �uber einem Speziesbaum S ist bio-

logisch einfach zu interpretieren, da dieser direkt aus der Evolution abgeleitet

worden ist. Jedoch wissen wir wenig �uber die Struktur des Reconciled Tree

R und haben damit keine konkrete Vorstellung davon, wie der Genbaum G in

den Reconciled Tree R eingebettet ist, welche Duplikationselemente R enth�alt,

welche Topologie R besitzt oder ob R eindeutig in RC(G;S) bestimmt ist. Die

hierzu wesentlichen Aussagen werden wir in diesem Kapitel zeigen. Diese sind

wichtig, da wir hierdurch den Reconciled Tree in Kapitel 5 konstruktiv (direkt)

beschreiben und damit schnell berechnen k�onnen.

Um die Aussagen dieses Kapitels zu zeigen, konstruieren wir uns zun�achst einige

Hilfsmittel. Dies sind Operationen, welche wir in Abschnitt 4.1 de�nieren, mit

denen wir m-Clustersysteme in andere m-Clustersysteme umwandeln k�onnen.

Unter bestimmten Voraussetzungen k�onnen wir mit diesen Operationen einen

Reconciled Tree (dieser ist ein m-Clustersystem) in einen anderen Reconciled

Tree �uberf�uhren, welches wir in Abschnitt 4.2 zeigen.

Mit diesen Operationen lassen sich dann wesentliche Aussagen zu dem Re-

conciled Tree nach dem gleichen Konzept (durch Widerspruch) zeigen. Bei

diesem Konzept gehen wir davon aus, da� ein Reconciled Tree eine zu zeigen-

de Eigenschaft E nicht besitzt. Mit den Operationen auf m-Clustersystemen

konstruieren wir hieraus einen Reconciled Tree, der eine geringere Kardinalit�at

als der urspr�ungliche besitzt. Da jeder Reconciled Tree zu dem gleichen Gen-

und Speziesbaum dieselbe Kardinalit�at besitzt, existiert somit kein Reconciled

Tree, welcher die Eigenschaft E nicht besitzt.

In Abschnitt 4.3 zeigen wir mit den Operationen auf m-Clustersystemen das
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LCA-Theorem, welches eine wesentliche Aussage �uber die Einbettung des Gen-

baumes G in den Reconciled Tree R macht.

Mit den Operationen auf m-Clustersystemen und dem LCA-Theorem zeigen

wir dann in Abschnitt 4.4 die bis auf Symmetrie eindeutige Topologie des Re-

conciled Tree R. Diese setzt sich aus Subtopologien von S zusammen, welche

durch die Topologie von G bestimmt sind.

Um die Topologie zu zeigen, verwenden wir die zentrale Aussage des Duplikati-

ons-Theorems, mit welchem sich alle Duplikationselemente in R nur durch Ele-

mente in G und S beschreiben lassen. Mit dem Duplikations-Theorem lassen

sich somit Genduplikationen auch ohne die direkte Konstruktion des Reconciled

Tree bestimmen, womit sich diese schneller berechnen lassen als der vollst�andige

Reconciled Tree.

Allgemein werden wir Variablen ohne Apostroph f�ur Elemente in einem Gen-

baum, mit einem Apostroph f�ur Elemente in einem Speziesbaum und mit zwei

Apostrophen f�ur Elemente eines Reconciled Tree verwenden (z.B. X 2 G; X 0 2

S; X 00 2 R).

4.1 Operationen auf m-Clustersystemen

In diesem Kapitel f�uhren wir Operationen auf m-Clustersystemen ein und zei-

gen, da� diese wohlde�niert sind. Die Operation Repl (Repl b= replace) in

Abschnitt 4.1.1 ersetzt einen Teilbaum eines m-Clustersystemes durch ein an-

deres m-Clustersystem, die Operation Merge in Abschnitt 4.1.2 f�ugt eine Menge

von m-Clustersystemen zu einem neuen m-Clustersystem zusammen, und die

Operation o in Abschnitt 4.1.3 wandelt ein n-Clustersystem in ein topologisch

�aquivalentes m-Clustersystem um.

4.1.1 Die Operation: Replace

Wie in Abbildung 4.1 gra�sch gezeigt, ersetzt die Operation Repl(M;N; I) in

dem m-Clustersystem M den Teilbaum TM(I) durch das m-Clustersystem N.

Wir de�nieren die Ersetzung derart, da� L := Repl(M;N; I) wieder ein m-

Clustersystem ist. In dem n�achsten Abschnitt 4.1.1.1 formulieren wir zuerst

die Ersetzung und zeigen in dem darauf folgenden Abschnitt 4.1.1.2 die Wohl-

de�niertheit der Ersetzung.
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I

Pa(I)

Ro(M)

KM(Ro(M),Pa(I))

Pa(I)

Ro(M)

KM(Ro(M),Pa(I)) \\ I

Pa(I)

Ro(M)

KM(Ro(M),Pa(I))

Ro(N)

\\ I UU Ro(N)

M Repl(M,N,I)

N

Abbildung 4.1: Die Ersetzung Repl(M;N; I)

4.1.1.1 Formulierung der Ersetzung

Die Ersetzung L kann in das \Entfernen" des Teilbaumes TM(I) und das \Hin-

zuf�ugen" des m-Clustersystemes N untergliedert werden.

Entfernen von TM(I):

Um TM aus M zu \entfernen", reicht es nicht aus, M um TM zu reduzie-

ren. Da M ein n-Clustersystem ist, enthalten alle Mengen der Kette K :=

KM(Ro(M);Pa(I)) die Wurzel I von TM(I) als echte Teilmenge. Wir reduzieren

also zus�atzlich jede Menge aus KM(Ro(M);Pa(I)) um die Menge I.

Um allgemein jede Menge eines gegebenen Mengensystemes durch eine beliebige

Menge zu reduzieren, f�uhren wir die bin�are Mengenoperation nn auf Mengensy-

stemen als Erweiterung der Mengenoperation n auf Mengen ein.

De�nition 4.1 (nn)

Sei O ein Mengensystem und M eine Menge, dann ist

O nnM := fX j 9Z 2 O : X = Z nMg

die Mengensubstitution auf Mengensystemen.

Damit ergibt sich das Mengensystem Mred :=Mn (K [TM(I)) [ (K nnI) (siehe

mittlere Skizze in Abbildung 4.1) als die Entfernung von TM(I) in M. Mred

kann auch durch MnnI) n f;g ausgedr�uckt werden.

Die Entfernung selbst ist im allgemeinen nicht wohlde�niert. Angenommen,

Pa(I) besitzt in M mindestens drei Kinder, so ist Mred o�ensichtlich wieder ein

m-Clustersystem. Ansonsten ist Mred kein m-Clustersystem, da die Bedingung
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des m-Clustersystemes, da� jeder innere Knoten mindestens zwei Kinder be-

sitzt, verletzt ist. Also k�onnen wir nicht direkt die Operation Repl durch zwei

primitivere Operationen wie \Entfernen" und \Hinzuf�ugen" ersetzen, welche

wohlde�niert sind.

Hinzuf�ugen von N:

Wir f�ugen das m-Clustersystem N zu dem Mengensystem Mred hinzu. Hierzu

hat N den zwei folgenden Bedingungen zu gen�ugen, damit wir wieder ein m-

Clustersystem erhalten.

1. Die Eigenschaft, ein n-Clustersystem aus der Vereinigung von N undMred

zu bilden, darf durch N nicht \gest�ort" werden: Das reduzierte Mengen-

systemMred ist bis auf die M�oglichkeit, da� das Element PaM(Ro(TM(I)))

nur ein Kind besitzt, ein n-Clustersystem und N ist nach Vorausset-

zung ein n-Clustersystem. Also sind diese beiden Mengensysteme B�aume.

Damit die Baumeigenschaft der Vereinigung dieser beiden Mengensyste-

me nicht verletzt wird, formulieren wir f�ur N die Voraussetzung Mred \

N = ;. Wir verwenden im folgenden hierzu die einfachere Voraussetzung

Ro(Mred) \ Ro(M) = ;, welche Mred \N = ; impliziert.

(Da Ro(Mred) � Ro(M) gilt, folgt Ro(M) \ Ro(N) = ; ) Ro(Mred) \

Ro(N) = ;. Ro(Mred) und Ro(N) sind jeweils die Maxima von Mred

und N. Also gilt Ro(Mred) \ Ro(N) = ; ) Mred \ N = ;. Somit gilt

Ro(Mred) � Ro(M))Mred \N = ;.)

2. Die Eigenschaft, ein m-Clustersystem aus der Vereinigung von N und

Mred zu bilden, darf durch N nicht \gest�ort" werden: Dazu \erhalten"

wir die Duplikationselemente von TM(I) in der Vereinigung vonNmit dem

reduzierten Mengensystemes Mred. Mred ist bis auf die M�oglichkeit, da�

das Element PaM(Ro(TM(I))) nur ein Kind besitzt, ein m-Clustersystem.

Die Eigenschaft, ob Pa(I) ein Duplikationselement in M ist oder nicht,

soll auf das Element PaM(Ro(TM(I))) in der Vereinigung vonMred und N

�ubertragen werden. Dies sichern wir durch die Voraussetzung B(Ro(N)) =

B(I) an N.

Wir f�ugen nun ein m-Clustersystem N, welches den eben genannten Bedingun-

gen entspricht, dem Mengensystem Mred durch Vereinigung mit diesem hinzu.

Damit die Vereinigung von Mred mit N ein m-Clustersystem ergibt, mu� je-

des Element der Kette K(Ro(Mred);PaM(I) n I) in Mred mit Ro(N) vereinigt

werden. Wir f�uhren hierzu allgemein die bin�are Mengenoperation d auf Men-

gensystemen als Erweiterung der Mengenoperation [ auf Mengen ein.
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De�nition 4.2 (d)

Sei O ein Mengensystem und M eine Menge, dann ist

O dM := fX j 9Z 2 O : X = Z [Mg

die Mengenvereinigung auf Mengensystemen.

Somit beschreiben wir das Hinzuf�ugen (rechte Skizze in Abbildung 4.1) durch

Mred[((K nnI) d Ro(N)) [N

=Mn (K [ TM(I)) [ ((K nnI) d Ro(N)) [N

= TM(I) n K [N [ ((K nnI) d Ro(N))

Also wird f�ur die Ersetzung die Kette K in die Kette (KnnI)dRo(N) umgewan-

delt, die Elemente TM(I) n K beibehalten und N hinzugef�ugt. Die Ersetzung

der Kette und die Beibehaltung der Elemente l�a�t sich durch die folgende Ab-

bildung ausdr�ucken.

De�nition 4.3 (�M;N;I)

Sei M ein m-Clustersystem, I 2M und N ein m-Clustersystem mit Ro(N)\

Ro(M) = ;, sowie B(Ro(N)) = B(I). Wir de�nieren die Funktion �M;N;I :

TM(I)! TM(I)nKM(Ro(M);Pa(I))[ ((KM(Ro(M);Pa(I))nnI)dRo(N)) durch

�M;N;I(X) :=

�
X n I [ Ro(N) X 2 KM(Ro(M);Pa(I))

X sonst.

Die Abbildung von �M;N;I auf ihrem Urbildbereich, vereinigt mit N, ergibt nun

die Ersetzung Repl(M;N; I).

De�nition 4.4 (Repl)

Wir bezeichnen

Repl(M;N; I) := �M;N;I(Mn TM(I)) [N

als die Ersetzung von N an Element I inM. Abk�urzend verwenden wir, wenn

die Mengen o�ensichtlich sind, den Begri� der Ersetzung.

4.1.1.2 Wohlde�niertheit der Ersetzung

Wir zeigen nun, da� die Ersetzung wohlde�niert ist. Hierzu formulieren wir f�ur

diesen Abschnitt die folgenden Festlegungen: M ist ein m-Clustersystem, I 2M

und N ein m-Clustersystem mit Ro(N) \ Ro(M) = ; sowie B(Ro(N)) = B(I)

und K := KM(Ro(M);Pa(I))..
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I

Pa(I)

Ro(M) M

M1

M2

M3 Ro(N)

Pa(Ro(N))

Ro(L) L

L1=Υ(M1)

L2

L3=Υ(M3)

N

= M3

Abbildung 4.2: Die Partitionierung von M und der Ersetzung L := Repl(M;N; I)

Um den Beweis zu vereinfachen, erweitern wir die Abbildung �M;N;I um das

Element ; durch die Funktion �.

De�nition 4.5

Wir de�nieren die Funktion

� : TM(I) [ f;g! TM(I) n K [ ((K nnI) d Ro(N)) [ f;g durch

�
��
TM(I)

:= �M;N;I und �(;) := ;:

Wir partitionieren das Mengensystem M und leiten daraus mit � die in Abbil-

dung 4.2 gezeigte Partition der Ersetzung L := Repl(M;N; I) ab.

Partition auf M Partition auf L

M1 := K L1 := �(M1)

M2 := TM(I) L2 := N

M3 := TM(I) n K L3 := �(M3)

Au�erdem erweitern wir die MengenM3 und L3 um das Element f;g mit M 0
3 :=

M3 [ f;g und L 0
3 := L3 [ f;g. Die Ordnungen der Mengen M1 [M 0

3 und L1 [L 0
3

entsprechen sich, da � ein Ordnungsisomorphismus ist, wie wir im folgenden

zeigen.

Lemma 4.1

� ist eine bijektive Abbildung mit

�-1(Y) =

�
Y n Ro(N) [ I Y 2 L1

Y sonst.
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Beweis.

O�ensichtlich gilt �-1(�(X))) = X und �(�-1(Y)) = Y, f�ur X 2M 0
3 und Y 2 L

0
3.

F�ur X 2M1 gilt:

�-1(�(X)) = �-1(X n I [ Ro(N))

= (X n I [ Ro(N)) n Ro(N) [ I

= (X n I) [ I

= X (da I � X gilt)

F�ur Y 2 L1 gilt:

�(�-1(Y)) = �(Y n Ro(N) [ I)

= (Y n Ro(N) [ I) n I [ Ro(N)

= Y n (Ro(N) [ Ro(N)

= Y [ Ro(N)

= Y (da Ro(N) � Y gilt)

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 4.2,4.3,4.1, Kor.4.2.

Lemma 4.2

� ist ein Ordnungsisomorphismus.

Beweis. Seien A;B 2M1[M 0
3 mit A � B. Wir betrachten die folgenden F�alle:

1. A;B 2M 0
3: O�ensichtlich ist �

��
M 0

3

ein Ordnungshomomorphismus.

2. B 2M1: Damit ist �(B) = B n I [ Ro(N).

(a) A 2 M 0
3: Damit gilt �(A) = A und I \A = ;. Somit ist

�(A) = A � B n I � B n I [ Ro(N) = �(B).

(b) A 2 M1: Damit gilt �(A) = A n I [ Ro(N) � B n I [ Ro(N) = �(B).

Somit ist � ein Ordnungshomomorphismus. Da nach Lemma 4.1 � bijektiv ist,

folgt � ist ein Ordnungsisomorphismus.

Verw. von: Lem. 4.1; Verw. in: Kor. 4.1, 4.2, Lem. 4.5, 9.3.

Aus der Ordnungsisomorphie von � folgen die beiden folgenden Korollare 4.1.

Korollar 4.1
Da � ein Ordnungsisomorphismus ist, �ubertragen sich auch t und u iso-
morph zwischen M1 [M 0

3 und L1 [ L 0
3.

Verw. von: Lem. 4.2; Verw. in: Lem. 9.2, 9.3.
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Korollar 4.2
Sei M 0 := M1 [M3 und L 0 := L1 [ L3. Da � ein Ordnungsisomorphismus
ist, gilt �(PaM 0(A)) = PaL 0(�(A)), f�ur jedes A 2 M 0 und �-1(PaL 0(B)) =

PaM 0(�-1(B)), f�ur jedes B 2 L 0.
Verw. von: Lem. 4.2; Verw. in: Lem. 9.2, 9.3.

Aus M1 [M3 �ubertragen sich weitere Eigenschaften auf L1 [ L3.

Lemma 4.3

Sei X 2 M1 [M3, dann gilt B(�(X)) = B(X). Sei Y 2 L1 [ L3, dann gilt

B(�-1(Y)) = B(Y).

Beweis. Wir zeigen B(�(X)) = B(X). F�ur X 2 M3 ist die Aussage o�ensicht-

lich. Sei A 2M1, dann gilt:

B(�(X)) = B(X n I [ Ro(N))

= B(X n I) [ B(Ro(N))

= B(X n B(I)) [ B(I) (da nach Vor. B(Ro(B)) = B(I) gilt)

= B(X) (da I � X gilt)

Wir zeigen analog B(�-1(B) = B(B). F�ur Y 2 L3 ist die Aussage o�ensichtlich.

Sei Y 2 L1, dann gilt:

B(�(Y)) = B(Y n Ro(N) [ I)

= B(Y n B(Ro(N))) [ B(I)

= B(X n B(I)) [ B(Ro(N)) (da nach Vor. B(Ro(B)) = B(I) gilt)

= B(X) (da Ro(N) � Y gilt)

Verw. von: Lem. 4.1; Verw. in: Theo. 4.1, Lem. 4.5.

Lemma 4.4

Seien A;B 2M1 [M 0
3, dann gilt �(A \ B) = �(A) \ �(B).

Beweis. DaM ein n-Clustersystem ist, gilt A\B 2 fA;B; ;g f�ur A;B 2M1[M3,

woraus dann A \ B 2 fA;B; ;g f�ur A;B 2 M1 [M 0
3 folgt. Wir betrachten die

zwei folgenden F�alle.

1. A \ B 2 fA;Bg: o.B.d.A. gelte A \ B = A, woraus B � A folgt. Da �

ein Ordnungsisomorphismus (Lem. 4.2) ist, folgt �(B) � �(A), womit

�(B) \ �(A) = �(A) = �(A \ B) gilt.
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2. A \ B = ;: Da � ein Ordnungsisomorphismus (Lem. 4.2) ist, sind auch

�(A) und �(B) nicht vergleichbar. Also gilt �(A) \ �(B) = ; = �(;).

Verw. von: Lem. 4.2; Verw. in: Theo. 4.1.

Theorem 4.1 (L ist ein m-Clustersystem)

L ist ein m-Clustersystem �uber Ro(M) n I [ Ro(N).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall I = Ro(M). Damit wirdM vollst�andig

durch N ersetzt, und es ist L = N. Somit ist L ein m-Clustersystem. Wir

zeigen nun f�ur I 6= Ro(M), da� L ein m-Clustersystem ist. Dazu zeigen wir die

folgenden Aussagen.

1. ; =2 L: Es gilt L = �(M1 [M2) [ N. F�ur das m-Clustersystem N gilt

; =2 N. Da nach Lemma 4.1 � bijektiv ist, �(;) = ; und ; =2 M, folgt

; =2 �(M1 [M3). Somit ist ; =2 L.

2. Ro(M) n I [ Ro(N) 2 L: Nach Voraussetzung gilt I 6= Ro(M), woraus

Ro(M) 2 M1 folgt. Also ist �(Ro(M)) 2 L. Somit gilt �(Ro(M)) =

Ro(M) n I [ Ro(N) 2 L.

3. F�ur jedes i 2 Ro(M) n I [ Ro(N) ist fig 2 L: Wir unterscheiden die zwei

folgenden F�alle:

(a) i 2 Ro(N): N ist nach Voraussetzung ein m-Clustersystem, und es

folgt fig 2 N. Somit ist fig 2 L.

(b) i 2 Ro(M) n I: Wir zeigen fig 2 M3, da hiermit fig = �(fig) gilt,

woraus fig 2 L folgt. M ist ein m-Clustersystem, womit fig 2 M

gilt. Aus i =2 I folgt fig =2 TM(I) = M2. Es gilt fig 2 Le(M), woraus

fig =2 KM(Ro(M);Pa(I)) =M1 folgt. Somit ist fig 2M3.

4. F�ur alle A;B 2 L gilt A \ B 2 fA;B; ;g: Wir unterscheiden die folgenden

F�alle:

(a) A;B 2 L1 \ L3: Da M ein m-Clustersystem ist und A;B unter �-1

nachM abbilden, gilt �-1(A)\�-1(B) 2 f�-1(A); �-1(B); ;g. Damit

folgt, �(�-1(A)\�-1(B)) 2 �(f�-1(A); �-1(B); ;g). Mit Lemma 4.4

folgt �(�-1(A) \ �-1(B)) = �(�-1(A \ B)) = A \ B. Somit folgt

A \ B 2 fA;B; ;g.
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(b) A 2 L2:

i. B 2 L2: Da N = L2 und N ein m-Clustersystem ist, gilt die

Aussage.

ii. B 2 L3: Nach Voraussetzung sind M und N disjunkt. Somit gilt

A \ B = ;.

iii. B 2 L1: Also gilt A � B und somit A \ B = B.

5. Sei C 2 L und A;B 2 Ch(C) mit A 6= B und B(A) \ B(B) 6= ;, dann gilt

B(A) = B(B) = B(C). Wir zeigen dies durch die folgenden F�alle:

(a) A;B 2 L1 [ L3:

Erstens gilt A 6= B, woraus �-1(A) 6= �-1(B) folgt, da �

ein Isomorphismus ist. Zweitens gilt B(A) \ B(B) 6= ;, also

B(�(�-1(A)))\B(�(�-1(B))) 6= ;, woraus B(�-1(A))\B(�-1(B)) 6=

; mit Lemma 4.3 folgt. Drittens gilt A;B 2 Ch(C), woraus

�-1(A));B(�-1(B)) 2 Ch(�-1(C)) nach Korollar 4.2 folgt. Da M

ein m-Clustersystem ist, folgt aus diesen drei Aussagen B(�-1(A)) =

B(�-1(B)) = B(�-1(C)).

Mit Lemma 4.3 folgt somit B(A) = B(B) = B(C).

(b) A 2 L2:

i. B 2 L2: Gilt o�ensichtlich, da L2(= N) nach Voraussetzung ein

m-Clustersystem ist.

ii. B 2 L3: Erstens gilt A 6= B, woraus �-1(A) 6= �-1(B) folgt,

da � ein Isomorphismus ist. Zweitens folgt A = Ro(N) und

C = Pa(Ro(N)) aus der Voraussetzung A;B 2 Ch(C). F�ur

A = Ro(N) gilt B(A) = B(I), nach der Voraussetzung f�ur die

Ersetzung L. Also gilt B(I) \ B(B) = B(A) \ B(B) 6= ;.

Nehmen wir I; B 2 ChM(�
-1(C)) an. DaM ein m-Clustersystem

ist, folgt damit aus den beiden vorangegangenen Aussagen B(I) =

B(B) = B(�-1(C)). Es gilt B(I) = B(A) und nach Lemma 4.3

gilt B(�-1(C)) = B(C). Damit folgt B(A) = B(B) = B(C).

Wir zeigen B 2 ChM(�
-1(C)). Aus Korollar 4.2 folgt

�-1(PaL(B)) = PaM(�
-1(B)). Es gilt �-1(B) = B, da B 2 L3.

Somit folgt �-1(C) = �-1(PaL(B)) = PaM(B).

Wir zeigen I 2 ChM(�
-1(C)). Da � ein Ordnungsisomorphismus

ist, gilt �-1(min(L1)) = min(M1). Aus C = Pa(Ro(N)) folgt

�-1(min(L1)) = C und nach De�nition vonM1 gilt min(M1) =

PaM(I). Somit ist PaM(I) = C.

iii. B 2 L1: Damit w�urde A � B folgen und der Voraussetzung

A;B 2 Ch(C) widersprechen.

Verw. von: Lem. 4.1, 4.4, 4.3, Kor. 4.2; Verw. in: Lem. 1, Theo. 4.4.
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4.1.2 Die Operation: Merge

Die Operation Merge(N1; � � � ;Nn) f�ugt, wie in Abbildung 4.3 gezeigt ist, m-

Clustersysteme mit Wurzeln gleicher Basis zu einem neuen m-Clustersystem

zusammen.

N1 Nn N1 Nn

Merge(N1,..., Nn)
B(Ro(N1)) = . . . = B(Ro(Nn))

Y = Ro(N1) U . . .U Ro(Nn)

Abbildung 4.3: Die Zusammenf�ugung Merge(N1; � � � ;Nn)

Merge(N1; � � � ;Nn) entsteht durch Vereinigung von N1 bis Nn und dem neuen

gemeinsamen Elternelement Y aller Wurzeln der m-Clustersysteme. Damit bei

der Vereinigung von N1 bis Nn die Baumeigenschaft von Merge(N1; � � � ;Nn)

nicht \verhindert" wird, fordern wir die paarweise Disjunktheit der Wurzeln

dieser m-Clustersysteme.

De�nition 4.6 (Merge)

Sei fN1; � � � ;Nng eine Menge von m-Clustersysteme mit n 2 N, f�ur die

folgendes gilt: f�ur alle X;Y 2 fN1; � � � ;Nng mit X 6= Y gilt B(Ro(X)) =

B(Ro(Y)) und Ro(Ni) \ Ro(Nj) = ;.

Wir de�nieren Y :=
S

i2f1;��� ;ngRo(Ni) und bezeichnen

Merge(N1; � � � ;Nn) := Y [
[

i2f1;��� ;ng

Ni

als die Zusammenf�ugung der m-Clustersysteme N1 bis Nn. Sind die Kom-

ponenten der Zusammenf�ugung o�ensichtlich, so verwenden wir die Be-

zeichnung Zusammenf�ugung.

Theorem 4.2 (Merge ist ein m-Clustersystem)

Die Zusammenf�ugung Merge(N1; � � � ;Nn) ist ein m-Clustersystem �uber der

Multimenge Y.

Beweis. Wir zeigen die folgenden Eigenschaften des m-Clustersystemes. Zur

Vereinfachung sei Me :=Merge(N1; � � � ;Nn).
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1. ; =2 Me: gilt o�ensichtlich.

2. Y 2 Me: gilt nach De�nition von Me.

3. F�ur jedes i 2 Y gilt fig 2 Me: Da Y =
S

k2f1;��� ;ngRo(Nk), existiert ein Nj

mit i 2 Ro(Nj) und j 2 f1; � � � ; ng. Da Nj ein m-Clustersystem ist, gilt

fig 2 Nj.

4. F�ur alle A;B 2 Me gilt A\B 2 fA;B; ;g: Wir unterscheiden o.B.d.A. die

folgenden F�alle.

(a) es gibt ein i 2 f1; : : : ; ng mit

i. A;B 2 Ni: A \ B 2 fA;B; ;g gilt, da Ni ein m-Clustersystem ist.

ii. A 2 Ni und A = Y: Damit gilt B � A, woraus A \ B = A folgt.

(b) es gibt ungleiche i; j 2 f1; : : : ; ng mit A 2 Ni und B 2 Nj: Da Me

eine Zusammenf�ugung ist, gilt Ro(Ni)\Ro(Nj) = ;, womit A\B = ;

folgt.

(c) A = B = Y: klar.

5. Sei C 2 Me und A;B 2 Ch(C) mit A 6= B und B(A) \ B(B) 6= ;, dann

gilt B(A) = B(B) = B(C): Wir unterscheiden die beiden folgenden F�alle.

(a) es gibt ein i 2 f1; : : : ; ng mit C 2 Ni: es folgt A;B 2 Ni. Da Ni ein

m-Clustersystem ist, gilt die Behauptung.

(b) C = Y: Damit existieren ungleiche i; j 2 f1; : : : ; ng mit A = Ro(Ni)

und B = Ro(Nj). Es gilt Y =
S

i2f1;::: ;ngRo(Ni). Da die Wurzeln

aller m-Clustersysteme N1; : : : ;Nn die gleiche Basis besitzen, folgt

die Behauptung.

Verw. von: ; Verw. in: Theo. 4.4.

Ist das m-Clustersystem Merge(N1; � � � ;Nn) von einem Speziesbaum ableitbar,

so ist dessen Wurzel Y ein Duplikationselement. Damit ist Y ein Duplikations-

element, wenn die m-Clustersysteme N1; � � � ;Nn von demselben Speziesbaum

ableitbar sind.
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4.1.3 Die Operation: o

Durch die Operation o erzeugen wir aus einem n-Clustersystem ein m-Clustersy-

stem, indem wir die Mengen des n-Clustersystemes als Multimengen interpre-

tieren.

De�nition 4.7 (o)
Sei S ein n-Clustersystem und p 2 N, dann ist So p := fS� fpg j 9S 2 Sg.

Theorem 4.3 (So p ist ein m-Clustersystem)

Sei S ein n-Clustersystem und p 2 N. Dann ist Sop ein m-Clustersystem

�uber der Multimenge Ro(S) � fpg.

Beweis. S o p ist ein n-Clustersystem, da S ein n-Clustersystem ist und sich

alle Eigenschaften des n-Clustersystemes auf So p �ubertragen.

Wir zeigen: Sei C 2 S o p, A;B 2 ChS(C) mit A 6= B und B(A) \ B(B) 6= ;,

dann gilt B(A) = B(B) = B(C).

Da A;B;C 2 Sop sind, existieren A 0; B 0; C 0 2 S mit A = A 0� fpg; B = B 0� fpg

und C = C 0 � fpg. Aus A;B 2 ChS(C) mit A 6= B folgt A 0 6= B 0 sowie A 0; B 0 2

ChS(C 0). Es gilt A 0 \ B 0 2 fA;B; ;g, da S ein n-Clustersystem ist. Wegen

A 0 6= B 0 und A 0; B 0 2 ChS(C 0) folgt A 0 \ B 0 = ;.

Somit gilt B(A) \B(B) = A 0 \B 0 = ;, womit So p keine Duplikationselemente

beinhaltet.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 9.1.

Die Umbenennung durch o erzeugt einen ohne Duplikationen aus S abgelei-

teten Genbaum S o p, mit p 2 N0. Wollen wir einen Teilbaum in einem m-

ClustersystemM durch einen ohne Duplikationen abgeleiteten Teilbaum S 0op
ersetzen, so mu� Ro(S 0 o p) \ Ro(M) = ; gelten. Dies erreichen wir, indem

wir p (tdisjunkt zu Ro(M)) so w�ahlen, da� es in keinem Zweitupel von Ro(M)

vorkommt.

De�nition 4.8 (tdisjunkt)

Wir bezeichnen p 2 N tdisjunkt zu einer Menge M, wenn p in keinem

Zweitupel von M vorkommt.

4.2 Die Ableitung von Genb�aumen

Durch die Operationen Repl und Merge k�onnen wir jeweils, unter gewissen Vor-

aussetzungen, aus spezieskonformen Ableitungen eines Speziesbaumes S weitere
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Ableitungen von S erzeugen. Diese Eigenschaft verwenden wir, um in Ab-

schnitt 4.3 und 4.4 Reconciled Trees aus einem Speziesbaum abzuleiten.

Ersetzen wir einen von S abgeleiteten Genbaum N in einem von S abgeleiteten

Genbaum M an einem I 2 M, so erhalten wir wieder einen von S abgeleiteten

Genbaum.

Lemma 4.5

Sei S 2 N(M) �uber einer Menge M, M 0 := Repl(M;N; I) eine Ersetzung,

wobei M und N von S ableitbar sind. Dann ist M 0 von S ableitbar.

Beweis.

Ist I = Ro(M), so gilt die Behauptung, da M 0 = N folgt und N nach Voraus-

setzung von S ableitbar ist. Betrachten wir nun den Fall I 6= Ro(M).

M 0 ist nach Voraussetzung eine Ersetzung, womit die Funktion � := �M;N;I

existiert. Seien X;Y 2 M 0 mit Y � X. Wir zeigen o.B.d.A. die Behauptung

B(K 0(X;Y)) = KS(B(X);B(Y)) anhand der folgenden F�alle:

1. X;Y 2 TM 0(Ro(N)):

B(KM 0(X;Y)) = B(�-1(KM 0(X;Y))) (4.1)

= B(KM(�
-1(X); �-1(Y))) (4.2)

= KS(B(�
-1(X));B(�-1(Y))) (4.3)

= KS(B(X);B(Y)): (4.4)

Zu (4.1), (4.4): wie in Lemma 4.3 gezeigt, gilt B(�-1(X)) = B(X) f�ur alle

X 2 TM 0(Ro(N)).

Zu (4.2): nach Lemma 4.2 ist � ein Ordnungsisomorphismus.

Zu (4.3): M ist nach Voraussetzung von S ableitbar.

2. X;Y 2 TM 0(N); nach Voraussetzung ist N von S ableitbar.

3. X 2 TM 0(Ro(N)), Y 2 TM 0(Ro(N)):

B(KM 0(X;Y)) = B(KM 0(X;PaM 0(Ro(N))) [KM 0(Ro(N); Y))

= B(KM 0(X;PaM 0(Ro(N)))) [ B(KM 0(Ro(N); Y))

= KS(B(X);B(PaM 0(Ro(N))))

[ KS(B(Ro(N));B(Y)) (4.5)

= KS(B(X);B(PaM 0(Ro(N))))

[ KS(B(PaM 0(Ro(N)));B(Ro(N)))

[ KS(B(Ro(N));B(Y)) (4.6)

= KS(B(X);B(Y))

Zu (4.5): folgt direkt aus den Aussagen 1 und 2.
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Zu (4.6): Wir zeigen

KS(B(PaM 0(Ro(N)));B(Ro(N))) = fB(PaM 0(Ro(N)));B(Ro(N))g:

Da M 0 eine Ersetzung von N an Element I in M ist, gilt

�-1(PaM 0(Ro(N))) = PaM(I), und es folgt:

B(PaM 0(Ro(N))) = B(�-1(PaM 0(Ro(N)))) = B(PaM(I)):

Da M 0 eine Ersetzung ist, gilt B(Ro(N)) = B(I) und nach Vor-

aussetzung f�ur Mgilt KS(B(PaM(I));B(I)) = B(KM(PaM(I); I)).

Hieraus folgt:

KS(B(PaM 0(Ro(N)));B(Ro(N))) = KS(B(PaM(I));B(I))

= B(KM(PaM(I); I))

= fB(PaM(I));B(I)g

= fB(PaM 0(Ro(N)));B(Ro(N))g:

Verw. von: Lem. 4.2, 4.3; Verw. in: Lem. 9.2, 2, Theo 4.4.

F�ugen wir die von einem Teilbaum von S abgeleiteten Genb�aume N1; : : : ;Nn

zu M 0 = Merge(N1; : : : ;Nn) zusammen, so ist M 0 wieder ein von S abgeleiteter

Genbaum.

Lemma 4.6

Sei S 2 N(M) �uber einer Menge M. M 0 := Merge(N1; : : : ;Nn) sei eine Zu-

sammenf�ugung mit n 2 N, wobei Ni f�ur jedes i 2 f1; : : : ; ng von S ableitbar

ist. Dann ist M 0 von S ableitbar.

Beweis.

Seien X;Y 2M 0 mit Y � X. Wir zeigen die Behauptung f�ur die folgenden F�alle:

1. X;Y 2 TM 0(Ro(Ni)) f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng: gilt nach Voraussetzung.

2. X = Y = Ro(M 0): nach De�nition der Zusammenf�ugung gilt Ro(M 0) =S
i2f1;::: ;ngRo(Ni) und B(Ni) = B(Nj) f�ur alle i; j 2 f1: : : : ; ng. F�ur ein be-

liebiges i 2 f1; : : : ; ng folgt damit B(Ro(M 0)) = B(Ro(Ni)). Da nach Vor-

aussetzung B(Ro(Ni)) 2 S gilt, folgt B(X) 2 S. Somit gilt B(KM 0(X;Y)) =

B(X) = KS(B(X);B(Y)).
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3. X = Ro(M 0), Y 2 TM 0(Ro(Ni)) f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng: nach De�nition der

Zusammenf�ugung gilt X = PaM 0(Ro(Ni)). Der Fall 2 zeigt, da� B(X) =

B(Ro(Ni)) gilt. Aus diesen beiden Aussagen folgt:

B(KM 0(X;Y)) = B(fXg [KM 0(Ro(Ni); Y)) = B(KM 0(Ro(Ni); Y)):

Nach Voraussetzung gilt B(KM 0(Ro(Ni); Y)) = KS(B(Ro(Ni));B(Y)), und

es folgt mit B(X) = B(Ro(Ni)) die Behauptung.

4. X 2 TM 0(Ro(Ni)), Y 2 TM 0(Ro(Nj)) f�ur ungleiche i; j 2 f1; : : : ; ng: damit

sind X;Y nicht vergleichbar, womit dieser Fall nicht vorkommt.

Verw. von: ; Verw. in: Theo. 4.4.

4.3 Das LCA-Theorem

Betrachten wir einen Reconciled Tree R 2 RC(G;S) des Genbaumes G �uber

dem Speziesbaum S. Nach der De�nition des Reconciled Tree existiert ein spe-

zieskonformer Einbettungsmonomorphismus der Menge Emon(G;R) des Gen-

baumes G in den Speziesbaum S. Aus der Menge Emon(G;R) betrachten wir

nun einen spezieskonformen Einbettungsmonomorphismus, welcher die Elemen-

te aus G auf die von heute aus fr�uhest m�oglichen Gene in R abbildet. Einen

solchen Einbettungsmonomorphismus bezeichnen wir nach De�nition 9.9 als

minimal.

Sei ' 2 Emon(G;R) ein minimaler spezieskonformer Einbettungsmonomorphis-

mus. Wir wollen nun eine Aussage �uber die Spezies der Gene in R machen, in

welche der Genbaum eingebettet ist, also �uber die Menge '(G). Die Spezies

eines Genes '(X) 2 R mit X 2 G ist durch die Basis B('(X)), und die Host-

Spezies von X ist durch die kleinste oberer Schranke
F
S(X) gegeben. Nach dem

LCA-Theorem ist nun die Host-Spezies von X gleich mit der Spezies von X.

Allgemein besagt das LCA-Theorem, da� B('(X)) =
F
S(X) f�ur alle X 2 G gilt.

F�ur eine zwar spezieskonforme, aber nicht minimale Einbettung mu�, wie man

sich an einem Beispiel leicht klarmacht, diese Aussage nicht gelten.

Der formale Beweis des LCA-Theoremes ist in Abschnitt 4.3.2 (auf Seite 56)

gezeigt. Einen �Uberblick zu diesem Beweis geben wir vorab in dem n�achsten

Abschnitt 4.3.1.
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4.3.1 Beweisskizze

F�ur ein X 2 G ist nach Lemma 3.4 (Seite 32) die Host-Spezies
F
S(X) eine

untere Schranke
F
S(X) � B('(X)) f�ur B('(X)). Wir zeigen indirekt, da�F

S(X) = B('(X)) gilt.

Hierzu nehmen wir die Existenz eines ElementesW 2 Gmit
F
S(W) 6= B('(W))

an, womit
F
S(W)� B('(W)) gilt. Unter dieser Annahme konstruieren wir aus

R einen Reconciled Tree R 00 mit geringerer Kardinalit�at als R, dessen Existenz

jedoch im Widerspruch zu der vorausgesetzten minimalen Kardinalit�at von R

steht.

Der indirekte Beweis unterteilt sich in den strukturellen Abschnitt 4.3.1.1 und

konstruktiven Abschnitt 4.3.1.2. In dem strukturellen Abschnitt leiten wir aus

R;S und G Aussagen ab, mit deren Hilfe wir in dem konstruktiven Abschnitt

aus R dann den Reconciled Tree R 00 konstruieren.

X’’

C”1 C”i C”n

Y” 1 Y” i Y” n

Z”1 Z” i Z”n

X

Z1 Zi Zn

X’

Y’

Z’1 Z’ i Z’n

G S R

B

S

Abbildung 4.4: Strukturelle Eigenschaften

4.3.1.1 Struktureller Abschnitt

In dem strukturellen Abschnitt (siehe Abbildung 4.4) zeigen wir die Existenz

eines Elementes X 2 G, mit
F
S(X) � B('(X)), so da�

F
S(V) = B('(V)), f�ur

alle V 2 R mit V � X gilt. Diese Eigenschaft von X bezeichnen wir als minimal

bez�uglich
F
S. Aus dieser Eigenschaft folgern wir, da� X Kinder besitzt, welche

wir mit Z1; : : : ; Zn bezeichnen. Die Bilder von X sowie Z1; : : : ; Zn unter '

bezeichnen wir zur Vereinfachung jeweils mit X 00 sowie Z 00
1 ; : : : ; Z

00
n.
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X und ein beliebiges Kind Zi beschreiben in R die Kette KR(X
00; Z 00

i ). Die

Basis B(KR(X
00; Z 00

i )) dieser Kette ist nach Voraussetzung B(KR(X
00; Z 00

i )) =

KS(B(X
00);B(Z 00)) eine Kette in S. X haben wir minimal bez�uglich

F
S gew�ahlt,

womit
F
S(Zi) = B(Z 00

i ) und
F
S(X) � B(X 00) gilt. Also gilt

F
S(X) 2

B(KR(X
00; Z 00

i )) mit
F
S(X) 6= B(X 00). Da B(KR(X

00; Z 00
i )) = KS(B(X 00);B(Z 00

i ))

gilt, existiert ein Y 00
i 2 KR(X

00; Z 00
i ) mit B(Y 00

i ) =
F
S(X) und Y 00

i 6= X 00. Es kann

mehrere Elemente mit dieser Eigenschaft geben. Wir legen Y 00
i als das maximale

Element mit dieser Eigenschaft fest.

Betrachten wir nun zwei unterschiedliche Elemente Y 00
i 2 KR(X

00; Z 00
i ) und Y

00
j 2

KR(X
00; Z 00

j ) mit der genannten Eigenschaft. Wir wissen, da� B(Y 00
i ) = B(Y 00

j ) =F
S(X) gilt und damit die Ketten B(KR(X

00; Y 00
i )) und B(KR(X

00; Y 00
j )) identisch

sind. Mit Y 00
i � X 00 und Y 00

j � X 00 folgt, da� X 00 nach De�nition 3.7 (Seite 32)

ein Duplikationselement ist.

B(X’’)x{p}

X

Z1 Zi Zn

G

X’’

C”1 C”i C”n

Y” 1 Y” i Y” n

Z”1 Z” i Z”n

R R’

Y” 1 Y” i Y” n

Z”1 Z” i Z”n

R’’

S(X)x{p}

Υ’oΥ(Pa(X’’))

Y’’

Υ(Pa(X’’))

Υ Υ’
Υ’(B(X’’)x{p})

S(X)x{p}))Υ’(Pa(

Abbildung 4.5: Konstruktion von R 00

4.3.1.2 Konstruktiver Abschnitt

In dem konstruktiven Abschnitt verwenden wir die Eigenschaft, da� X 00 ein

Duplikationselement ist, um R 00 aus R zu konstruieren. Die Idee der Konstruk-

tion von R 00 ist es, die Duplikation an dem Duplikationselement X 00 \tiefer"

(gr�o�erer Abstand zur Wurzel) im Reconciled Tree R statt�nden zu lassen.

Dies geschieht durch zwei Ersetzungsschritte der Operation Repl, welche in

Abbildung 4.5 durch R 0 und R 00 wiedergegeben sind.

1. Wir ersetzen TR(X 00) durch TS(B(X 00)) o p mit einem zu R tdisjunkten

p 2 N zu R 0 = Repl(R;TS(B(X 00)) o p;X 00). Die Funktion � in Ab-
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bildung 4.5 bezeichnet die durch die Ersetzung R 0 gegebene Funktion

�R;TS(B(X 00))op;X 00 .

TS(B(X
00)) o p ist das kleinstm�ogliche m-Clustersystem, welches wir er-

setzen k�onnen, so da� die Ersetzung R 0 noch spezieskonform zu S ist.

Dies bedeutet, da� wir alle Duplikationen aus TR(X 00) entfernen. Damit

k�onnen wir m�oglicherweise aber auch keinen Einbettungsmonomorphis-

mus mehr �nden, um TG(X) in R 0 einzubetten. Dies ist dann der Fall,

wenn TR(X 00) ein notwendiges Duplikationselement beinhaltet, um G in R

spezieskonform mit ' einzubetten. Die spezieskonforme Einbettbarkeit

sichern wir durch die zweite Ersetzung.

2. Wir konstruieren aus R 0 eine Ersetzung R 00 = Repl(R 0;D;
F
S(X) � fqg),

in welche G wieder spezieskonform einbettbar ist. Die in Abbildung 4.5

gegebene Funktion � 0 bezeichnet die durch die Ersetzung T 00
R gegebene

Funktion �R 0;D;
F
S
(X)�fqg.

TG(X) ist in TR 0(X) spezieskonform einbettbar, da wir hier keine Erset-

zung durchgef�uhrt haben. Die zu TG(X) in TG komplement�are Menge

TG(X) ist aber m�oglicherweise nicht mehr spezieskonform in R 0 einbett-

bar. Daher konstruieren wir mit Merge ein m-ClustersystemD, in welches

wir TG(X) spezieskonform einbetten k�onnen und ersetzen dieses in R 0 an

Element
F
S(X) � fqg.

Alle Elemente des Teilbaumes TG(X) ohne X werden in R spezieskonform

in die Teilb�aume TR(Z 00
1 ); : : : ;TR(Z

00
n) eingebettet. Daher verwenden wir

diese Teilb�aume, um sie mit Merge unter der neuen Wurzel Y 00 zu D

zusammenzuf�ugen. Y 00 besitzt dabei die gleiche Basis wie seine Kinder

und ist damit ein Duplikationselement. Da Y 00 wie X 00 alle Teilb�aume

TR(Z 00
1 ); : : : ;TR(Z

00
n) beinhaltet, kann X in Y 00 spezieskonform eingebettet

werden. Damit �ubernimmt Y 00 die in R an dem Duplikationselement X 00

statt�ndende Duplikation. Somit ist TG(X) spezieskonform in D einbett-

bar.

Abschlie�end ersetzen wir D in R 0. Da
F
S(X) = B(Y 00

i ) gilt und Y 00 das

Duplikationselement der Kopien Y 00
1 ; : : : ; Y

00
n ist, folgt B(Y 00) =

F
S(X). Al-

so k�onnen wir den Teilbaum TR 0(
F
S(X)o fpg) durch D in R 0 ersetzen und

erhalten R 00.

Somit ist G in R 00 spezieskonform einbettbar.

Da wir R 00 nur durch die Operationen Repl und Merge mit von S abgeleiteten

Genb�aumen konstruiert haben, ist R 00 nach Lemma 4.5 (Seite 48) und Lem-

ma 4.6 (Seite 49) von S ableitbar. Wie wir in Theorem 4.1 (Seite 43) und

Theorem 4.2 (Seite 45) gezeigt haben, sind die Operationen Repl und Merge

wohlde�niert. Also ist R 00 ein m-Clustersystem.
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Damit R 00 2 RC(G;S) gilt, bleibt die spezieskonforme Einbettbarkeit von G in

R 00 und die minimale Kardinalit�at von R 00, also jRj = jR 00j, zu zeigen.

X

Z1 Zi Zn

G

Pa(X’’)

R R’

Y” 1 Y” i Y” n

Z”1 Z” i Z”n

R’’

Υ’oΥ(Pa(X’’))

Y’’

Υ

Υ’

neu

Υ(Pa(X’’))

Abbildung 4.6: Der Einbettungsmonomorphismus 'neu von G nach R 00

Konstruktion des Einbettungsmonomorphismus 'neu:

R 00 haben wir so konstruiert, da� G dort monomorph und spezieskonform ein-

gebettet werden kann. Abbildung 4.6 zeigt eine solche Abbildung 'neu, welche

aus partiellen Abbildungen von ' und mit Hilfe der Einbettungsisomorphismen

� und �0 konstruiert wird. Zur Konstruktion partitionieren wir G in TG(X),

fXg und TG(X) n fXg. F�ur jedes Element dieser Partition konstruieren wir nun

partiell 'neu.

Wir betrachten zuerst die Urbildmenge TG(X), welche unter ' auf TR(X) ab-

bildet. Die Topologie von TR(X) ist gleich der von TR 00(X 00), da bei den Erset-

zungen lediglich die Bezeichnungen der Elemente ver�andert worden sind. Die

ver�anderten Bezeichnungen erhalten wir durch die Einbettungsisomorphismen

� 0 und � 00. Damit bilden wir die Funktion'neu

��
TR(X)

: TR(X)! TR 00(� 0 ��(X 00))

mit 'neu(Y) 7! � 00 ��0 �'(Y) ab.

Das Element X bildet in R auf das Duplikationselement X 00 ab. Diese Funktion

�ubernimmt in R 00 das Element Y 00. Daher bilden wir 'neu(X) auf Y 00 ab.

TG(X) n fXg bilden wir mit 'neu

��
TG(X)nfXg

:= '
��
TG(X)nfXg

nach TR 00(Y 00) n fY 00g ab,

da die Teilb�aume TR(Z 00
1 ); : : : ;TR(Z

00
n) unver�andert in TR 00(Y 00) n fY 00g enthalten

sind.

'neu bildet somit o�ensichtlich (welches formal in Theorem 4.4 gezeigt ist)

einen spezieskonformen Einbettungsmonomorphismus von G nach R 00.
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X’’
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Abbildung 4.7: Zu den Kardinalit�aten jRj und jR 00j

Minimalit�at von R 00:

Es verbleibt f�ur R 00 die Minmalit�atseigenschaft zu zeigen, damit R 00 2 RC(G;S)

gilt. Da R nach Annahme ein Reconciled Tree ist, m�u�te jRj � jR 00j gelten.

Wir haben R 00 durch ein \Nach-unten-Verschieben" des Duplikationselementes

X 00 jedoch so konstruiert, da� jRj � jR 00j+ 2 gilt. Dies veranschaulichen wir uns

an Abbildung 4.7. Da wir nur \unter" dem Element Pa(X 00) ersetzt haben, gilt

jTR(X 00)j = jTR 00(�(B(X 00) � fpg))j. Wir vergleichen somit nur noch jTR(X 00)j

mit jTR 00(� 0(B(X 00) � fpg))j. Es gilt:

jTR(X
00)j = jfX 00gj

+
X

i2f1;::: ;ng

�
jAij+ jBij+ jCij+ jfC 00

i gj
�

jTR 00(� 0(B(X 00) � fpg))j = j�0(B(X 00)� fpg)j

+

0
@ X

i2f1;::: ;ng

jAij

1
A+ jBj+ jCj+ jfY 00gj:

Entsprechend unserer Konstruktion enth�alt TR 00(� 0(B(X 00)�fpg)) alle Teilb�aume

TR(Y 00
i ) mit i 2 f1; : : : ; ng, welche in der Abbildung mit Ai bezeichnet sind. Wir

vergleichen also nochX
i2f1;::: ;ng

(jBij+ jCij+ 1) mit jBj+ jCj+ 1:

B und C stammen aus der ersten Ersetzung R 0. Bei dieser Ersetzung wurde

TR(X 00) in R durch B(X 00) � p ersetzt. Diese Ersetzung entspricht einer Auf-
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hebung aller Duplikationen in TR(X 00). Hieraus folgert zum einen, da� alle

Duplikate Bi und Ci durch B und C ersetzt wurden. Zum anderen, da� die

Menge B jeder um die Duplikationen bereinigten Menge Bi entspricht. Also

gilt jBj � jBij, f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng. Entsprechend gilt jCj � jCij, f�ur alle

i 2 f1; : : : ; ng. Es folgtX
i2f1;::: ;ng

(jBij+ jCij+ jfC 00
i gj) � n(jBj+ jCj+ 1):

Wir vergleichen somit n(jBj+ jCj+1)mit jBj+ jCj+1. Da R ein m-Clustersystem

ist, gilt n � 2. Die Menge B kann gleich ; entsprechen, wohingegen C minde-

stens ein Element beinhalten mu�. Der geringste Unterschied zwischen jRj und

jR 00j betr�agt somit 2 (diese Schranke ist scharf).

Damit ist R kein Reconciled Tree f�ur G unter S, was im Widerspruch zu unserer

Annahme steht.

Die Intuition der Beweisskizze werden wir in dem folgenden Theorem formal

zeigen.

4.3.2 Der formale LCA-Beweis

Theorem 4.4

Sei R 2 RC(G;S) ein Reconciled Tree von G �uber S und ' eine minimale

spezieskonforme Einbettung von G in R. Dann gilt B('(X)) =
F
S(X), f�ur

jedes X 2 G.

Beweis. (indirekt)

Annahme: Es existiert ein W 2 G mit
F
S(W) 6= B('(W)).

Wir werden zeigen, da� diese Annahme im Widerspruch zu der Minimalit�at

von R steht.

Strukturaussagen:

Wir beginnen damit, die Existenz eines Elementes X 2 G mit
F
S(X) 6= B('(X))

zu zeigen, f�ur das kein U 2 G mit
F
S(U) 6= B('(U)) und U � X existiert. Wir

bezeichnen diese Eigenschaft von X als minimal bez�uglich
F
S.

Aussage 1 In G existiert ein Element, welches minimal bez�uglich
F
S ist.

Beweis. Da nach Voraussetzung ' spezieskonform ist, gilt W � B('(W)).

Mit Lemma 3.4 (Seite 32) folgt hieraus
F
S(W)� B('(W)). Aus der AnnahmeF

S(W) 6= B('(W)) folgt damit
F
S(W)� B('(W)). Da G nach Voraussetzung

endlich ist, existiert in TG(W) ein minimales Element bez�uglich
F
S.
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Sei X 2 G minimal bzgl.
F
S, von nun an fest gew�ahlt.

Aussage 2 Es gilt X =2 Le(G).

Beweis. (indirekt)

Annahme:X 2 Le(G). Wir werden hieraus folgern, da� ', im Widerspruch

zur Voraussetzung, nicht minimal ist. Sei X 00 := '(X). Aus X 2 Le(X) folgt

X =
F
S(X), und da X minimal bzgl.

F
S ist, gilt

F
S(X) � B(X 00), woraus

X � B(X 00) folgt.

Da X ein Blatt ist, existiert nach Def. 2.4 (Seite 17) ein a 2 M mit fag = X.

Also gilt fag � B(X 00), woraus die Existenz eines i 2 N mit (a; i) 2 X 00 folgt.

Aus Def. 2.4 (Seite 17) folgt f(a; i)g 2 R. Da fag � B(X 00) gilt, folgt weiter

f(a; i)g � X 00. Also existiert ein f(a; i)g 2 R mit f(a; i)g � X 00 und X = fag =

B(f(a; i)g).

Wir konstruieren nun, mit Hilfe des Elementes f(a; i)g, aus ' eine minimalere

Einbettung 'neu, entsprechend Def. 3.6 (Seite 3.6).

V := fF 2 Emon(G;R) j 8V 2 G : V � B(F(V))g

ist die Menge aller spezieskonformen Einbettungsmonomorphismen von G nach

R. Nach Voraussetzung ist ' ein minimales Element von V. Da' 2 Emon(G;R)

und X 2 Le(G) ist, folgt '(G)\ (TR(X
00) n fX 00g) = ;. Also ist 'neu : G! R, mit

'neu(V) :=

�
'(V) V 6= fag

f(a; i)g V = fag

ein Element aus V. Es gilt somit 'neu < ', welches ein Widerspruch zu der

vorausgesetzten Minimalit�at von ' ist.

Wir bezeichnen die Kinder von X durch Z1; : : : ; Zn, mit n 2 N. Die folgende

Aussage zeigt Struktureigenschaften von R auf, welche uns die Anwendung der

Operationen aus Abschnitt 4.1 erm�oglichen. Zur Vereinfachung de�nieren wir

X 00 := '(X) und Z 00
i := '(Zi) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Aussage 3 Sei Z 00 2 '(ChG(X)), dann existiert ein Y 00 2 KR(X
00; Z 00) mit

B(Y 00) =
F
S(X) und B(Y 00) � B(X 00).

Beweis. Da Z 00 2 '(ChG(X)), existiert ein Z 2 ChG(X) mit '(Z) = Z 00.

Wir zeigen zuerst, es existiert ein Y 0 2 KS(B(X 00);B(Z 00)) mit Y 0 � B(X 00) und

Y 0 =
F
S(X). Da X minimal bzgl.

F
S ist, gilt

F
S(X) � B(X 00) und

F
S(Z) =

B(Z 00). Aus Z 2 ChG(X) folgt
F
S(Z) �

F
S(X). Somit gilt

B(Z 00) =
G

S
(Z) �

G
S
(X) � B(X 00), also Y 0 2 KS(B(X

00);B(Z 00)):
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Wir zeigen nun die Existenz von Y 00. Da R von S ableitbar ist, gilt B(KR(X
00; Z 00))

= KS(B(X 00);B(Z 00)). Da Y 0 2 KS(B(X 00);B(Z 00)) ist, existiert somit ein

Y 00 2 KR(X
00; Z 00), mit B(Y 00) = Y 0:

Es gilt Y 0 � B(X 00), also B(Y 00) � B(X 00). Aus B(Y 00) � B(X 00) und Y 00 2

KR(X
00; Z 00) folgt Y 00 � X 00. Es gilt Y 0 =

F
S(X), also B(Y 00) =

F
S(X).

Wir bezeichnen Y 00
i als das jeweils maximale Element einer Kette KR(Z

00
i ; X

00)

mit B(Y 00
i ) =

F
S(X) und B(Y 00

i ) � B(X 00), sowie C 00
i 2 ChR(X 00) mit Z 00

i � C 00
i ,

f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Aussage 4 X 00 ist ein Duplikationselement.

Beweis. Da R ein m-Clustersystem ist, existieren Y 00
i ; Y

00
j mit i:j 2 f1; : : : ; ng

und i 6= j. Aus Y 00
i 2 KS(X

00; Z 00
i ) und Y 00

i � X 00 folgt Y 00
i 2 KS(C

00
i ; Z

00
i ), entspre-

chend folgt Y 00
j 2 KS(C

00
j ; Z

00
j ). Damit gilt B(Y 00

i ) � B(C 00
i ) und B(Y 00

j ) � B(C 00
j ).

Es gilt B(Y 00
i ) =

F
S(X) = B(Y 00

j ), womit B(C 00
i ) \ B(C 00

j ) 6= ; folgt und somit X 00

(Def. 3.3, Seite 31) ein Duplikationselement ist.

Aussage 5 Sei i 2 f1; : : : ; ng, dann gilt Y 00
i � C 00

i .

Beweis. Da B(Y 00
i ) � B(X 00) nach Voraussetzung gilt und B(C 00

i ) = B(X 00) nach

Aussage 4 gilt, folgt B(Y 00
i ) � B(C 00

i ). Mit der Voraussetzung Y 00
i 2 KR(X

00; Z 00
i )

folgt Y 00
i � C 00

i .

Konstruktion von R 00:

Wir werden nun R 00 de�nieren. Die Idee der Ersetzung ist es, die Duplikation

an dem Duplikationselement X 00 echt unterhalb von X 00 statt�nden zu lassen.

Hierzu eliminieren wir zuerst die Duplikation, indem wir den duplikationsfreien

Teilbaum B(X 00)o p mit einem zu Ro(R) tdisjunkten p 2 (N), an X 00 ersetzen.

Festlegung 1 (R 0)

R 0 := Repl (R;TS (B (X 00)) o p;X 00)
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Aussage 6 R 0 ist eine Ersetzung.

Beweis. R ist nach Voraussetzung und TS(B(X 00)) o p) ist nach Theorem 4.3

(Seite 47) ein m-Clustersystem. Da p tdisjunkt zu Ro(R) ist, gilt Ro(R) \

Ro(TS(B(X 00))op = ;. Es gilt B(Ro(TS(B(X 00))op)) = B(B(X 00)�fpg) = B(X 00)

und X 00 = '(X) 2 R. Damit ist R 0 eine Ersetzung.

Als n�achstes konstruieren wir uns einen Baum, welcher als Wurzel ein Dupli-

kationselement und die Teilb�aume TR(Z 00
i ) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng enth�alt.

Festlegung 2 (D)

D :=Merge (TR(Y
00
1 ); : : : ;TR(Y

00
n))

Aussage 7 D ist eine Zusammenf�ugung.

Beweis. Seien i; j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j fest aber beliebig gew�ahlt. Wir zeigen

zuerst Y 00
i \ Y 00

j = ;. Nach Voraussetzung gilt Y 00
i 2 KR(X

00; Z 00
i ) und Y 00

j 2

KR(X
00; Z 00

j ). Da ' 2 Emon(G;R) folgt Z 00
i \Z

00
j = ; und damit gilt auch Y 00

i \Y
00
j =

;.

Nach Voraussetzung gilt B(Y 00
i ) =

F
S(X), f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng. Damit ist D

eine Zusammenf�ugung.

Wir ersetzen nun D an
F
S(X) � fpg in R 0.

Festlegung 3 (R 00)

R 00 := Repl
�
R 0;D;

G
S
(X)� fpg

�

Aussage 8 R 00 ist die Ersetzung von D an
F
S(X) � fpg in R 0.

Beweis. Wir zeigen die Bedingungen an die Parameter:

1. R 0;D sind m-Clustersysteme: Nach Aussage 6 ist R 0 eine Ersetzung und

damit nach Theorem 4.1 ein m-Clustersystem. Nach Aussage 7 ist D eine

Zusammenf�ugung und damit nach Theorem 4.2 ein m-Clustersystem.

2. Ro(D) \ Ro(R 0) = ;: Es gilt Ro(R 0) = Ro(R) n X 00 [
F
S(X) � fpg und

Ro(D) =
S
i2f1;::: ;ng Y

00
i . Da p tdisjunkt zu Ro(R) ist, folgt Ro(D)\

F
S(X)�

fpg = ;. Es gilt nach Voraussetzung Y 00
i � X 00 f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng, woraus

Ro(D) \ Ro(R) n X 00 = ; folgt. Somit gilt die Aussage.

3.
F
S(X) � fpg 2 R 0. Nach Voraussetzung gilt

F
S(X) 6= B(X 00), und mit

Lemma 3.4 folgt
F
S(X) � B(X 00). Hieraus folgt

F
S(X) 2 TS(B(X 00)), und

damit gilt
F
S(X)� fpg 2 TS(B(X 00))op. Da TS(B(X 00))op � R 0 ist, folgt

die Aussage.



60 Strukturaussagen zum Reconciled Tree

4. B(Ro(D)) = B(
F
S(X) � fpg): Es gilt Ro(D) =

S
i2f1;::: ;ng Y

00
i und B(Y 00

i ) =F
S(X) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng. Also ist

B (Ro (D)) = B

0
@ [

i2f1;::: ;ng

Y 00
i

1
A =

G
S
(X) = B

�G
S
(X)� fpg

�
:

Durch die Ersetzungen R 0 und R 00 existieren jeweils die Funktionen

�R;
F
S
(X)op;X 00 : TR(X

00)! TR 0(B(X 00) � fpg)

�R 0;D;
F
S
(X)�fpg : TR 0

�G
S
(X) � fpg

�! TR 00 (Ro(D))

Zur Vereinfachung verwenden wir f�ur diese Funktionen die Kurzbezeichnungen,

�0 := �R;
F
S(X)op;X

00 und � 00 := �R 0;D;
F
S(X)�fpg

:

Die Funktionen � 0 und � 00 werden wir nun verwenden, um mit Hilfe von '

einen Einbettungsmonomorphismus von G nach R 00 zu konstruieren. Hierzu

partitionieren wir G in TG(X), fXg und TG(X) n fXg. Aus TG(X) bilden wir mit

� 00 �� 0 �'
��
TG(X)

nach R 00 ab.

Aussage 9 Es gilt � 00 �� 0 �'
��
TG(X)

2 Emon(TG(X);TR 00(I)) mit I := B(X 00) �

fpg n
F
S(X) � fpg [ Ro(D).

Beweis. Wir zeigen zuerst � 00 �� 0 2 Emon(TR(X 00);TR 00(� 00(B(X 00)� fpg))).

Der Wertebereich von � 0 ist TR 00(B(X 00)� fpg), und der De�nitionsbereich von

� 00 ist TR 00(
F
S(X) � fpg). Da X minimal bzgl.

F
S ist, gilt

F
S(X) � B(X 00) und

damit
F
S(X) � fpg � B(X 00) � fpg. Also ist � 00 �� 0 eine Funktion. Da �0 und

� 00 Ordnungsisomorphismen (Lemma 4.2) sind, ist �00 �� 0 2 Oiso(TR(X
00); I),

mit I = TR 00(� 00(B(X 00)� fpg)) = TR 00(B(X 00)� fpg n
F
S(X) � fpg [ Ro(D)).

Die eigentliche Aussage folgt nun direkt aus der Voraussetzung

'
��
TG(X)

2 Emon(TG(X);TR(X
00)).

Aus TG(X) n fXg k�onnen wir direkt mit 'jTG(X)nfXg nach R 00 abbilden. Denn

R 00 beinhaltet D als Teilbaum. D wiederum beinhaltet alle Mengen aus TR,

auf welche 'jTG(X)nfXg abbildet. Um die Einbettungsmonomorphie zu erhalten,

bilden wir X auf Ro(D) ab. Wir konstruieren unseren neuen Einbettungsmo-

nomorphismus 'neu somit wie folgt.
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Festlegung 4 'neu : G! R 00 ist wie folgt de�niert:

'neu(K) :=

8>><
>>:
�00 �� 0 �'

��
TG(X)

K 2 TG(X)

Ro(D) K = X

'
��
TG(X)nfXg

sonst.

Aussage 10 Es gilt 'neu 2 Emon(G;R 00).

Beweis. Wir zeigen 'neu(A t B) = 'neu(A) t 'neu(B) o.B.d.A. durch die

folgenden F�alle:

1. A;B 2 TG(X): gilt nach Aussage 9.

2. A;B 2 TG(Zi) f�ur ein festes aber beliebiges i 2 f1; : : : ; ng: TG(Zi) ist

unter t abgeschlossen und ' 2 Emon(G;R). Damit folgt '
��
TG(Zi)

2

Emon(TG(Zi);TR(Z 00
i )). Nach Voraussetzung gilt 'neu

��
TG(Zi)

= '
��
TG(Zi)

und somit 'neu

��
TG(Zi)

2 Emon(TG(Zi);TR(Z
00
i )).

3. A 2 TG(Zi); B 2 TG(Zj) mit festen aber beleibigen i; j 2 f1; : : : ; ng und

i 6= j:

'neu(A tG B) = 'neu(X) (4.7)

= Ro(D)

= Y 00
i t Y

00
j = Ro(D) (4.8)

= min(KD(Ro(D); Y
00
i ) \KD(Ro(D); Y

00
j ))

= min(KD(Ro(D); Z
00
i ) \ KD(Ro(D); Z

00
j )) (4.9)

= min(KR 00(Ro(D); Z 00
i ) \ KR 00(Ro(D); Z 00

j ))

= min(KR 00(Ro(R 00); Z 00
i ) \KR 00(Ro(R 00); Z 00

j ))

= min(KR 00(Ro(R 00); 'neu(A)) \KR 00(Ro(R 00); 'neu(B)))

= 'neu(A) tR 00 'neu(B)

Zu (4.7): Es gilt

A tG B = min(KG(Ro(G); A) \KG(Ro(G); B))

= min(KG(Ro(G); Zi) \KG(Ro(G); Zj))

= X

Zu (4.8): Nach De�nition der Zusammenf�ugung gilt Y 00
i ; Y

00
j 2 ChD(Ro(D)),

also Y 00
i t Y

00
j = Ro(D).

Zu (4.9): Nach Voraussetzung der Zusammenf�ugung D gilt Y 00
i \ Y

00
j = ;.

Nach Voraussetzung von Y 00
i gilt Z

00
i � Y 00

i und von Y 00
j gilt Z

00
j � Y 00

j . Damit

folgt KD(Y
00
i ; Z

00
i ) \KD(Y

00
j ; Z

00
j ) = ;.
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4. A = X, B 2 TG(X): Also gilt B � A und damit B tG A = A. Wenn

B = X gilt, ist 'neu(B) = 'neu(A). Sonst existiert ein i 2 f1; : : : ; ng mit

B � TG(Zi). Damit folgt 'neu(B) � Z 00
i � Y 00

i � Ro(D) = 'neu(X). Also

gilt immer 'neu(B) � 'neu(X), woraus 'neu(A) tR 00 'neu(B) = 'neu(A)

folgt.

Somit gilt, 'neu(A tG B) = 'neu(A) = 'neu(B) tR 00 'neu(A) = 'neu(A).

5. A 2 TG(X), B 2 TG(X): Hieraus folgt A t B = A t Pa(X). Da Pa(X); A 2

TG(X) sind, lassen sich diese beiden Elemente einbettungsmonomorph

(siehe Aussage 9) nach R 00 abbilden. Damit folgt

'neu(A t B) = 'neu(A t Pa(X)) = 'neu(A) t'neu(Pa(X)):

Wir zeigen nun, da� 'neu(A)t'neu(Pa(X)) = 'neu(A)t'neu(B) gilt, in-

dem wir die Existenz eines C 00 2 Ch('neu(Pa(X)) mit 'neu(A) 2 TR 00(C 00)

und 'neu(B) 2 T00
R(C

00) zeigen.

Da ' 2 Emon(G;R) ist, folgt '(X) � '(Pa(X)). Damit existiert ein

C 2 Ch('(Pa(X))) mit '(X) � C. Aus C folgern wir nun die Existenz

von C 00, wobei wir die beiden folgenden F�alle zu unterscheiden haben.

(a) X 00 � C: Damit ist C 2 TR(X 00), und wir k�onnen C mit � 00 ��0

nach T 00
R abbilden. Es gilt � 0 2 Eiso(TR(X 00);TR 0(B(X 00) � fpg)

und �00 2 Eiso(TR 0(
F
S(X) � fpg);TR 00(Ro(D))). Damit folgt aus

C 2 Ch('(Pa(X))), da� �00 �� 0(C) 2 Ch(� 00 ��0('(Pa(X))) gilt.

Also ist C 00 2 Ch('neu(Pa(X))) mit C 00 := �00 �� 0(C).

Wir zeigen 'neu(A) 2 TR 00(C 00). Da ' ein Einbettungsmonomor-

phismus und A 2 TG(X) ist, folgt '(A) 2 TR(C). �
00 �� 0 ist nach

Aussage 9 ein Einbettungsisomorphismus, womit � 00 �� 0 �'(A) 2

TR 00(� 00 �� 0(C)) ist. Also, ist 'neu(A) 2 TR 00(C 00).

Wir zeigen '(B) 2 T 00
R(C

00). Da TR(X 00) durch TS(B(X 00)) o p in R 0

ersetzt wird und X 00 � C ist, folgt �0(C) = C n X 00 [ B(X 00) � fpg.

Damit ist B(X 00) � fpg � � 0(C). TS(
F
S(X)) o p wird in R 00 durch D

ersetzt. Es gilt
F
S(X) � B(X 00), woraus

F
S(X) � fpg � B(X 00) � fpg

folgt, und es gilt B(X 00) � fpg � �0(C). Damit ist � 00 �� 0(C) =

� 0(C) n
F
S(X) � fpg [D. Da '(B) 2 D gilt, folgt '(B) 2 T 00

R(C
00).

(b) X 00 = C: Damit wird TR(C) durch TS(B(X 00)) o p in R 00 ersetzt,

womit B(X 00) � fpg 2 Ch(� 0 �'(Pa(X))) ist. Da
F
S(X) � fpg �

B(X 00) � fpg gilt, sind B(X 00) � fpg und � 0 �'(Pa(X)) mit � 00 2

Eiso(TR 0(
F
S(X)�fpg);TR 00(Ro(D))) einbettungsisomorph auf R 00 ab-

bildbar. Damit folgt �00(B(X 00) � fpg 2 Ch(� 00 �� 0 �'(Pa(X))) aus
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B(X 00)� fpg 2 Ch(� 0 �'(Pa(X))). Also ist C 00 2 Ch('neu(Pa(X)) mit

C 00 := � 00(B(X 00)� fpg).

Wir zeigen 'neu(A) 2 TR 00(C 00). Da
F
S(X) � B(X 00) gilt, folgtF

S(X) � fpg � B(X 00) � fpg. TS(
F
S(X)) o p wird in R 00 durch D

ersetzt. Also ist C 00 = B(X 00)� fpg n
F
S(X)� fpg [D. Aus Aussage 9

und A 2 TG(X) folgt 'neu(A) 2 TR 00(C 00).

Wir zeigen '(B) 2 T 00
R(C

00). Da C 00 = B(X 00)� fpg n
F
S(X) � fpg [D

ist, folgt Ro(D) � C 00. Mit 'neu(B) 2 D folgt 'neu(B) 2 T 00
R(C

00).

Aussage 11 R 00 ist von S ableitbar.

Beweis. Es gilt R 0 = Repl(R;TS(B(X 00)) o p;X 00). Da R ein Reconciled Tree

ist, ist dieser von S ableitbar. TS(B(X 00)) o p ist o�ensichtlich von S ableitbar.

Aus Lemma 4.5 folgt damit, da� R 0 aus S ableitbar ist.

Es gilt R 00 = Repl(R 0;D;
F
S(X

00) � fpg) und D = Merge(TR(Y 00
1 ); : : : ;TR(Y

00
n)).

Da R von S ableitbar ist, sind auch dessen Teilb�aume TR(Y 00
1 ); : : : ;TR(Y

00
n) von

S ableitbar. Nach Lemma 4.6 ist D damit von S ableitbar. Da R 0 und D von S

ableitbar sind, folgt nach Lemma 4.5, da� R 00 von S ableitbar ist.

Somit besitzt R 00 bis auf die Minimalit�at alle Eigenschaften eines Reconciled

Trees von G �uber S.

Aussage 12 Es gilt jR 00j < jRj.

Beweis. Entsprechend den Ersetzungen R 0 und R 00 errechnen wir die Kardina-

lit�at von R 00. Es gilt

jR 00j = jRj- jTR(X
00)j+ jTS(B(X

00)) � pj- jTR 0(
G

S
(X) � fpgj+ jDj

= jRj- jTR(X
00)j+ jTS(B(X

00))j - jTS(
G

S
(X)j + jDj

= jRj- jTR(X
00)j+ jTS(B(X

00))j - jTS(
G

S
(X)j + jfRo(D)gj

+
X

i2f1;::: ;ng

jTR(Y
00
i )j

= jRj- c
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mit c := jTR(X 00)j- jTS(B(X 00))j+ jTS(
F
S(X)j- jfRo(D)gj-

P
i2f1;::: ;ng jTR(Y

00
i )j.

Wir zeigen c � 1. Es gilt

jTR(X
00)j-

X
i2f1;::: ;ng

jTR(Y
00
i )j

= jfX 00gj+
X

i2f1;::: ;ng

(jTR(C
00
i ) n TR(Y

00
i )j)

� 1+
X

i2f1;::: ;ng

(jB(TR(C
00
i ) n TR(Y

00
i ))j)

� 1+
X

i2f1;::: ;ng

(jB(TR(C
00
i )) n B(TR(Y

00
i )))j)

= 1+
X

i2f1;::: ;ng

(jB(TR(C
00
i ))j- jB(TR(Y

00
i ))j)

= 1+
X

i2f1;::: ;ng

(jTS(B(C
00
i ))j - jTS(B(Y

00
i ))j) (4.10)

= 1+
X

i2f1;::: ;ng

(jTS(B(X
00))j- jTS(

G
S
(X))j) (4.11)

� 1+ 2(jTS(B(X
00))j- jTS(

G
S
(X))j) (4.12)

� 5 (4.13)

Zu (4.10): Sei i 2 f1; : : : ; ng. Da R ein Reconciled Tree ist, sind TR(C 00
i ) und

TR(Y 00
i ) von S ableitbar. Daraus folgt, B(TR(Y

00
i )) = TS(B(Y 00

i )) und B(TR(C
00
i )) =

TS(B(C 00
i )).

Zu (4.11): Nach Aussage 4 gilt B(C 00
i ) = B(X 00), und nach De�nition von Y 00

gilt B(Y 00
i ) =

F
S(X), f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Zu (4.12): Da R ein n-Clustersystem ist, besitzt X 00 mindestens zwei Kinder

C 00
1 ; C

00
2 , woraus n � 2 folgt.

Zu (4.13): Laut Annahme gilt
F
S(X) 6= B(X 00), woraus

F
S(X) � B(X 00) und

damit jTS(B(X 00))j- jTS(
F
S(X))j � 2 folgt.

Also folgt

c = jTR(X
00)j-

X
i2f1;::: ;ng

(jTR(Y
00
i )j) - jTS(B(X

00))j+ jTS(
G

S
(X)j - jfRo(D)gj

� 5- jTS(B(X
00))j + jTS(

G
S
(X)j- 1

= 4- (jTS(B(X
00))j- jTS(

G
S
(X))j)

� 2 (4.14)
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Zu (4.14): Wie (4.13).

Da c � 1, folgt somit jR 00j < jRj.

Also ist unter der Voraussetzung, da� R ein Reconciled Tree ist, auch R 00 ein

Reconciled Tree mit jR 00j < jRj. Dies ist ein Widerspruch zu der vorausgesetzten

Minimalit�at von R.

Verw. von: Lem. 3.4, 4.17, 9.1, 4.2, 4.5, 4.6, Kor. 4.1, Theo. 4.1, 4.2; Verw. in:

Lem. 4.9, 4.13, 5.2, Theo 4.6, 4.8.

4.4 Die Topologie des Reconciled Tree

In diesem Abschnitt werden wir unter Verwendung der Operationen auf Re-

conciled Trees aus Abschnitt 4.1 und dem LCA-Theorem aus Abschnitt 4.3 die

Topologie eines Reconciled Tree R 2 RC(G;S) vollst�andig beschreiben. Dabei

werden wir feststellen, da� sich die Topologie von R nur durch die Topologie

von G und Subtopologien von S beschreiben l�a�t. Damit l�a�t sich die Topologie

des Reconciled Tree von R unabh�angig von diesem und eindeutig beschreiben.

In Kapitel 5 werden wir mit dieser Kenntnis f�ur G und S einen biologisch in-

terpretierbaren und einfach zu berechnenden konstruktiven Reconciled Tree

de�nieren, welcher dieselbe Topologie wie R besitzt.

Wir beschreiben die Topologie von R, indem wir diesen in Teilregionen parti-

tionieren und deren Topologien zeigen. Durch die Einbettung des Genbaumes

G in den Reconciled Tree R wird dieser in Regionen partitioniert, welche wir

als Entwicklungsumgebungen von R bezeichnen. Beispielsweise unterteilt in

Abbildung 4.8 der in den Reconciled Tree R eingebettete Genbaum G diesen in

die Entwicklungsumgebungen ER(a);ER(b);ER(c);ER(1);ER(2);ER(3).

In Abschnitt 4.9 werden wir die Entwicklungsumgebungen in R de�nieren und

allgemeine Struktureigenschaften dieser Entwicklungsumgebungen zeigen. Eine

Entwicklungsumgebung partitionieren wir in Abschnitt 4.4.3 in weitere Teilre-

gionen, zu denen wir strukturelle Eigenschaften zeigen. Mit diesen gezeigten

Eigenschaften werden wir abschlie�end in Abschnitt 4.4.3 die Topologie einer

beliebigen Entwicklungsumgebung von R zeigen.

4.4.1 Die Entwicklungsumgebungen von G

Die globale Struktur von R wird durch den Genbaum G vorgegeben. Dieser

steht mit R durch eine minimale spezieskonforme Einbettung ' 2 Emon(G;S)

in Beziehung. Die Einbettung von G in R durch ' gibt die globale Struktur
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von R vor und unterteilt R in Regionen unbekannter Topologie, welche wir

als Entwicklungsumgebungen bezeichnen. Eine Entwicklungsumgebung von

X 2 G wird durch die Elemente in R, welche in TR('(X)) und nicht in einem

Mengensystem TR(Ch('(Z)) mit Z 2 Ch(X) enthalten sind, gebildet.

a

1 2

c

5 4

b1 2 3 4 5

a

b c

G
RER(a)

ER(b)

ER(1) ER(2) ER(3) ER(4) ER(5)

ER(a)

3

Abbildung 4.8: Die Entwicklungsumgebungen von R

De�nition 4.9 (Entwicklungsumgebung in R)

Sei R 2 RC(G;S) ein Reconciled Tree von G �uber S, ' ein minimaler spe-

zieskonformer Einbettungsmonomorphismus von G in R und X 2 G. Dann

bezeichnen wir

ER;'(X) := TR('(X)) n
[

Z2Ch(X)

TR('(Z))

als die Entwicklungsumgebung von X in R. Wir verwenden die Bezeichnung

ER(X), wenn ' o�ensichtlich ist.

Lemma 4.7 (Partitionierung von R)

Es gilt R = _S
X2GER(X).

Beweis. Da ' ein Einbettungsmonomorphismus ist, gilt ER(X)\ER(Y) = ; f�ur

ungleiche X;Y 2 G. Somit ist die Vereinigung von ER(X) und ER(Y) disjunkt.

Wir zeigen R � _S
X2GER(X). Dazu zeigen wir Ro(R) = '(Ro(G)) durch Wider-

spruch. Nehmen wir Ro(R) 6= '(Ro(G)) an, womit '(Ro(G)) � Ro(R) folgt.

Aus R 2 RC(G;S) und '(Ro(G)) � Ro(R) folgt TR('(Ro(G)) 2 RC(G;S). Da-

mit gilt jTR('(Ro(G))j < jRj. Aber alle Reconciled Trees in RC(G;S) haben die

gleiche Kardinalit�at, was ein Widerspruch ist.
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Sei Y 00 2 R. Mit Ro(R) = '(Ro(G)) folgt, da� ein V 2 G mit Y 00 � '(V)

existiert. Da R eine Baumordnung und ' injektiv ist, existiert genau ein mi-

nimales X mit Y 00 � '(X). Somit ist Y 00 2 ER(X) und damit R � _S
X2GER(X).

Die Aussage
S
X2GER(X) � R gilt o�ensichtlich.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 5.1, 5.2.

Abbildung 4.8 zeigt alle Entwicklungsumgebungen von R. Im folgenden werden

wir die Topologie einer beliebigen Entwicklungsumgebung ER(X) mit X 2 G be-

schreiben.

In dem folgenden Abschnitt 4.4.1.1 zeigen wir, da� zwischen einer bestimm-

ten Region ES(X) in S und S eine topologische Beziehung besteht. In Ab-

schnitt 4.4.1.2 zeigen wir, welche Duplikationselemente ER(X) enthalten kann,

falls ER(X) keine Duplikationen beinhaltet.

4.4.1.1 Der topologische Bezug von ER(X) zu S

Da R von S ableitbar ist, stehen die Topologien von ER(X) und S durch B in

Bezug zueinander. Damit erhalten wir Aussagen �uber die Topologie von ER(X)

durch die Abbildungseigenschaften von B, bezogen auf ER(X), also von BER(X).

Da ER(X) o�ensichtlich unter t abgeschlossen ist, folgt aus dem folgenden

Lemma, da� BER(X) unter t abgeschlossen ist.

Lemma 4.8

F�ur jede unter t abgeschlossene Teilmenge R 0 � R gilt BR 0 2 Ehom(R 0;S).

Beweis. Seien V;W 2 R 0. Da R 0 gegen t abgeschlossen ist, gilt V tW 2 R 0,

und es existiert in R 0 genau ein maximales Element max(R 0). Es gilt:

BR 0(V tW) = BR 0(min(KR(max(R 0); V)\ KR(max(R 0);W))

= min(BR 0(KR(max(R 0); V))\ BR 0(KR(max(R 0);W)))

= min(KS(BR 0(max(R 0));BR 0(V))tKS(BR 0(max(R 0));BR 0(W))

= BR 0(W)t BR 0(V)

Also gilt BR 0 2 Ehom(R 0;B(R 0)).

Verw. von: ; Verw. in: Theo. 4.5, 4.8.

Der Wertebereich von BER(X) beschreibt die Host-Spezies aller Gene aus ER(X).

Damit existiert zu X (neben ER(X)) auch eine Entwicklungsumgebung in S,

welche die Host-Spezies der Gene beschreibt, die durch die Entwicklung von X

zu all seinen Kindern Ch(X) entstanden sind. Analog zu der Entwicklungsum-

gebung in R de�nieren wir die Entwicklungsumgebung in S.
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De�nition 4.10 (Entwicklungsumgebung in S)

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M), wobei G ein Genbaum und S ein

Speziesbaum ist. Dann bezeichnen wir

ES(X) = TS(
G

S
(X)) n

[
Z2Ch(X)

TS(
G

S
(Z))

als die Entwicklungsumgebung von X in S.

Die Gene in ER(X) ben�otigen f�ur deren Entwicklung mindestens alle Spezies

aus ES(X), wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 4.9

Sei X 2 G, dann gilt B(ER(X)) � ES(X).

Beweis. Es gilt

B(ER(X)) = B(TR('(X)) n
[

Z2Ch(X)

TR('(Z))

� B(TR('(X))) n
[

Z2Ch(X)

B(TR('(Z))) Lem. 3.3

= TS(B('(X))) n
[

Z2Ch(X)

TS(B('(Z))) R ist aus S ableitbar.

= TS(
G

S
(X)) n

[
Z2Ch(X)

TS(
G

S
(Z)) LCA-Theo. 4.4

= ES(X)

Verw. von: Theo. 4.4, Lem. 3.3; Verw. in: Lem. 4.14,Theo. 4.5, Kor. 4.3.

4.4.1.2 Duplikationselemente in ER(X)

Wir zeigen, welche Duplikationselemente ER(X) beinhaltet, wenn jB(ER(X))j =

jER(X)j gilt. ER(X) ist nur ohne Duplikationen von B(ER(X)) ableitbar, wenn

jB(ER(X))j = jER(X)j gilt. Dies bedeutet jedoch nicht, da� ER(X) kein Duplika-

tionselement oder keine Kopie einer Duplikation beinhalten kann. Denn ER(X)

kann die Kopie '(X) des Duplikationselementes Pa('(X)) und Duplikations-

elemente Pa('(Z)) f�ur Z 2 Ch(X) beinhalten, obwohl B(ER(X)) = ER(X) gilt.

Beispielsweise kann jB(ER(X))j = jER(X)j gelten und'(X) Duplikationselement

und Kopie in ER(X) sein, wenn ER(X) = f'(X)g gilt. '(X) ist eine Kopie von

Pa('(X)), wenn ein weiteres Kind X 00
i 2 Ch(Pa('(X))) mit B('(X))\B(X 00

i ) 6= ;
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existiert. '(X) ist ein Duplikationselement, wenn B('(Zi)) \B('(Zj)) 6= ; f�ur

ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X) gilt.1

Jedoch kann eine Duplikation nicht \vollst�andig" in ER(X) statt�nden.

Lemma 4.10

Sei X 2 G und jB(ER(X))j = jER(X)j, genau dann existieren keine Y 00; Z 00 2

ER(X), mit Y 00 2 DupR und Z 00 2 Ch(Y 00).

Beweis. Wir zeigen: Existieren Y 00; Z 00 2 ER(X) mit Y 00 2 DupR und Z 00 2

Ch(Y 00), so folgt jB(ER(X))j 6= jER(X)j. Aus Y 00 2 DupR und Z 00 2 Ch(Y 00) folgt

B(Y 00) = B(Z 00). Damit gilt

jER(X)j - 1 = jER(X) n fY
00gj � jB(ER(X) n fY

00g)j = jB(ER(X))j:

Also gilt jER(X)j - 1 � jB(ER(X))j, woraus jB(ER(X))j 6= jER(X)j folgt.

Wir zeigen: Existieren keine Y 00; Z 00 2 ER(X) mit Y 00 2 DupR und Z 00 2 Ch(Y 00),

so folgt jB(ER(X))j = jER(X)j. Da keine Y 00; Z 00 2 ER(X) mit Y 00 2 DupR und

Z 00 2 Ch(Y 00) existieren, folgt B(A) \ B(B) = ; f�ur alle A;B 2 ER(X). Somit

folgt jB(ER(X))j = jER(X)j.

Wenn jER(X)j = jB(ER(X))j gilt, kann somit nur das Maximum von ER(X) eine

Kopie sein, und es k�onnen nur die minimalen Elemente von ER(X) Duplika-

tionselemente sein. Beinhaltet ER(X) ein Duplikationselement und eine seiner

Kopien, so bezeichnen wir dies als ein vollst�andiges Duplikationsereignis in

ER(X).2

4.4.2 Regionen einer Entwicklungsumgebung

Wir werden in diesem Kapitel eine Entwicklungsumgebung ER(X) mit X 2 G in

weitere Regionen, die lokalen Entwicklungsumgebungen und die unbestimmte

Entwicklungsumgebung von ER(X), partitionieren.

ER(X) beschreibt in R die Entwicklung des Gens X zu allen seinen Kindern,

wenn diese existent sind. Damit beschreibt ER(X) auch die lokale Entwicklung

von X zu einem Kind Z 2 Ch(X), welche wir als lokale Entwicklungsumgebung

von Z bezeichnen.

1Es gilt '(Zj); '(Zi) =2 ER(X).
2Da wir diese Eigenschaft nur im sprachlichen Teil und nicht f�ur unseren Formalismus

verwenden, verzichten wir hier auf eine formale De�nition.
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De�nition 4.11 (Lokale Entwicklungsumgebung von ER(X))

Sei R 2 RC(G;S) ein Reconciled Tree von G �uber S, ' ein minimaler spe-

zieskonformer Einbettungsmonomorphismus von G in R und Z 2 G. Dann

bezeichnen wir

eR;'(Z) := fY 00 2 R j 9C 00 2 Ch('(Pa(Z))) :

'(Z) � C 00) Y 00 2 TR(C
00) n TR('(Z))g

als die lokale Entwicklungsumgebung von Z in ER;'(X). Wir verwenden die

Bezeichnung eR(Z), wenn ' o�ensichtlich ist.

Abbildung 4.9 zeigt, als Beispiel, alle lokalen Entwicklungsumgebungen von

ER(b). Hierbei sind b 00 = '(b) sowie 1 00 := '(1), 2 00 := '(2) und 3 00 := '(3).

b’’

ER(b)

C1’’ C2’’ C3’’

1’’ 2’’ 3’’

1 2 3 4 5

a

b c

G
A

B

C

12345

S

eR(1) eR(2) eR(3)

Abbildung 4.9: Die lokalen Entwicklungsumgebungen von ER(b)

M�oglicherweise existieren Elemente in ER(X) n f'(X)g, welche sich in keiner

lokalen Entwicklungsumgebung eR(Z) mit Z 2 Ch(X) be�nden. Diese Elemente

sind wie bei der lokalen Entwicklungsumgebung durch die Entwicklung von X

zu dessen Kindern entstanden. Durch die Multifurkation sind diese jedoch den

Kindern nicht mehr eindeutig zuordenbar und bilden die im folgenden de�nierte

unbestimmte Entwiklungsumgebung von X in R.

De�nition 4.12 (Unbestimmte Entwicklungsumgebung von ER(X))

Sei R 2 RC(G;S) ein Reconciled Tree von G �uber S, ' ein minimaler spe-

zieskonformer Einbettungsmonomorphismus von G in R und Z 2 G. Dann

bezeichnen wir

eER(X) := ER(X) n (f'(X)g [
[

Z2Ch(X)
eS(Z))

als die unbestimmte Entwicklungumgebung von ER(X).
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Nach Abbildung 4.9 gilt, eER(b) = ;. Wir werden sp�ater in Theorem 4.7 zeigen,

da� dies f�ur jede Entwicklungsumgebung eines Reconciled Tree gilt, wenn b ein

Duplikationselement ist.

Lemma 4.11 (Partition von ER(X))

Sei X 2 G, dann gilt ER(X) = f'(X)g _[ eER(X) _[ _S
Z2Ch(X) eR(Z).

Beweis. O�ensichtlich gilt ER(X) = f'(X)g [ eER(X) [ S
Z2Ch(X) eR(Z). Seien

Zi; Zj 2 Ch(X) mit Zi 6= Zj. Da ' einbettungsmonomorph ist, folgt '(Zi) \

'(Zj) = ; und '(Zi) � '(X). Damit ist die Vereinigung von '(Zi), '(Zj) und

'(X) disjunkt.

Lokale Entwicklungsumgebungen und die unbestimmte Entwicklungsumgebung

von ER(X) sowie f'(X)g sind nach De�nition dieser Umgebungen paarweise

disjunkt.

Verw. von: ; Verw. in: Theo. 4.7.

Eine lokale Entwicklungsumgebung eR(Z) von ER(X) mit Z 2 Ch(X) enth�alt

jedoch kein Duplikationselement, wenn j eR(Z)j = jB(eR(Z))j gilt.

Lemma 4.12

Sei X 2 G; Z 2 Ch(X) und jB(eR(Z))j = j eR(Z)j, genau dann existiert kein

Y 00 2 eR(Z) mit Y 00 2 DupR.

Beweis. Sei Y 00 2 eR(Z) ein Duplikationselement, womit B(Y 00
i ) = B(Y 00) f�ur

jedes Kind Y 00
i 2 Ch(Y 00) gilt. Im Gegensatz zu einem Element in ER(X) besitzt

Y 00 mindestens ein Kind Y 00
i , welches auch in eR(Z) enthalten ist. Damit ist der

Beweis analog zu dem Beweis von Lemma 4.10.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 4.17.

Der Bezug unter der Abbildung BER(X) von ER(X) zu ES(X) �ubertr�agt sich auch

auf die lokalen Entwicklungsumgebungen und die unbestimmte Entwicklungs-

umgebung von ER(X), wie wir im folgenden Abschnitt zeigen werden.

4.4.2.1 Der Bezug der Regionen von ER(X) zu ES(X)

Auch eine lokale Entwicklungsumgebung eR(Z) mit Z 2 Ch(X) und die unbe-

stimmte Entwicklungsumgebung eER(S) besitzen, wie ER(X) zu ES(X), durch B

einen topologischen Bezug zu einer bestimmten Region in ES(X). Wir unter-

teilen daher auch ES(Z) in lokale Regionen und in eine unbestimmte Region,

in welchen B(eR(Z)) und B(eER(X)) jeweils enthalten sind. Dazu de�nieren wir

zun�achst analog zu der lokalen und unbestimmten Entwicklungsumgebung in

ER(X) eine lokale und unbestimmte Entwicklungsumgebung in ES(X).
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De�nition 4.13 (Lokale Entwicklungsumgebung von ES(X))

Seien M eine Menge, G;S 2 N(M) wobei G ein Genbaum und S ein Spe-

ziesbaum ist, sowie Z 2 G. Dann bezeichnen wir

eS(Z) := fY 0 2 S j 9C 0 2 Ch(
G

S
(Pa(Z))) :G

S
(Z) � C 0) Y 0 2 TS(C

0) n TS(
G

S
(Z))g

als die lokale Entwicklungsumgebung von Z in ES(X).

De�nition 4.14 (Unbestimmte Entwicklungsumgebung von ES(X))

Sei R 2 RC(G;S) ein Reconciled Tree von G �uber S, ' ein minimaler spe-

zieskonformer Einbettungsmonomorphismus von G in R und Z 2 G. Dann

bezeichnen wir

eES(X) := ES(X) n (f
G

S
(X)g [

[
Z2Ch(X)

eS(Z))

als die unbestimmte Entwicklungumgebung von ES(X).

Wir haben in Lemma 4.9 gezeigt, da� die Spezies ES(X) in den Host-Spezies

B(ER(X)) der Gene ER(X) enthalten sind. Wir zeigen nun, da� sich diese Ei-

genschaft auf die lokalen Entwicklungsumgebungen in eS(Z) und eR(X) sowieeER(X) und eES(X) �ubertr�agt.
Lemma 4.13

Sei X 2 G und Z 2 Ch(X), dann gilt B(eR(Z)) � eS(Z).

Beweis. Sei C 00 das Maximum von eR(Z) und C 0 das Maximum von eS(Z). Es

gilt

B(eR(Z)) = B(TR(C
00) n TR('(Z))

� B(TR(C
00)) n B(TR('(Z))) Lemma 3.3

= TS(B(C
00)) n TS(B('(Z))) R ist aus S ableitbar.

= TS(B(C
00)) n TS(

G
S
(Z)) LCA-Theorem 4.4

� TS(C
0) n TS(

G
S
(Z)) folgt aus C 0 � B(C 00)

= eS(Z)

Wir zeigen abschlie�end C 0 � B(C 00): Es gilt C 0 2 Ch(
F
S(X)) und C 00 2

Ch('(X)).

Wir zeigen B(C 00) 2 Ch(
F
S(X)) oder B(C 00) =

F
S(X). Aus C 00 2 Ch('(X))

folgt B(C 00) = B('(X)), wenn '(X) ein Duplikationselement ist, und B(C 00) 2
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Ch(B('(X)) sonst. Nach dem LCA-Theorem 4.4 ist B('(X)) =
F
S(X). Somit

folgt B(C 00) 2 Ch(
F
S(X)) oder B(C

00) =
F
S(X).

Gilt B(C 00) =
F
S(X): Mit C 0 2 Ch(

F
S(X)) folgt C

0 2 B(C 00), womit C 0 � B(C 00)

gilt. Gilt B(C 00) 2 Ch(
F
S(X)): Es gilt

F
S(Z) � C 0 und '(Z) � C 00. Aus

'(Z) � C 00 folgt B('(Z)) � B(C 00). Mit dem LCA-Theorem 4.4 folgt wei-

ter
F
S(Z) � B(C 00). Also gilt

F
S(Z) � C 0 und

F
S(Z) � B(C 00), womit

C 0 und B(C 00) durch � in S vergleichbar sind. Da C 0 2 Ch(
F
S(X)) und

B(C 00) 2 Ch(
F
S(X)) gilt, sind B(C 00) und C 0 nur vergleichbar, wenn sie gleich

sind. Somit gilt C 0 = B(C 00).

Verw. von: Theo. 4.4, Lem. 3.3; Verw. in: Lem. 4.14, Kor. 4.3.

Lemma 4.14

Sei X 2 G, dann gilt B(eER(X)) � eES(X).
Beweis.

B(eER(X)) = B(ER(X) n (f'(X)g [
[

Z2Ch(X)
eR(Z)))

� B(ER(X)) n (B(f'(X)g) [
[

Z2Ch(X)
B(eR(Z))) Lem. 3.3

� ES(X) n (B(f'(X)g) [
[

Z2Ch(X)
B(eR(Z))) Lem. 4.9

� ES(X) n (B(f'(X)g) [
[

Z2Ch(X)
eS(Z)) Lem. 4.13

= ES(X) n (
G

S
(X) [

[
Z2Ch(X)

eS(Z)) Theo. 4.4

= eES(X)

Verw. von: Lem. 3.3,4.9,4.13,Theo. 4.4; Verw. in: Kor. 4.3.

Im Gegensatz zu ER(X) wird ES(X) im allgemeinen nicht durch seine lokalen

Entwicklungsumgebungen eS(Z) mit Z 2 Ch(X) und die unbestimmte Entwick-

lungsumgebung eES(X) partitioniert.
Lemma 4.15

Sei X 2 G, dann gilt ES(X) �
F
S(X) [

eES(X) [SZ2Ch(X) eS(Z).

Beweis. Wenn ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X) mit eS(Zi) \ eS(Zj) 6= ; existieren, so

gilt ES(X) �
F
S(X)[

eES(X)[SZ2Ch(X) eS(Z). Sonst gilt ES(X) =
F
S(X)[

eES(X)[S
Z2Ch(X) eS(Z).

Verw. von: ; Verw. in: .
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4.4.3 Die Topologie einer Entwicklungsumgebung ER(X)

Nach der Untergliederung von R in Regionen und den Aussagen �uber lokale

Eigenschaften dieser Regionen besitzen wir alle Voraussetzungen, um die To-

pologie einer Entwicklungsumgebung ER(X) mit X 2 G zu zeigen.

In Abschnitt 4.4.3.1 zeigen wir, da� ER(X) und ES(X) dieselbe Topologie be-

sitzen, wenn das Pr�adikat PNoDup(X) (welches wir in dem n�achsten Abschnitt

de�nieren) gilt. Hieraus leiten wir dann ab, da� eR(Z) und eS(Z) f�ur jedes

Z 2 Ch(X) sowie eER(X) und eES(X) jeweils dieselbe Topologie besitzen.
In Abschnitt 4.4.3.2 untersuchen wir die Auswirkungen des Pr�adikates

PNoDup(X) auf die Duplikationselemente in ER(X). Wir zeigen durch das

Duplikationstheorem, da� genau dann, wenn PNoDup(X) nicht gilt, die Ent-

wicklungsumgebung ER(X) Duplikationselemente enth�alt. Enth�alt ER(X)

Duplikationselemente, so ist '(X) ein Duplikationselement. Im besonderen

reduziert sich das Duplikationstheorem { bei der Anwendung auf bifurkierende

Phylogenien { auf das von Page verwendete, aber nicht gezeigte Kriterium, um

Duplikationselemente zu bestimmen. Wir zeigen dies in Korollar 4.4.

In Abschnitt 4.4.3.3 zeigen wir dann die Topologie von ER(X), wenn PNoDup(X)

nicht gilt. Nach dem Duplikationstheorem ist '(X) ein Duplikationselement in

ER(X). Wir zeigen, da� jedes Duplikat von ER(X) die Wurzel genau einer loka-

len Entwicklungsumgebung eR(Z) mit Z 2 Ch(X) ist. Damit beinhaltet ER(X)

keine unbestimmte Entwicklungsumgebung eER(X). Die Topologie einer Ent-

wicklungsumgebung eR(Z) entspricht der Topologie von ES(X) n eS(Z), welches

wir durch BeR(Z) 2 Oiso eR(Z);ES(X) n eS(Z) mit Z 2 Ch(X) zeigen.

Damit besitzt ER(X) in Abh�angigkeit von der G�ultigkeit des Pr�adikates

PNoDup(X) eine von zwei m�oglichen Topologietypen, welche sich aus Subto-

pologien von S zusammensetzen.

4.4.3.1 Die Topologie von ER(X), wenn PNoDup(X) gilt

In diesem Abschnitt werden wir zun�achst BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)) un-

ter dem wahren Pr�adikat PNoDup(X), welches wir noch de�nieren werden, zei-

gen. Dann werden wir hieraus BeER(X) 2 Oiso(eER(X); eES(X)) und BeR(Z) 2

Oiso(eR(Z); eS(Z)) f�ur ein beliebiges Z 2 Ch(X) ableiten.
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Bevor wir die Aussage BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)) formal unter dem wahren

Pr�adikat PNoDup(X) zeigen, skizzieren wir zun�achst die Idee des Beweises und

leiten dabei die De�nition des Pr�adikates PNoDup(X) ab.

Grundlage des Beweises ist die Konstruktion eines Reconciled Tree R 0 2

RC(G;S), in welchen G mit dem minimalen Einbettungsmonomorphismus ' 0

spezieskonform einbettbar ist.3 R 0 besitzt dabei die beiden folgenden Eigen-

schaften: jER 0(X)j = jES(X)j und jER(X)j = jER 0(X)j. Hieraus folgt die wesent-

liche Aussage

jER(X)j = jES(X)j:

Wir wollen BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)) zeigen. Lemma 4.8 besagt, da�

BER(X) 2 Ehom(ER(X);S) und damit BER(X) 2 Ohom(ER(X);S) gilt. Also gilt

auch BER(X) 2 Oepi(ER(X);B(ER(X))). Die Aussage jER(X)j = jES(X)j ver-

wenden wir nun einerseits, um B(ER(X)) = ES(X) zu zeigen, womit BER(X) 2

Oepi(ER(X);ES(X)) folgt. Andererseits folgt mit jER(X)j = jES(X)j nun die zu

zeigende Aussage BER(X) 2 Eiso(ER(X);ES(X)).

X

Z1 Zn

Ro(N)

N

G R

Repl(R,N,X’’)

X’’

R0

Ro(N)

R1

Z’’ 1

Repl(R0,TR(Z’’ 1),Z’1)

Z’2 Z’n

Rn

Z’’ 1 Z’’ n

Ro(N)

Z’1 Z’nZ’’ 1 Z’’ n

N N

Repl(Rn-1,TR(Z’’ n),Z’n-1)

Ro(N)

N

Repl(R,N,X’’)

R0

Z’1 Z’n

Abbildung 4.10: Die Konstruktion von Rn

Konstruieren wir nun R 0 mit Hilfe der Operationen Repl und o. Abbildung 4.10
veranschaulicht die Konstruktion von R 0 = Rn. Das Element X 2 G wird durch

3ER 0 ist damit die vereinfachte Form von ER 0;' 0 .
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' auf X 00 := '(X) und dessen Kinder Z1; : : : ; Zn 2 Ch(X) auf die Elemente

Z 00
1 := '(Z1); : : : ; Z

00
n := '(Zn) in R abgebildet. Wir ersetzen zuerst den Teil-

baum TR(X
00) durch die duplikationsfreie Ableitung N := TS(

F
S(X)) o q von

TS(
F
S(X)) und erhalten die Ableitung R0 von S. Damit N durch Repl ersetzt

werden darf, w�ahlen wir q 2 N tdisjunkt zu Ro(R).

Um die spezieskonforme Einbettbarkeit von G in R0 sicherzustellen, ersetzen

wir schrittweise in R0 jeden Teilbaum gewurzelt an einem Z 0
i :=

F
S(Zi) � fqg)

mit i 2 f1; : : : ; ng durch den Teilbaum TR('(Zi)). Im ersten Schritt ersetzen

wir in R0 den Teilbaum TR0(Z
0
1) durch den Teilbaum TR(Z 00

1 ) und erhalten R1.

In Schritt i 2 f2; : : : ; ng ersetzen wir in Ri-1 den Teilbaum TRi-1(Z
0
i) durch den

Teilbaum TR(Z 00
i ) und erhalten Ri. Um die spezieskonforme Einbettbarkeit von

G sicherzustellen, darf nicht durch die Ersetzung eines Teilbaumes TRi-1(Z
0
i) ein

schon ersetzter Teilbaum TR('(Zj)) mit j 2 f1; : : : ; i- 1g ersetzt werden. Dies

sichern wir durch Erzwingung des Pr�adikates PNoDup(X).

De�nition 4.15 (PNoDup(X))

Sei X 2 G. Das Pr�adikat PNoDup(X) ist de�nitionsgem�a� genau dann wahr,

wenn f�ur alle Zi; Zj 2 Ch(X) mit i 6= j gilt:

G
S
(Zi) �

G
S
(X) und

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj) =

G
S
(X)

Damit ist R 0 = Rn ein Reconciled Tree. F�ur R 0 gilt: Die Topologien von

R 0 nER 0(X) und R nER(X) sind gleich und jER 0(X)j = jES(X)j. Aus der Gleich-

heit der Topologien von R 0nER 0(X) und RnER(X) folgt jRnER(X)j = jR 0nER 0(X)j.

Da R;R 0 2 RC(G;S) gilt, folgt jRj = jR 0j. Aus jR n ER(X)j = jR 0 n ER 0(X)j und

jRj = jR 0j folgt dann jER(X)j = jER 0(X)j. Somit erf�ullt R 0 die geforderten Ei-

genschaften jER 0(X)j = jES(X)j und jER(X)j = jER 0(X)j.

Lemma 4.16

Sei X 2 G, dann gilt PNoDup(X) genau dann, wenn f�ur alle Zi; Zj 2 Ch(X)

mit i 6= j gilt,

B('(Zi)) � B('(X)) und B('(Zi)) t B('(Zj)) = B('(X)):

Das folgende Theorem zeigt formal, da� unter der Bedingung PNoDup (4.15) die

Entwicklungsumgebung ER(X) eine duplikationsfreie Ableitung aus S ist und

damit keine vollst�andigen Duplikationsereignisse enth�alt.
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Theorem 4.5

Sei X 2 G und PNoDup(X) wahr, dann gilt:

BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)):

Beweis. Wir zeigen zuerst, da� jER(X)j = jES(X)j gilt. Dazu de�nieren wir f�ur

X und dessen Kinder Z1; : : : ; Zn mit n 2 N, basierend auf R, das Multimen-

gensystem Rn. F�ur ein zu Ro(R) tdisjunktes p 2 N de�nieren wir

R0 := Repl(R;TS(B('(X))) o p;'(X)) und

Ri := Repl(Ri-1;TR('(Zi));B('(Zi)) � fpg) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Da PNoDup(X) gilt, folgt R
n 2 RC(G;S) aus Lemma 9.3.

Die Kardinalit�at von Rn berechnet sich anhand der Kardinalit�at von R wie

folgt:

jRnj= jRj- jTR('(X))j + jTS(
G

S
(X)) o pj

+
X

i2f1;::: ;ng

(-jTS(
G

S
(Zi)) o pj+ jTR('(Zi))j)

= jRj- jTR('(X))j + jTS(
G

S
(X))j)

+
X

Z2Ch(Z)

(-jTS(
G

S
(Z))j + jTR('(Z))j)

= jRj- (jTR('(X))j-
X

Z2Ch(X)

jTR('(Z))j)

+ jTS(
G

S
(X))j -

X
Z2Ch(X)

jTS(
G

S
(Z))j

= jRj- (jTR('(X))j- j
[

Z2Ch(X)

TR('(Z))j)

+ jTS(
G

S
(X))j - j

[
Z2Ch(X)

TS(
G

S
(Z))j (4.15)

= jRj- (jTR('(X)) n
[

Z2Ch(X)

TR('(Z))j)

+ jTS(
G

S
(X)) n

[
Z2Ch(X)

TS(
G

S
(Z))j (4.16)

= jRj- jER(X)j + jES(X)j:

Zu (4.15): Es gilt j
S
Z2Ch(X) TS(

F
S(Z))j =

P
Z2Ch(X) jTS(

F
S(Z))j, da

F
S(Zi) \F

S(Zj) = ; f�ur alle ungleichen Zi; Zj 2 Ch(X) gilt. Angenommen, es existieren
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ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X) mit
F
S(Zi)\

F
S(Zj) 6= ;, so folgt in der Baumordnung

von S, da� o.B.d.A.
F
S(Zi) �

F
S(Zj) gilt. Damit ist

F
S(Zi)t

F
S(Zj) =

F
S(Zj)

und nach Voraussetzung gilt
F
S(Zj) �

F
S(X). Nach Voraussetzung gilt jedoch

auch
F
S(Zi) t

F
S(Zj) =

F
S(X), was ein Widerspruch ist.

Es gilt j
S
Z2Ch(X) TR('(Z))j =

P
Z2Ch(X) jTR('(Z))j, da '(Zi) \ '(Zj) = ; f�ur

alle ungleichen Zi; Zj 2 Ch(X) gilt. Dies folgt aus der Einbettungsmonomorphie

von '.

Zu (4.15): Die Umrechnung in TS(
F
S(X)) gilt, da

F
S(Z) �

F
S(X) f�ur alle

Z 2 Ch(X) gilt, woraus TS(
F
S(Z)) � TS(

F
S(X)) f�ur jedes Z 2 Ch(X) folgt. Die

Umrechnung in TR('(X)) gilt, da '(Z) � '(X) f�ur alle Z 2 Ch(X), aufgrund

der Einbettungsmonomorphie von ', gilt. Damit folgt TR('(Z)) � TR('(X))

f�ur jedes Z 2 Ch(X).

Da R;Rn 2 RC(G;S) gilt, folgt jRj = jRnj (aufgrund der Minimalit�at beider

m-Clustersysteme). Somit folgt

jER(X)j = jES(X)j:

Da ER(X) gegen t abgeschlossen ist, folgt BER(X) 2 Ehom(ER(X);S) aus Lem-

ma 4.8 und weiter BER(X) 2 Ohom(ER(X);S). Also gilt auch

BER(X) 2 Oepi(ER(X);BER(X)(ER(X))):

Wir zeigen, da� B(ER(X)) = ES(X) gilt. Nach Lemma 4.9 gilt, B(ER(X)) �

ES(X). Daraus folgt jB(ER(X)) � jES(X)j. Es gilt jER(X)j � jB(ER(X))j, und

wir haben gerade jES(X)j = jER(X)j gezeigt. Also gilt

jER(X)j � jB(ER(X))j � jES(X)j = jER(X)j;

woraus jB(ER(X))j = jES(X)j folgt. Mit B(ER(X)) � ES(X) folgt hieraus

B(ER(X)) = ES(X).

Somit ist BER(X) 2 Oepi(ER(X);ES(X)), und da jER(X)j = jES(X)j gilt, folgt

BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)).

Verw. von: Lem. 9.3, 4.8, 4.9; Verw. in: Lem. 4.17, Kor. 4.3, Theo. 4.6.

Korollar 4.3

Sei X 2 G, PNoDuP(X) wahr und Z 2 Ch(X). Dann gilt

BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z); eS(Z)) und BeER(X) 2 Oiso(eER(X); eES(X)):
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Beweis. Nach Theorem 4.5 gilt BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)), woraus BeR(Z) 2

Oiso(eR(Z);B(eR(Z))) und BeER(X) 2 Oiso(eER(X);B(eER(X))) folgt. Wenn eS(Z) =

B(eR(Z)) und eES(X) = B(eER(X)) gilt, folgt die zu zeigende Aussage.

Wir beweisen also noch eS(Z) = B(eR(Z)) und eES(X) = B(eER(X)). Dazu zeigen

wir zun�achst

jB(eER(X))j + X
Y2Ch(X)

jB(eR(Y))j = j eES(X)j + X
Y2Ch(X)

j eS(Y)j:

jER(X)j = jf
G

S
(X)gj+ j eER(X)j+ X

Y2Ch(X)

j eR(Y)j

� 1+ jB(eER(X))j + X
Y2Ch(X)

jB(eR(Y))j

� 1+ j eES(X)j + X
Y2Ch(X)

j eR(Y)j Lem. 4.13, 4.14

� jES(X)j

= jER(X)j

Daraus folgt jB(eER(X))j +PY2Ch(X) jB(eR(Y))j = j eES(X)j+PY2Ch(X) j eS(Y)j.

Es gilt eS(Y) � B(eR(Y)) f�ur jedes Y 2 Ch(X) nach Lem. 4.13 und eES(X) �
B(eER(X)) nach Lem. 4.14. Hieraus folgt j eS(Y)j � jB(eR(Y))j f�ur jedes Y 2

Ch(X) und j eES(X)j � jB(eER(X))j. Mit jB(eER(X))j +PY2Ch(X) jB(eR(Y))j =

j eES(X)j+PY2Ch(X) j eS(Y)j folgt hieraus j eS(Y)j= jB(eR(Y))j f�ur jedes Y 2 Ch(X)

und j eES(X)j = jB(eER(X))j.
Somit gilt im besonderen eS(Z) = B(eR(Z)) und eES(X) = B(eER(X)).
Verw. von: Lem. 4.13,4.14; Verw. in: .

4.4.3.2 Das Duplikations-Theorem

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, da� ER(X) genau dann Duplikationsele-

mente besitzt, wenn PNoDup(X) nicht gilt. Bis jetzt k�onnen wir aus Theorem 4.5

und Lemma 4.10 nur folgern, da� ER(X) kein vollst�andiges Duplikationsereignis

beinhaltet, wenn PNoDup(X) gilt. Wir werden nun zeigen, da� '(X) ein Du-

plikationselement ist, wenn ER(X) Duplikationselemente enth�alt (also PNoDup

nicht gilt). Damit k�onnen wir Aussagen �uber Duplikationselemente in einem

Reconciled Tree formulieren, ohne diesen zu kennen.
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Theorem 4.6 (Duplikations-Theorem)

Sei X 2 G. Genau dann, wenn PNoDup(X) nicht gilt, besitzt ER(X) Du-

plikationselemente. Besitzt ER(X) Duplikationselemente, so ist '(X) ein

Duplikationselement.

Beweis.

Genau dann, wenn PNoDup(X) nicht gilt, existieren ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X),

f�ur die
F
S(Zi) =

F
S(X) oder

F
S(Zi) t

F
S(Zj) �

F
S(X) gilt.

1. Wir zeigen: Wenn
F
S(Zi) =

F
S(X) oder

F
S(Zi) t

F
S(Zj) �

F
S(X) gilt,

ist '(X) ein Duplikationselement.

(a) Wir zeigen: Gilt
F
S(Zi) =

F
S(X), dann ist '(X) ein Duplikations-

element. Aus
F
S(Zi) =

F
S(X) folgt mit dem LCA-Theorem 4.4, da�

B('(X)) = B('(Zi)) gilt. Damit gilt B(Y 00) = B('(X)), f�ur jedes

Y 00 2 KR('(X); '(Zi)). Im besonderen gilt B(C 00
i ) = B('(X)) f�ur das

Kind C 00
i 2 Ch('(X)) \ KR('(X); '(Zi)).

Da R ein n-Clustersystem ist, existiert ein zweites Kind C 00
k 2

Ch('(X)), mit C 00
k 6= C 00

i . Aus C 00
k 2 Ch('(X)) folgt C 00

k � '(X),

und mit Lemma 3.1 folgt weiter B(C 00
k) � B('(X)).

Es gilt damit B('(X)) = B(C 00
i ) und B(C 00

k) � B('(X)) f�ur die un-

gleichen Kinder C 00
i und C

00
k von Ch('(X)), woraus B(Ck)\B(Ci) 6= ;

folgt. Somit ist '(X) ein Duplikationselement.

(b) Wir zeigen: Gilt
F
S(Zi)t

F
S(Zj) �

F
S(X), dann ist '(X) ein Dupli-

kationselement.

Wir zeigen zuerst, da� ungleiche Kinder C 00
i ; C

00
j 2 Ch('(X)) mit

B(C 00
i );B(C

00
j ) 2 KS(

F
S(X);

F
S(Zi) t

F
S(Zj)) existieren. Mit dem

LCA-Theorem 4.4 gilt:

B(KR('(X); '(Zi)) \ B(KR('(X); '(Zj)))

= KS (B('(X));B('(Zi))) \KS(B('(X));B('(Zj)))

= KS

�G
S
(X);

G
S
(Zi)

�
\KS

�G
S
(X);

G
S
(Zj)

�

= KS

�G
S
(X);

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj)

�
:

Also existieren Y 00
i 2 KR('(X); '(Zi)) und Y 00

j 2 KR('(X); '(Zj)) mit

B(Y 00
i ) = B(Y 00

j ) =
F
S(Zi)t

F
S(Zj). Aus der Voraussetzung

F
S(Zi)tF

S(Zj)) �
F
S(X) folgt B(Y 00

i );B(Y
00
j ) �

F
S(X). Nach dem LCA-

Theorem 4.4 gilt
F
S(X) = B('(X)), woraus B(Y 00

i );B(Y
00
j ) � B('(X))
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folgt. Aus B(Y 00
i );B(Y

00
j ) � B('(X)) folgt Y 00

i 6= '(X) und Y 00
j 6= '(X).

Damit folgt aus Y 00
i 2 KR('(X); '(Zi)) und Y 00

j 2 KR('(X); '(Zj)),

da� Y 00
i ; Y

00
j � '(X) gilt. Somit existieren Kinder C 00

i ; C
00
j 2 Ch('(X))

mit C 00
i 2 KR('(X); Y

00
i ) und C

00
j 2 KR('(X); Y

00
j ).

Wir zeigen B(C 00
i ) \ B(C 00

j ) 6= ;. Es gilt

B(C 00
i );B(C

00
j ) 2 KS(

G
S
(X);

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj)):

Dies folgt, da B(C 00
i ) 2 B(KR('(X); Y

00)) ist und

B(KR('(X); Y
00)) = KS (B('(X));B(Y

00
i ))

= KS

�G
S
(X);

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj)

�
gilt. Entsprechend folgert B(C 00

j ) 2 KS(
F
S(X);

F
S(Zi)t

F
S(Zj)). Aus

B(C 00
i );B(C

00
j ) 2 KS(

F
S(X);

F
S(Zi)t

F
S(Zj)) folgt B(C

00
i )\B(C

00
j ) 6= ;.

Da C 00
i 2 KR('(X); Y

00
i ), C

00
j 2 KR('(X); Y

00
j ) und C 00

i ; C
00
j 2 Ch('(X))

gilt, folgt C 00
i 6= C 00

j . Mit B(C 00
i ) \ B(C 00

j ) 6= ; ist '(X) somit ein

Duplikationselement.

2. Wir zeigen: Existieren keine ungleichen Zi; Zj 2 Ch(X) mitG
S
(Zi) =

G
S
(X) oder

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj) �

G
S
(X);

so besitzt ER(X) kein Duplikationselement.

Wir zeigen dies durch Widerspruch. Nehmen wir an, es existiert das

Duplikationselement D 2 ER(X). Da D ein Duplikationselement ist,

existieren Kinder V;W 2 Ch(D) mit B(V) \ B(W) 6= ;. Daraus folgt

B(V) = B(W) = B(D) in dem m-Clustersystem R, womit B(U) = B(D)

f�ur alle Kinder U 2 Ch(D) gilt.

Nach Theorem 4.5 gilt BER(X) 2 Oiso(ER(X);ES(X)), womit B auf ER(X)

injektiv ist. Demzufolge existiert in ER(X) kein Kind von D. Also ist

zwar D, aber keines der Kinder von D Ch(D) in ER(X) enthalten. Da-

mit existieren ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X) mit '(Zi); '(Zj) 2 Ch(D). F�ur

diese Kinder gilt B('(Zi)) = B('(Zj)) = B(D), woraus
F
S(Zi) =

F
S(Zj)

mit dem LCA-Theorem 4.4 folgt. Damit gilt
F
S(Zi) t

F
S(Zj) =

F
S(Zj).

Da
F
S(Zj) �

F
S(X) gilt, folgt entweder

F
S(Zi) =

F
S(X) oder

F
S(Zi) tF

S(Zj) �
F
S(X) im Widerspruch zu der Voraussetzung.

Verw. von: Theo. 4.4, 4.5,Lem. 3.1; Verw. in: Kor. 4.4, 4.5, Theo. 4.7, Lem. 4.17, 5.1.
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Die Duplikationsbedingung des Duplikations-Theorems reduziert sich, wenn X

nur zwei Kinder besitzt.

Korollar 4.4

Seien R bin�ar, X 2 G und fZ1; Z2g = Ch(X). ER(X) besitzt genau dann

ein Duplikationselement, wenn
F
S(Z1) =

F
S(X) oder

F
S(Z2) =

F
S(X) gilt.

Besitzt ER(X) Duplikationselemente, so ist '(X) ein Duplikationselement.

Beweis. Das Duplikations-Theorem 4.6 besagt, da� ER(X) genau dann eine

Duplikation besitzt, wenn
F
S(Z1) =

F
S(X),

F
S(Z2) =

F
S(X) oder

F
S(Z1) tF

S(Z2) � X gilt. Besitzt ER(X) Duplikationselemente, so ist '(X) ein Duplika-

tionselement.

Da fZ1; Z2g = Ch(X), folgt Z1 _[Z2 = X und damit gilt
F
S(X) =

F
S(Z1)t

F
S(Z2).

Somit existiert der Fall
F
S(Z1) t

F
S(Z2) �

F
S(X) nicht, und die Aussage ist

gezeigt.

Verw. von: Theo. 4.6; Verw. in: .

Page hat informal Korollar 4.4 verwendet, um den Reconciled Tree zu kon-

struieren. Er hat damit die Elemente in G bestimmt, welche eingebettet in

dem zu konstruierenden Reconciled Tree, Duplikationselemente sind. Mit die-

sen Elementen hat er dann nach einem rekursiven Verfahren den Reconciled

Tree konstruiert. Da er nur bin�are B�aume verwendet hat, obwohl seine De�-

nition multifurkierende B�aume zul�a�t, ist das von Page verwandte Kriterium

ausreichend gewesen.

4.4.3.3 Die Topologie von ER(X), wenn :PNoDup(X) gilt

Wir beschreiben die Topologie einer Entwicklungsumgebung ER(X) X 2 G,

wenn PNoDup(X) nicht gilt. Mit der Topologie von ER(X) werden wir anschlie-

�end das Duplikations-Theorem 4.6 durch einen Korollar versch�arfen. Wir zei-

gen, da� '(X) das einzige Duplikationselement in '(X) ist, wenn ER(X) ein

Duplikationselement beinhaltet.

Da PNoDup(X) nicht gilt, ist '(X) nach dem Duplikations-Theorem 4.6 ein

Duplikationselement. Nach dem folgenden Theorem ist ER(X) dann nur in

seine lokalen Entwicklungsumgebungen und f'(X)g partitionierbar. Da '(X)

die Wurzel von ER(X) ist, sind dessen Duplikate Wurzeln von jeweils genau

einer lokalen Entwicklungsumgebung eR(Z) mit Z 2 Ch(X).

Kennen wir somit die Topologien der lokalen Entwicklungsumgebungen von

ER(X), so kennen wir auch die Topologie von ER(X).
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Theorem 4.7

Sei X 2 G. Wenn ER(X) ein Duplikationselement beinhaltet, dann gilt

ER(X) = f'(X)g _[
_[
Z2Ch(X)

eR(Z):

Beweis. Zur Vereinfachung de�nieren wir P := f'(X)g [
S
Z2Ch(X) eR(Z). Aus

Lemma 4.11 folgt ER(X) = P [ eER(X), womit eER(X) = ; zu zeigen bleibt.

ER(X) beinhaltet ein Duplikationselement. Nach dem Duplikations-Theorem 4.6

ist damit '(X) ein Duplikationselement. Nehmen wir an, es existiert ein

Y 00 2 eER(X). Dann existiert ein C 00 2 Ch('(X)) mit C 00 =2 P.

Wir zeigen, da� R 0 := (R nnC 00) n f;g ein Reconciled Tree in RC(G;S) ist.

TR(C 00) ist nicht im Wertebereich von ' enthalten, womit ' 0 : G ! R 0 mit

' 0(Y) 7! '(Y) nC 00 ein minimaler spezieskonformer Einbettungsmonomorphis-

mus ist. Es gilt B('(X)) = B(C 00), da '(X) ein Duplikationselement in einem

m-Clustersystem ist. Also gilt B(R 0) = B(R), womit R 0 von S ableitbar ist.

(RnnC 00) n f;g ist ein m-Clustersystem, bis auf die M�oglichkeit, da� ' 0(X) nicht

mehr mindestens zwei Kinder besitzen k�onnte. Da aber ' nicht nach TR(C
00)

abbildet, besitzt ' 0(X) mindestens zwei Kinder, womit R 0 ein m-Clustersystem

ist. Somit ist R 0 2 RC(G;S) und jR 0j < jRj, was ein Widerspruch zur Minima-

lit�at von jRj ist.

Verw. von: Lem. 4.11, 4.6; Verw. in: Theo. 4.8, Lem. 4.17, 5.1.

Wir werden nun f�ur ein festes aber beliebiges Z 2 Ch(X) die Topologie von

eR(Z) beschreiben, indem wir BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z);TS(
F
S(X))nTS(

F
S(Z))) zei-

gen. Dazu skizzieren wir zun�achst die Beweisidee und zeigen dann den formalen

Beweis hierzu. Die hier gezeigte Beweisidee ist analog zu der Beweisidee von

Theorem 4.5.

Grundlage des Beweises ist die Konstruktion eines Reconciled Tree R 00 2

RC(G;S), in welchen G mit dem minimalen Einbettungsmonomorphismus ' 00

spezieskonform einbettbar ist.4 R 00 besitzt die beiden folgenden Eigenschaften:

j eR 00(Z)j = jTS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))j und j eR(Z)j = j eR 00(Z)j. Hieraus folgt die

wesentliche Aussage

j eR(Z)j = jTS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z))j:

Wir wollen BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z);TS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))) zeigen. Lemma 4.8

besagt, da� BeR(Z) 2 Ehom(eR(Z);S) und damit BeR(Z) 2 Ohom(eR(Z);S)

4eR 00 ist damit die vereinfachte Form von eR 00;' 00 .
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gilt. Also gilt auch BeR(Z) 2 Oepi(eR(Z);B(eR(Z))). Die Aussage j eR(Z)j =

jTS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))j verwenden wir nun einerseits, um B(eR(X)) =

TS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z)) zu zeigen, womit BeR(Z) 2 Oepi(eR(Z);TS(

F
S(X)) n

TS(
F
S(Z))) folgt. Andererseits folgt mit j eR(Z)j = jTS(

F
S(X)) n TS(

F
S(Z))j

nun die zu zeigende Aussage BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z);TS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))).

X

Z1 Zn

G R

X’’

Repl(R’,TR(Z’’ i),Z’i)

Z’’ i Z’’ n

C’’ 1 C’’ n

R’

X’’

Ro(N)

Z’ i
N

R’’

X’’

Ro(N)

Z’’ i
N

Repl(R,TS(X’),C’’ i)

Abbildung 4.11: Die Konstruktion von R 00

Konstruieren wir nun R 0 mit Hilfe der Operationen Repl und o. Abbildung 4.11
veranschaulicht die Konstruktion von R 00. Das Element X 2 G wird durch

' auf X 00 := '(X) und dessen Kinder Z1; : : : ; Zn 2 Ch(X) auf die Elemen-

te Z 00
1 := '(Z1); : : : ; Z

00
n := '(Zn) in R abgebildet. Die Kinder von X 00 wer-

den durch C 00
1 ; : : : ; C

00
n bezeichnet. Nach Theorem 4.7 ist ER(X) eine Partition

aus '(X) und allen lokalen Entwicklungsumgebungen von ER(X). In Abbil-

dung 4.11 ist C 00
i f�ur ein i 2 f1; : : : ; ng das Maximum der lokalen Entwicklungs-

umgebung eR(Zi).

Da Z 2 Ch(X) ist, existiert ein i 2 f1; : : : ; ng mit Zi = Z. Um R 00 zu konstru-

ieren, ersetzen wir zuerst TR(C 00
i ) durch N := TS(B(C 00

i ))o q, f�ur ein zu Ro(R)

tdisjunktes p 2 N. Wir erhalten damit das Mengensystem R 0, welches aus S

ableitbar ist.

Wir zeigen N = TS(
F
S(X)) o q. Nach dem Duplikations-Theorem 4.6 ist

X 00 ein Duplikationselement, womit B(X 00) = B(C 00
i ) folgt. Aus dem LCA-

Theorem4.4 folgt B(X 00) =
F
S(X) und damit gilt

F
S(X) = B(C 00

i ). Also gilt

N = TS(B(C 00
i ))o q = TS(

F
S(X)) o q.

Somit haben wir TR(C 00
i ) durch die duplikationsfreie Ableitung TS(

F
S(X)) o q

von TS(
F
S(X)) ersetzt, wobei R

0 von S ableitbar ist. Um die spezieskonforme

Einbettung von G sicherzustellen, ersetzen wir in R 0 den Teilbaum gewurzelt

an Z 0
i :=

F
S(Zi)� fqg durch TR(Z 00

i ) und erhalten den Reconciled Tree R 00.
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F�ur R 00 gilt: Die Topologien von R 00 n eR 00(Z) und R n eR(Z) sind gleich und

j eR 00(Z)j = jTS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))j. Aus der Gleichheit der Topologien von

R 00 neR 00(Z) und RneR(Z) folgt jR
00 neR 00(Z)j = jRneR(X)j. Da R;R

00 2 RC(G;S)

gilt, folgt jRj = jR 00j. Aus jR 00 n eR 00(Z)j = jR n eR(X)j und jRj = jR 0j folgt dann

j eR(Z)j = j eR 00(Z)j. Somit erf�ullt R 00 die geforderten Eigenschaften j eR 00(Z)j =

jTS(
F
S(X)) n TS(

F
S(Z))j und j eR(Z)j = j eR 00(Z)j.

Theorem 4.8

Seien X 2 G, Z 2 Ch(X) und '(X) ein Duplikationselement. Dann gilt

BeR(Z) 2 (eR(Z);TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z))):

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Theorem 4.5. Zur Ver-

einfachung de�nieren wir P := TS(
F
S(C

00)) n TS(
F
S(Z))). Nach Theorem 4.7

gilt ER(X) = f'(X)g _[ _S
K2Ch(X) eR(K), womit genau ein Kind C 00 2 Ch(X) mit

eR(Z) = TR(C 00) nTR('(Z)) existiert. Wir zeigen zuerst, da� j eR(Z)j = jPj gilt.

Dazu de�nieren wir, basierend auf R, das Multimengensystem R 00 f�ur ein zu

Ro(R) tdisjunktes p 2 N.

R 0 := Repl(R;TS(B(C 00)) o p;C 00)

R 00 := Repl(R 0;TR('(Z));B('(Z)) � fpg)

C 00 ist das Maximum von eR(Z), womit Z das einzige Kind aus Ch(X) mit

'(Z) � C 00 ist. Damit ist Lemma 9.3 anwendbar, woraus R 00 2 RC(G;S) folgt.

Die Kardinalit�at von R 00 berechnet sich anhand der Kardinalit�at von R wie

folgt:

jR 00j= jRj- jTR(C
00)j+ jTS(B(C

00))o pj

- jTS(B('(Z))) � fpgj+ jTR('(Z))j

= jRj- (jTR(C
00)j- jTR('(Z))j)

+ jTS(B(C
00))j- jTS(B('(Z)))j

= jRj- (jTR(C
00)j- jTR('(Z))j)

+ jTS(B('(X)))j - jTS(B('(Z)))j (4.17)

= jRj- (jTR(C
00)j- jTR('(Z))j)

+ jTS(
G

S
(X))j - jTS(

G
S
(Z))j (4.18)

= jRj- (jTR(C
00) n TR('(Z))j)

+ jTS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z))j (4.19)

= jRj- j eR(Z)j + jPj:
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Zu (4.17): Da C 00 2 Ch(X) gilt und '(X) ein Duplikationselement ist, folgt in

einem m-Clustersystem B(C 00) = B('(X)).

Zu (4.18): Folgt aus dem LCA-Theorem 4.4.

Zu (4.19): Die Umrechnung in TR(C 00) gilt aufgrund der Einbettungsmonomor-

phie von ', die Umrechnung in TS(
F
S(X)) gilt, da

F
S ordnungshomomorph ist.

Da R;Rn 2 RC(G;S) gilt, folgt jRj = jRnj (aufgrund der Minimalit�at beider

m-Clustersysteme). Somit folgt j eR(Z)j = jPj.

Da eR(X) gegen t abgeschlossen ist, folgt BeR(Z) 2 Ehom(eR(X);S) aus Lem-

ma 4.8. Daraus folgt BeR(Z) 2 Ohom(eR(Z);S), und es gilt

BER(Z) 2 Oepi(eR(Z);BeR(Z)(eR(Z))):

Wir zeigen, da� B(eR(Z)) = P gilt. B(eR(Z)) � P gilt nach der folgenden

Aussage:

B(eR(Z)) = B(TR(C
00) n TR('(Z))

� B(TR(C
00)) n B(TR('(Z))) Lemma 3.3

= TS(B(C
00)) n TS(B('(Z))) R ist aus S ableitbar.

Da '(X) 2 DupR und C 00 2 Ch('(X)) gilt, folgt B(C 00) = B('(X)), und es gilt

weiter:

= TS(B('(X))) n TS(B('(Z)))

= TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z)) LCA-Theorem 4.4

= P:

Daraus folgt jB(eR(Z))j � jPj. Es gilt j eR(Z)j � jB(eR(Z))j, und wir haben

gerade j eR(Z)j = jPj gezeigt. Also gilt

j eR(Z)j � jB(eR(Z))j � jPj = j eR(Z)j;

woraus jB(eR(Z))j = jPj folgt. Mit B(eR(Z)) � P folgt hieraus B(eR(Z)) = P.

Somit ist BeR(Z) 2 Oepi(eR(Z);P), und da j eR(Z)j = jPj gilt, folgt BeR(Z) 2

Oiso(eR(Z);P).

Verw. von: Lem. 4.8, 3.3,Theo. 4.4, 4.7; Verw. in: .
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Wir werden nun mit Kenntnis der Topologie von ER(X) das Duplikationstheo-

rem 4.6 durch Duplikations-Korollar 4.5 versch�arfen. Dazu zeigen wir zun�achst

das folgende Lemma und dann den Duplikations-Korollar.

Lemma 4.17

Sei X 2 G, und ER(X) besitzt ein Duplikationselement. Dann ist '(X) das

einzige Duplikationselement in ER(X).

Beweis. Aus dem Duplikations-Theorem 4.6 folgt, da� '(X) ein Duplikations-

element ist, da ER(X) ein Duplikationselement besitzt. Nach Theorem 4.7 ist

ER(X) eine Partition aus '(X) und allen seinen lokalen Entwicklungsumgebun-

gen. Wir zeigen, da� eine feste aber beliebige lokale Entwicklungsumgebung

eR(Z) mit Z 2 Ch(X) keine Duplikationselemente besitzt, womit '(X) dann

das einzige Duplikationselement in ER(X) ist.

Nach Theorem 4.8 gilt, BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z);TS(
F
S(Z) n TS(

F
S(Z)))), woraus

jB(eR(Z))j = j eR(Z)j folgt. Aus Lemma 4.12 folgt hieraus, da� eR(Z) kein

Duplikationselement beinhaltet.

Verw. von: Theo. 4.6, 4.7, 4.8, Lem. 4.12; Verw. in: Kor. 4.5.

Korollar 4.5 (Duplikations-Korollar)

Sei X 2 R.

ER(X) besitzt kein Duplikationselement, wenn PNoDup(X) gilt.

ER(X) besitzt nur das Duplikationselement '(X), wenn PNoDup(X) nicht

gilt.

Beweis. Folgt aus dem Duplikations-Theorem 4.6 und Lemma 4.17.

Verw. von: Theo. 4.6, Lem. 4.17; Verw. in: Kor. 5.1.





Kapitel 5

Konstruktive De�nitionen zum

Reconciled Tree

Die De�nition des Reconciled Tree ist direkt aus dem biologischen Sachver-

halt heraus formuliert und dadurch gut wiedergegeben worden, Dazu hat Page

einen Reconciled Tree als ein an Kardinalit�at minimales Element einer Menge

von m-Clustersystemen mit gewissen Eigenschaften beschrieben. Eine kon-

krete Vorstellung der Topologie des Reconciled Tree fehlt somit. Diese nicht

konstruktive De�nition erschwert die biologische Interpretation eines Reconci-

led Tree, wie auch dessen Konstruktion und den formalen Umgang mit diesem.

Entsprechend ist auch das Duplikationselement zwar biologisch einsichtig in die

De�nition �ubertragen, jedoch nicht konstruktiv de�niert worden.

In dem Abschnitt 4.4 haben wir Eigenschaften des Reconciled Tree und des Du-

plikationselementes gezeigt, mit denen wir diese konstruktiv de�nieren k�onnen.

In Abschnitt 5.1 werden wir zun�achst das Duplikationselement und dann in

Abschnitt 5.2 den Reconciled Tree konstruktiv de�nieren. Dazu betrachten

wir einen Gen- und Speziesbaum G;S 2 N(M) �uber einer Menge M und einen

Reconciled Tree R 2 RC(G;S), in welchen G durch einen minimalen Einbet-

tungsmonomorphismus ' spezieskonform einbettbar ist.

5.1 Duplikationselemente in G

Ein Duplikationselement ist bisher anhand eines Reconciled Tree und damit

nicht konstruktiv de�niert worden. In diesem Abschnitt werden wir das Dupli-

kationselement konstruktiv, also ohne die direkte Verwendung eines Reconciled

Tree, aus RC(G;S) de�nieren.
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Nach dem Duplikations-Korollar 4.5 ist nur ein Element '(X) ein Duplikati-

onselement in R, f�ur welches das Pr�adikat PNoDup(X) nicht gilt. Die Elemente

'(X) und X bezeichnen, jeweils in R und G, dasselbe Gen. Somit k�onnen wir

ein Duplikations-Gen, welches durch ein Duplikationselement in R bezeichnet

ist, auch durch ein Duplikationselement in G bezeichnen.

De�nition 5.1 (Duplikationselement im Genbaum)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M) ein Gen- und Speziesbaum. Dann bezeich-

nen wir mit

DupKG;S := fX 2 G j :PNoDup(X)g

die Menge aller Duplikationselemente in G. Wir bezeichnen mit DupKG;S :=

G nDupKG;S die Elemente in G, welche nicht Duplikationselemente sind.

Sind G;S o�ensichtlich, so verwenden wir die Bezeichnungen DupK oder

DupK.

Korollar 5.1

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M), R 2 RC(G;S) und ' ein minimaler Ein-

bettungsmonomorphismus von G in R, dann gilt

'(DupKG;S)) = DupR :

Beweis. Folgt direkt aus dem Duplikations-Korollar 4.5.

Verw. von: Kor. 4.5; Verw. in: .

Mit dieser konstruktiven De�nition des Duplikationselementes werden wir in

dem folgenden Abschnitt den Reconciled Tree konstruktiv de�nieren.

5.2 Der Reconciled Tree, konstruktiv de�niert

In Abschnitt 4.4 haben wir die Topologie eines Reconciled Tree beschrieben. Al-

le Reconciled Trees in RC(G;S) besitzen eine eindeutige Topologie, welche sich

aus Subtopologien von G und S kombiniert. Diese Kombination ist wesentlich

f�ur die biologische Auswertung eines Reconciled Tree. Die Bezeichnungen der

Elemente eines Reconciled Tree geben diese Kombination jedoch nur indirekt,

durch das Multimengenkonzept, wieder. Wir werden daher den Reconciled Tree

konstruktiv de�nieren, indem wir den Elementen von R Bezeichnungen zuord-

nen, welche direkt auf die Subtopologien von G und S verweisen und dadurch

den Reconciled Tree konkret beschreiben.
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Ein Beispiel des konstruktiv de�nierten Reconciled Tree RKG;S von G �uber S

zeigt Abbildung 5.1. Die Mengen a; b; c und A;B;C bestehen dabei aus den

Bl�attern der durch sie de�nierten Teilb�aume, wie z.B. B = f2; 3; 4; 5g. Ein Drei-

tupel (Gfrom; Gto; Shost) von RKG;S beschreibt dabei ein Gen, welches w�ahrend

der Entwicklung des Gens Gfrom 2 G in das Gen Gto 2 G in der Host-Spezies

Shost 2 S entstanden ist. Betrachten wir das Dreitupel (b; 2; B). Das Gen b ist

in der Host-Spezies A, das Gen 2 in der Host-Spezies 2 beinhaltet. Damit hat

sich das Gen b in der Host-Spezies A �uber das Gen (b; 2; B) in der Host-Spezies

B zum Gen 2 in der Host-Spezies 2 entwickelt.

(a,a,A)

(b,b,A)

(b,1,A)

(b,1,B)

(b,1,C)

(b,2,A)

(b,2,B)

(b,2,C)

1 2 3 4 5

A

B

C

a

b c

12345

(b,3,A)

(b,3,B)

(b,3,C)

(a,c,A)

(a,c,B)

(c,c,C)

(1,1,1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

G S

RKG,S

Abbildung 5.1: Der konstruktive Reconciled Tree RKG;S

Diese konstruktive De�nition des Reconciled Tree werden wir in Abschnitt 5.2.1

aus dem Reconciled Tree von R. Page herleiten. In Abschnitt 5.2.2 formulieren

wir dann formal den konstruktiven Reconciled Tree und zeigen, da� dieser

dieselbe Topologie wie ein nicht konstruktiv de�nierter Reconciled Tree besitzt.

5.2.1 Der konstruktive Reconciled Tree: Die Idee

In diesem Abschnitt werden wir allen Elementen in R biologisch interpretierbare

Dreitupel-Bezeichnungen zuordnen, welche sich auch formal einfach handhaben

lassen. Ein Element Y 00 2 R bezeichnen wir dabei durch das Dreitupel (X;Z; S)

mit X 2 G, Z 2 Ch(X) und S 2 S. X und Z geben dabei die Ordnungs-Position

von Y 00 in R bez�uglich der Topologie von G an. S gibt die Ordnungs-Position
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von Y 00 bez�uglich der Topologie von S an. Die genaue Bedeutung der Parameter

einer Dreitupel-Bezeichnung beschreiben wir in den folgenden drei Abschnitten.

5.2.1.1 Zuordnung des ersten Dreitupelparameters

Betrachten wir zun�achst den Bezug eines Elementes in R zu der Topologie von

G. Durch den Einbettungsmonomorphismus ' �ubertr�agt sich die Topologie

von G auf R. Diese Topologie partitioniert R in Regionen, die eine von G

unabh�angige Topologie besitzen. Eine solche Region wird durch die Elemente in

R, welche \zwischen" den Bildern eines Elementes V 2 G und den Bildern seiner

Kindern Ch(V) liegen, gebildet. In De�nition 4.9 haben wir diese Regionen als

Entwicklungsumgebung von V mit ER(V) = TR('(V)) n
S
Z2Ch(V)TR('(Z))

de�niert, wobei R = _S
V2GER(V) nach Lemma 4.7 gilt. Jedem Element in

R kann damit eindeutig eine Entwicklungsumgebung in R zugewiesen werden.

Das Element Y 00 liegt also in einer EntwicklungsumgebungER(X), welches durch

die erste Position des Dreitupels (X;Z; S) gekennzeichnet wird. Abbildung 5.2

zeigt an dem Reconciled Tree aus Abbildung 5.1 die Zuordnung des jeweils

ersten Parameters jedes Dreitupels.

a

1 2

c

5 4

b1 2 3 4 5

a

b c

G
RER(a)

ER(b)

ER(1) ER(2) ER(3) ER(4) ER(5)

ER(a)
(b, , )

(b, , )

(b, , )

(b, , )

(1, , )

(b, , )

(b, , )

(b, , )

(b, , )

(b, , )

(b, , )

3
(2, , ) (4, , )(5, , )(3, , )

(a, , )

(a, , )

(c, , )

Abbildung 5.2: Der konstruktive Reconciled Tree RK(G; S)

Betrachten wir die biologische Bedeutung der Entwicklungsumgebung ER(X).

In G hat sich das Gen X zu allen seinen direkten Nachfolge-Genen in Ch(X)

entwickelt. Diese Gene tragen in R die Bezeichnungen des Elementes '(X)

und der Elemente aus der Menge '(Ch(X)). Alle Gene, die in R durch die

Entwicklung von '(X) zu seinen Kindern '(Ch(X)) entstanden, sind in G nicht

bekannt.1

1Diese in R unbekannten Gene werden in G durch die Kanten dargestellt.
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Wir bezeichnen allgemein Gene in R, welche in G nicht bekannt

sind, als unbekannte Gene. Damit ist R n '(G) die Menge aller

unbekannter Gene in R. Entsprechend bezeichnen wir die Gene in

'(G) als bekannte Gene.

Die Entwicklungsumgebung ER(X) ohne '(X) beschreibt genau die unbekann-

ten Gene in R, welche durch die Entwicklung von X in R ('(X)) zu seinen

Kindern Ch(X) in R ('(Ch(X))) entstanden sind. Ein Gen, welches in R mit

(X; ; ) gekennzeichnet ist, beschreibt somit entweder das Gen '(X) oder ein

unbekanntes Gen, das durch die Entwicklung von X zu einem Gen Z 2 Ch(X)

in R entstanden ist.

5.2.1.2 Zuordnung des zweiten Dreitupelparameters

Wir haben jedem Element aus R mit dem ersten Parameter seiner Dreitupel-

bezeichnung eindeutig die Entwicklungsumgebung zugeordnet, welche dieses

Element beinhaltet. Mit dem zweiten Parameter werden wir ein Element ein-

deutig dessen lokaler Entwicklungsumgebung, dem Element '(G) oder dessen

unbestimmter Entwicklungsumgebung zuordnen.

(b,2, )

(b,2, )

(b,2,)(b,2,) (b,2,) (b,2,)

2’’

1 2 3 4 5

a

b c

G

ER(b)
(b,b, )

(b,2, ) (b,3, )

(b,1,) (b,1,) (b,1,) (b,1,)

(b,1, )

(b,1 , )

(b,1, )

1’’

(b,3, )

(b,3, )

(b,3,)(b,3,) (b,3,) (b,3,)

3’’

b’’

eR(1) eR(3)eR(2)

Abbildung 5.3: Die Dreitupelbezeichnungen von ER 0(b)

Betrachten wir die Entwicklungsumgebung ER(X) in R. Nach Lemma 4.11 l�a�t

sich ER(X) in alle seine lokalen Entwicklungsumgebungen eR(Z) mit Z 2 Ch(Z),

die Menge f'(X)g und dessen unbestimmte Entwicklungsumgebung eER(X) par-
titionieren. Jedem Element in ER(X) ist damit eindeutig eine dieser Mengen

zuzuordnen. Einem Element der lokalen Entwicklungsumgebung eR(Z) mit

Z 2 Ch(X) ordnen wir das Dreitupel (X;Z; ) zu, dem Element '(X) ordnen wir
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das Dreitupel (X;X; ) zu und einem Element der unbekannten Entwicklungs-

umgebung eER(X) ordnen wir das Dreitupel (X; ?; ) zu.

Die Abbildung 5.3 zeigt die Zuordnung des zweiten Parameters der Dreitupel-

bezeichnung in ER(b). Das Theorem 4.7 besagt, da�, falls X ein Duplikati-

onselement ist, die Entwicklungsumgebung '(X) keine unbestimmte Entwick-

lungsumgebung eER(X) besitzt. Da b ein Duplikationselement ist, beinhaltet

ER(b) somit keine Elemente mit der Dreitupelbezeichnung (X; ?; ).

Biologisch interpretiert, beschreibt eine lokale Entwicklungsumgebung eR(Z)

mit Z 2 Ch(X) alle unbekannten Gene in R, welche durch die Entwicklung von X

zu Z in R entstanden sind. Ein Gen in R mit der Dreitupelbezeichnung (X;Z; )

beschreibt somit ein unbekanntes Gen, welches durch die Entwicklung von X

zu seinem Kind Z in R entstanden ist. Ist ein Gen in R mit (X;X; ) bezeichnet,

so hat sich dieses Gen bei der Entwicklung von X nach X in R entwickelt und

ist somit das bekannte Gen '(X). Damit ist ein durch (b1; b2; b3) bezeichnetes

Gen Y 00 2 R genau dann bekannt, wenn b1 = b2 gilt. Ist Y 00 bekannt, so gilt

Y 00 = '(b1).

(5,5,)

(e, e, )

(e, 5, )

(e, ?, )

(e, ?, )

(e,?,) (e,?,)(e,?,) (e,5,)

(6,6,)

ER(e)

ER(e)
~

{1} {2} {3} {4} {5} {6}

{1,2} {5,6}

{4,5,6}

a: {1,2,3,4,5,6}

{1,2,3}b: c:
d: e:

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

{1,2}

{1,2,3}

{1,2,3,4,5,6}

{4,5}

A:

B: C:

D:

G

S

R

e

6 5

Abbildung 5.4: Die Dreitupelbezeichnungen von eER(e)

Betrachten wir die unbestimmte Entwicklungsumgebung eER(e) in Abbildung 5.4.
Die Gene dieser Umgebung sind entweder durch die Entwicklung des Gens e

zu dem Gen 5 oder dem Gen 6 entstanden. Die Multifurkation l�a�t also eine

genauere biologische Interpretation der Entwicklung der Gene aus der unbe-

kannten Entwicklungsumgebung nicht zu. Dies dr�ucken wir durch das Symbol

\?" aus.
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5.2.1.3 Zuordnung des dritten Dreitupelparameters

Mit den ersten beiden Parametern der Dreitupel-Bezeichnung eines Gens Y 00 2

R(X) haben wir dessen Bezug zu dem Genbaum G beschrieben. Dadurch haben

wir Y 00 eindeutig einer lokalen Entwicklungsumgebung eR(Z) f�ur ein Z 2 Ch(X),

der unbestimmten Entwicklungsumgebung eER(X) oder dem bekannten Gen

'(X) zugeordnet. In jeder dieser Umgebungen beschreiben wir nun das Ele-

ment Y 00 eindeutig durch den dritten Parameter seiner Dreitupel-Bezeichnung,

indem wir dessen Bezug zu dem Speziesbaum S beschreiben.

5.2.1.3.1 Y 00 ist ein bekanntes Gen

Ist Y 00 das bekannte Gen in ER(X), so gilt Y 00 = '(X). Wir geben als dritten

Parameter die Host-Spezies
F
S(X) von Y

00 an. Damit bezeichnet das Dreitupel

(X;X;
F
S(X)) biologisch das bekannte Gen X in G, dessen Host-Spezies

F
S(X)

ist. Die Dreitupel-Bezeichner aller in R bekannten Gene sind, ohne Verwendung

des Mengensystemes R, durch die folgende Menge beschreibbar.

f(X;X; S) 2 G � G � S j S =
G

S
(X)g

5.2.1.3.2 Y 00 ist ein unbekanntes Gen

Ist Y 00 ein unbekanntes Gen, so ist es ein Element aus einer unbestimmten

oder lokalen Entwicklungsumgebung von ER(X). Aus Abschnitt 4.4 wissen wir,

da� die Topologie dieser Entwicklungsumgebungen jeweils Subtopologien von

ES(X) entsprechen. Wie sich diese Subtopologien zusammensetzen, ist davon

abh�angig, ob '(X) ein Duplikationselement ist oder nicht.

Ist '(X) kein Duplikationselement, so ist Y 00 entweder ein Element in eR(Z)

oder eER(X). Nach Korollar 4.3 gilt BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z); eS(Z)) und

BeER(X) 2 Oiso(eER(Z); eES(X)). Also ist Y 00 eindeutig durch das ElementF
S(Y

00) in eS(Z) bestimmt, wenn Y 00 2 eR(Z) gilt. Sonst ist Y 00 2 eER(X)
und ist eindeutig durch das Element

F
S(Y

00) in eES(X) bestimmt. Somit

kennzeichnen wir Y 00 eindeutig in seiner lokalen oder unbestimmten Ent-

wicklungsumgebung durch das Dreitupel (X;Z;
F
S(Y

00)). Die Dreitupel-

Bezeichnungen aller unbekannten Elemente der Entwicklungsumgebung

ER(X) lassen sich, ohne die Verwendung des Mengensystemes R, durch

die folgende Menge beschreiben.

f(X;Z; S) 2 G�G[ f?g�S j (X = Pa(Z)^S 2 eS(Z))_ (Z = ?^S 2 ES(X))g
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Ist '(X) ein Duplikationselement, so folgt eER(X) = ; aus Theorem 4.7. Damit

ist Y 00 ein Element der lokalen Entwicklungsumgebung BeR(Z). Es gilt

BeR(Z) 2 Oiso(eR(Z);TS(
F
S(X)n

F
S(Z))) nach Theorem 4.8. Damit besitzt

eR(Z) dieselbe Topologie wie TS(
F
S(X) n

F
S(Z))). Also ist das Element

Y 00 eindeutig in eR(Z) durch
F
S(Y

00) zu beschreiben. Somit kennzeichnen

wir Y 00 durch das Dreitupel (X;Z;
F
S(Y

00)). Die Dreitupel-Bezeichnungen

f�ur alle Elemente in eR(Z), ohne die Verwendung des Mengensystemes R,

k�onnen wir wie folgt beschreiben.

f(X;Z; S) 2 G � G � S j X = Pa(Z) ^ S 2 TS(
G

S
(X)) n

G
S
(Z)g

Biologisch betrachtet, beschreibt das vollst�andige Dreitupel (X;Z; S) mit Z 2

Ch(X) ein unbekanntes Gen, das durch die Entwicklung von dem bekannten Gen

(X;X;
F
S(X)) in das bekannte Gen (Z;Z;

F
S(Z) in der Host-Spezies S entstan-

den ist. Gilt Z = ?, so beschreibt das Dreitupel ein unbekanntes Gen, welches

durch die Entwicklung von dem Gen (X;X;
F
S(X)) zu einem Gen (Y; Y;

F
S(Y)

mit Y 2 Ch(X) der Host-Spezies S entstanden ist. Welches Gen (Y; Y;
F
S(Y)) f�ur

die Entwicklung des Gens (X;Z; S) verantwortlich war, ist somit unbestimmt.

5.2.2 Die konstruktive Reconciled Tree: formal

In Abschnitt 5.2.1 haben wir den Elementen eines Reconciled Tree R Dreitupel-

Bezeichner zugeordnet. Wir werden nun den konstruktivenReconciled Tree von

G �uber S als geordnete Menge von Dreitupel-Bezeichnern de�nieren.

Zun�achst de�nieren wir dazu in Abschnitt 5.2.2.1 formal die Menge der Dreitupel-

Bezeichner und zeigen, da� diese sich bijektiv den Elementen aus R zuordnen

lassen. Auf der Menge der Dreitupel-Bezeichner de�nieren wir dann in Ab-

schnitt 5.2.2.2 eine Ordnung und zeigen, da� sich diese Ordnung isomorph auf

R �ubertr�agt.

5.2.2.1 Formale De�nition der Dreitupel-Bezeichner

Die Menge der Dreitupel-Bezeichner, wie wir sie in Abschnitt 5.2.1 den Ele-

menten aus R zugeordnet haben, lassen sich formal durch die folgenden Mengen

beschreiben.
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De�nition 5.2

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M), dann de�nieren wir

BGG;S := f(X;X; S) 2 G� G� S j S =
G

S
(X)g

UGG;S := f(X;Z; S) 2 G� G [ f?g� S j

X 2 DupK ^ (Z 2 Ch(X) ^ S 2 eS(Z)

_ Z = ?^ S 2 eES(X))
_ X 2 DupK ^S 2 TS(

G
S
(X)) n TS(

G
S
(Z)))g

RKG;S := BGG;S [UGG;S

Wir bezeichnen BGG;S als die bekannten Gene (abgek�urzt BGs) von RKG;S,

UGG;S als die unbekannten Gene (abgek�urzt UGs) von RKG;S und RKG;S als

die Elemente des konstruktiven Reconciled Tree. Sind G;S o�ensichtlich,

verwenden wir die Bezeichnungen BG, UG und RK.

Die Menge RK der Dreitupel-Bezeichner soll ein �Aquivalent f�ur die Elemente

in R darstellen. Daher zeigen wir, da� sich alle Dreitupel-Bezeichner in RK den

Elementen in R mit der folgenden Abbildung bijektiv zuordnen lassen.

De�nition 5.3

Sei M eine Menge G;S 2 N, R 2 RC(G;S) und ' ein minimaler spezies-

konformer Einbettungsmonomorphismus von G in R, dann de�nieren wir

die Funktion

� : R! RKG;S mit

�(Y 00) :=

8>><
>>:
(Pa(Z); Z;B(Y 00)) 9Z 2 G n fRo(G)g : Y 00 2 eR(Z)

(X; ?;B(Y 00)) 9X 2 G : Y 00 2 eER(X)
(X;X;

F
S(X)) 9X 2 G : Y 00 = '(X)

Lemma 5.1

Sei M eine Menge G;S 2 N, R 2 RC(G;S) und ' ein minimaler spezies-

konformer Einbettungsmonomorphismus von G in R, dann ist � bijektiv.

Beweis. Nach Lemma 4.7 ist R in seine Entwicklungsumgebungen partitionier-

bar, nach Lemma 4.11 ist eine Entwicklungsumgebung von R in dessen maxima-

les Element, dessen lokale Entwicklungsumgebungen und dessen unbestimmte

Entwicklungsumgebung partitionierbar. Also gilt

R = '(G) _[
_[
X2G

(eER(X) _[ _[
Z2Ch(X)

eR(Z)):
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F�ur jedes Element P dieser Partition zeigen wir, da� die partielle Abbildung

�
��
P
bijektiv auf ihren Wertebereich abbildet. Sei X 2 DupK und Z 2 Ch(X).

Nach Korollar 4.3 sind die folgenden partiellen Abbildungen bijektiv.

�
��
eR(Z)

: eR(Z)! fXg� fZg� eS(Z)

�
��eER(X) : eER(X)! fXg� f?g� eES(X):

Sei X 2 DupK und Z 2 Ch(X). Nach Theorem 4.8 ist die folgende partielle

Abbildung bijektiv.

�
��
eR(Z)

: eR(Z)! fXg� fZg�TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z)):

Da ' injektiv und die kleinste obere Schranke in S eindeutig ist, folgt, da� die

folgende partielle Abbildung bijektiv ist:

�
��
'(G)

: '(G) ! f(X;X; S) 2 G� G� S j S =
G

S
(X)g:

Damit wird jedes Element P der Partition '(G) _[ _S
Z2GnfRo(G)g eR(Z) mit �

��
P
bi-

jektiv in ihren Wertebereich abgebildet. Die Vereinigung der Wertebereiche

dieser partitionellen Abbildungen ergeben die Menge RK.

�(R) = �('(G)) [
[

X2DupK;
Z2Ch(X)

�(eR(Z)) [
[

X2DupK

�(eER(X))

[
[

X2DupK;
Z2Ch(X)

�(eR(Z)) (da eER(X) = ; f�ur X 2 DupK (Theo. 4.7))

= f(X;X; S) 2 G � G � S j S =
G

S
(X)g

[
[

X2DupK;
Z2Ch(X)

fXg� fZg� eS(Z) [
[

X2DupK

fXg� f?g� eES(X)

[
[

X2DupK;
Z2Ch(X)

fXg� fZg� TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z))

= BG[UG

= RK :

Damit ist � eine surjektive Abbildung und, da die Wertebereiche aller parti-

tionellen Abbildungen paarweise disjunkt sind, ist � injektiv. Somit ist � eine

bijektive Abbildung.

Verw. von: Theo. 4.7, 4.8, Kor. 4.3, Lem. 4.7; Verw. in: Lem. 5.2.
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5.2.2.2 Die Formale De�nition einer Ordnung auf RK

In diesem Abschnitt geben wir die vollst�andige De�nition des konstruktiven

Reconciled Tree an. Dazu de�nieren wir auf den Dreitupel-Bezeichnern der

Menge RKG;S eine Ordnung, welche zu der Ordnung des Reconciled Tree R

ordnungsisomorph ist.

De�nition 5.4 (Ordnung auf RK)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M) und (Xi; Zi; Si), (Xj; Zj; Sj) 2 RKG;S.

(Xi;Zi; Si) � (Xj; Zj; Sj) :()
Zi 6= ? ^ Zi � Zj ^ Si � Sj _ (aus Zi � Zj folgt Zj 6= ?)

Zi = ? ^ Xi � Zj _ (aus Xi � Zj folgt Zj 6= ?)

Zi = Zj = ? ^ Xi = Xj ^ Si � Sj

Da Zj 6= ? aus Zi � Zj folgt, ist die bin�are Relation � auf der Menge RK

wohlde�niert. O�ensichtlich bildet diese bin�are Relation eine Ordnung auf

RKG;S, welche sich von G und S in nat�urlicher Weise auf RKG;S �ubertr�agt. In

Lemma 5.2 zeigen wir, da� die Baumordnung � auf R ordnungsisomorph zu

der bin�aren Relation � auf der Menge RKG;S ist.

De�nition 5.5 (Konstruktiver Reconciled Tree)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M), dann bezeichnen wir RKG;S mit der Ord-

nung � als den konstruktiven Reconciled Tree von G �uber S.

Lemma 5.2

Sei R 2 RC(G;S), dann gilt � 2 Oiso(R;RKG;S).

Beweis. Nach Lemma 5.1 ist � bijektiv, womit � 2 Ohom(R;RK) zu zei-

gen bleibt. Seien dazu Y 00
i ; Y

00
j 2 R mit Y 00

i � Y 00
j , �(Y

00
i ) = (Xi; Zi; Si) und

�(Y 00
j ) = (Xj; Zj; Sj). Damit ist Y 00

i 2 ER(Xi) und Y 00
j 2 ER(Xj). Wir werden

�(Y 00
i ) � �(Y 00

j ) zeigen. Dazu machen wir die beiden folgenden Aussagen.

Aussage 1: Wir zeigen, da� allgemein Si � Sj gilt. Dazu zeigen wir zuerst, da�

Si = B(Y 00
i ) und Sj = B(Y 00

j ) gilt. Dazu sei �(Y 00) = (X;Z; S) f�ur ein festes, aber

beliebiges Y 00 2 G. Falls Y 00 = '(X) gilt, ist S =
F
S(X), sonst ist S = B(Y 00).

Gilt Y 00 = '(X), so ist B(Y 00) = B('(X)). Aus dem LCA-Theorem 4.4 folgt,

da� B('(X)) =
F
S(X) und damit S = B(Y 00) folgt. Also gilt in jedem Fall

S = B(Y 00).

Im besonderen gilt somit Si = B(Y 00
i ) und Sj = B(Y 00

j ). Aus Lemma 3.1 folgt

B(Y 00
i ) � B(Y 00

j ) aus Y
00
i � Y 00

j , womit Si � Sj gezeigt ist.
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Aussage 2: Aus Y 00
i 2

eER(Xi) folgt Zi = ?, aus Y 00
i =

F
S(Xi) folgt Zi = Xi und

sonst ist Y 00 2 eR(Z) mit Z 2 Ch(Xi), woraus Zi = Z folgt. Ad�aquates gilt f�ur

Y 00
j .

Wir untersuchen nun die folgenden vier F�alle f�ur Y 00
i und Y 00

j : (i) Y
00
i 2

eER(Xi),
Y 00
j 2

eER(Xj), (ii) Y 00
i =2 eER(Xi), Y 00

j 2
eER(Xj), (iii) Y 00

i 2
eER(Xi), Y 00

j =2 eER(Xj),
(iv) Y 00

i =2 eER(Xi), Y 00
j =2 eER(Xj).

Zu den F�allen (i) und (ii): Alle kleinsten Elemente in eER(Xj) sind Bl�atter. Aus

Y 00
j 2

eER(Xj) und Y 00
i � Y 00

j folgt somit Xi = Xj. Damit existiert Fall (ii) nicht.

Gilt Fall (ii), so folgt aus Aussage 1 und Aussage 2, da� Si � Sj und Zi = Zj-?

gilt. Da Xi = Xj gilt, folgt �(Y 00
i ) � �(Y 00

j ).

Zu den F�allen (iii) und (iv): Gilt Fall (iii), so gilt Zi = ? und Zj 6= ? nach

Aussage 2. Wenn Xi � Zj gilt, folgt �(Y 00
i ) � �(Y 00

j ).

Gilt Fall (iV), so gilt Zi 6= ? nach Aussage 2, nach Aussage 1 gilt Si � Sj. Wenn

Zi � Zj gilt, folgt �(Y 00
i ) � �(Y 00

j ).

Es verbleibt somit, Xi � Zj f�ur Fall (iii) und Si � Sj f�ur Fall (iV) zu zeigen.

Da die Entwicklungsumgebungen R partitionieren (Lem. 4.7), gilt entweder

ER(Xi) = ER(Xj) oder ER(Xi)\ER(Xj) = ;. Diese beiden F�alle untersuchen wir

nun im folgenden auf die zu zeigenden Eigenschaften.

1. ER(Xi) \ ER(Xj) = ;:

Aussage 3: Wir zeigen '(Xi) � Y 00
j . Es gilt Y

00
i � Y 00

j , und aus Y 00
i 2 ER(Xi)

folgt Y 00
i � '(Xi). Damit sind Y 00

j und '(Xi) durch � vergleichbar, womit

Y 00
j � '(Xi) oder '(Xi) � Y 00

j gilt. Nehmen wir an, es gilt Y 00
j � '(Xi).

Mit Y 00
i � Y 00

j und Y 00
i � '(Xi) folgt Y 00

j 2 KR('(Xi); Y
00
i ). Da '(Xi); Y 00

i 2

ER(Xi) sind, ist KR('(Xi); Y
00
i ) � ER(Xi). Damit ist aber Y 00

j 2 ER(Xi),

womit ER(Xi)\ER(Xj) 6= ; im Widerspruch zu ER(Xi)\ER(Xj) = ; folgt.

Somit gilt '(Xi) � Y 00
j .

Aussage 4: Wir zeigen, da� '(Zi) � '(Xi) f�ur Y 00
i =2 eER(Xi) gilt. Wenn

Y 00
i = '(Xi) ist, folgt Zi = Xi und somit'(Zi) = Y 00

j . Sonst ist Y
00
i 2 eR(Zi),

da Y 00
i =2 eER(Xi), woraus '(Zi) � '(Xi) folgt. Also gilt '(Zi) � '(Xi).

Wir unterscheiden nun die beiden F�alle '(Xj) = Y 00
j und '(Xj) 6= Y 00

j ,

welche in Abbildung 5.5 f�ur den Fall Y 00
i =2 eER(Xi) und Y 00

j =2 eER(Xj)
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veranschaulicht sind. Hierbei ist '(I) f�ur ein Element I 2 G durch I 00

gekennzeichnet (z.B. '(Zi) = Z 00
i )).

Zj’’, Yj’’

Zi’’

Xi’’

Xj’’

Yi’’

Zj’’

Zi’’

Xi’’

Xj’’

Yi’’

Yj’’

Cj’’

E(Xj) E(Xj)

E(Xi) E(Xi)

Abbildung 5.5: Fall 1a links und Fall 1b rechts

(a) '(Xj) = Y 00
j :

Fall (iv): Damit folgt Xj = Zj nach Aussage 2 und weiter Y 00
j = '(Zj).

Aus '(Zi) � '(Xi) (Aussage 3), '(Xi) � Y 00
j (Aussage 4) und Y 00

j =

'(Zj) folgt '(Zi) � '(Zj). Da ' einbettungsmonomorph ist, folgt

hieraus Zi � Zj.

Fall (iii): Wie im Fall (iv) gilt '(Xi) � Y 00
j (Aussage 4) und Y 00

j =

'(Zj), woraus '(Xi) � '(Zj) folgt. Da ' einbettungsmonomorph

ist, folgt hieraus Xi � Zj.

(b) '(Xj) 6= Y 00
j :

Fall (iv): Damit ist Y 00
j 2 eR(Zj). '(Zj) ist das einzige Kind eines

Elementes in eR(Zj), welches nicht in eR(Zj) enthalten ist. Also ist

jedes Element in R, das nicht in eR(Zj) enthalten, aber Teilmenge

eines Elementes in eR(Zj) ist, Teilmenge von '(Zj).

Es gilt ER(Xi) \ ER(XJ) = ;, woraus '(Xi) =2 ER(Xj) und damit

'(Xi) =2 eR(Zj) folgt. Mit '(Xi) � Y 00
j ist dann '(Xi) nicht in eR(Zj)

enthalten, aber Teilmenge eines Elementes in eR(Zj). Hieraus folgt

nun '(Xi) � '(Zj). Mit '(Zi) � '(Xi) folgt dann '(Zi) � '(Zj).

Da ' einbettungsmonomorph ist, folgt daraus Zi � Zj.
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Fall (iii): Wie im Fall (iV) folgt '(Xi) � '(Zj). Da ' einbettungs-

monomorph ist, folgt daraus Xi � Zj.

Somit gilt Zi � Zj im Fall (iV) und Xi � Zj im Fall (iii)..

2. ER(Xi) = ER(Xj): Damit ist Xi = Xj.

Fall (iii): Damit ist Xi = Xj. Es folgt Y 00
i 2

eER(Xi) und Y 00
i =2 eER(Xi). Mit

Y 00
i � Y 00

j , folgt hieraus Y
00
j =

F
S(Xi). Nach Aussage 2 ist damit Xi = Zj.

Fall (iv): Es gilt Xi = Xj, womit Y 00
i ; Y

00
j 2 ER(Xj) folgt. Aus Y

00
i � Y 00

j folgt

Y 00
i 6= '(Xj). Also ist Y 00

i 2 eR(Zi) und Pa(Zi) = Xj. Wir unterscheiden nun

die beiden F�alle Y 00
j = '(X 00

j ) und Y 00
j 6= '(X 00

j ), welche in Abbildung 5.6

noch einmal veranschaulicht sind (wieder ist dabei die Abbildung eines

Elementes I 2 G unter ' durch I 00 gekennzeichnet).

Zj’’, Zi’’

Cj’’, Ci’’

Zi’’

Ci’’

Xi’’, Xj’’Xi’’, Xj’’ Yj’’, Zj’’

Yi’’
Yi’’

Yj’’

E(Xi) = E(Xj) E(Xi) = E(Xj)

Abbildung 5.6: Fall 2a links und Fall 2b rechts

(a) Y 00
j = '(Xj): Damit ist Zj = Xj, und mit Pa(Zi) = Xj folgt Zi � Zj.

(b) Y 00
j 6= '(Xj): Damit ist Y 00

j 2 eR(Zj) und Pa(Zj) = Xj. Es gilt

Y 00
i 2 eR(Zi) und Pa(Zi) = Xj. Die Elemente unterschiedlicher lo-

kaler Entwicklungsumgebungen einer Entwicklungsumgebung in R

sind nicht vergleichbar. Y 00
i und Y 00

j sind jedoch durch � vergleich-

bar, womit sie in derselben lokalen Entwicklungsumgebung enthalten

sein m�ussen. Damit gilt Zi = Zj.

Somit gilt Xi � Zj im Fall (iii) und Zi � Zj im Fall (iv).

Damit ist � 2 Oiso(R;RK(G;S)).

Verw. von: Theo. 4.4, Lem. 3.1, 4.7, 5.1; Verw. in: .
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1a,2a,3a,4a,5a

R

1b,2b,3b,4b,5b 1c,2c,3c,4c,5c 1d,2d,3d,4d,5d

2a,3a,4a,5a 2b,3b,4b,5b 2c,3c,4c,5c 2d,3d,4d,5d

4a,5a 4b,5b 4c,5c 4d,5d

1a2a3a4a5a 1b2b3b4b5b 1c2c3c4c5c 1d2d3d4d5d

1a,2a,3a,4a,5a,1b,2b,3b,4b,5b,

1c,2c,3c,4c,5c

1a,2a,3a,4a,5a,1b,2b,3b,4b,5b,

1c,2c,3c,4c,5c ,1d,2d,3d,4d,5d
(a,a,A)

(b,b,A)

(b,1,A)

(b,1,B)

(b,1,C)

(b,2,A)

(b,2,B)

(b,2,C)

(b,3,A)

(b,3,B)

(b,3,C)

(a,c,A)

(a,c,B)

(c,c,C)

(1,1,1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

RK

Abbildung 5.7: Ein Reconciled Tree und der konstruktive Reconciled Tree

Der konstruktive Reconciled Tree ist anschaulicher und auch formal einfacher zu

handhaben als ein nicht konstruktiv de�nierter Reconciled Tree. Ein Vergleich

zeigt Abbildung 5.7.

Daher werden wir von nun an im wesentlichen den konstruktiv de�nierten Re-

conciled Tree verwenden. Die folgenden Eigenschaften des Reconciled Tree

�ubertragen sich auf den konstruktiven Reconciled Tree.

Wir �ubertragen die Basisoperation B von der Multimenge auf die Dreitupel von

RK(G;S).

De�nition 5.6 (Basis einer Dreitupel-Bezeichnung)

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M) und (X;Z; S) 2 RKG;S, dann bezeichnen

wir B((X;Z; S)) := S als die Basis des Dreitupels (X;Z; S).

Mit dieser auf Dreitupeln de�nierten Basisfunktion �ubertragen sich die De�ni-

tionen des Duplikationselementes der Ableitbarkeit und der spezieskonformen

Einbettung des nicht konstruktiv de�nierten Reconciled Tree auf den konstruk-

tiv de�nierten Reconciled Tree. Aus dem Reconciled Tree leitet sich auch die

Einbettung des Genbaumes G in RK ab.

Lemma 5.3

Sei M eine Menge und G;S 2 N(M), dann existiert ein ' 2 Eiso(G;RKG;S).

Beweis. Es gilt RC(G;S) ist nicht leer, womit ein R 2 RC(G;S) existiert. Nach

De�nition von R existiert eine minimale Abbildung ' 2 Emon(G;R). Lem-

ma 5.2 besagt, da� ein � 2 Oiso(R;RK(G;S)) existiert. Somit ist � � ' 2

Emon(G;RK(G;S)).

Verw. von: Lem. 5.2; Verw. in: .
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Mit einem minimalen Einbettungsmonomorphismus ' 2 Eiso(G;RKG;S) �uber-

tragen sich die De�nitionen der Entwicklungsumgebung und der lokalen Ent-

wicklungsumgebung von dem Reconciled Tree auf den konstruktivenReconciled

Tree.

Damit kann der konstruktiv de�nierte Reconciled Tree im wesentlichen wie

der nicht konstruktiv de�nierte Reconciled Tree verwendet werden. Im weite-

ren Sprachgebrauch verstehen wir unter dem Reconciled Tree den konstruktiv

de�nierten Reconciled Tree.

5.3 Ausblick: Der Mixed Tree

Die konstruktive De�nition der Reconciled Tree RK ist eine biologisch ein-

fach interpretierbare Rekonstruktion der Gene des Genbaumes G unter der

Ber�ucksichtigung aller postulierter Genduplikationen, welche die Inkonsistenz

zwischen G und S erkl�aren. Die Praxis zeigt, da� schon bei wenigen postulierten

Genduplikationen der Reconciled Tree un�ubersichtlich werden kann (siehe z.B.

Abb. 8.7 in Kapitel 8). Oft interessiert den Biologen nur lokal die Auswirkung

von postulierten Genduplikationen, und er m�ochte aufgrund der so gewonnenen

Erkenntnisse den Genbaum ver�andern.

(a,a,A)

(b,b,A)

1 2 3 4 5

a

b c

(b,3,A)

(b,3,B)

(b,3,C)

(a,c,A)

(a,c,B)

(c,c,C)

(1,1,1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

G MIXG,S({(b,3),(a,c)})

Abbildung 5.8: Ein Mixed Tree

Wir haben gezeigt, da� Kanten des Genbaumes G m�ogliche unbekannte Gen-

Entwicklungen verbergen, indem diese durch nicht erkannte Genduplikationen

im Genbaum unentdeckt bleiben. Der Reconciled Tree ber�ucksichtigt die Gen-

duplikationen und zeigt dadurch die durch Kanten des Genbaumes verborgenen

Gen-Entwicklungen. Be�ndet sich diese Entwicklung in einer lokalen Entwick-

lungsumgebung eR(Z), so verbirgt die Kante (Pa(Z); Z) diese Entwicklung in
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G. Sonst be�ndet sich die unbekannte Entwicklung in einer unbestimmten Ent-

wicklungsumgebung eER(X), und wir wissen nur, da� diese Entwicklung durch

Kanten von X zu den Kindern Ch(X) in G verborgen sind. Jedoch wissen wir

nicht, welche dieser Kanten daf�ur verantwortlich sind.

Damit sind Mischformen zwischen dem Reconciled Tree RK und dem Gen-

baum G m�oglich, indem wir einen Teil der durch Kanten verborgenen Gen-

Entwicklungen in G aufzeigen. Solche Mischformen bezeichnen wir als Mixed

Trees. Die Abbildung 5.8 zeigt einen Mixed Tree, bei dem die verborgenen

Gen-Entwicklungen der Kanten (a; b) und (b; 3) aufgezeigt sind. Die verbor-

genen Gen-Entwicklungen der verbleibenden Kanten ist nicht aufgezeigt.

Die Knoten eines Mixed Tree werden durch die Dreitupel-Bezeichnung des Re-

conciled Tree gekennzeichnet. Stellt dieser den Genbaum G dar, so sind al-

le Gene bekannt, und wir bezeichnen die Knoten des Mixed Tree mit den

Dreitupel-Bezeichnern der bekannten Gene BG. Besitzt ein Mixed Tree auf-

gel�oste Kanten, so werden diese durch die Dreitupel-Bezeichner aus UG der

zugeh�origen lokalen oder unbestimmten Entwicklungsumgebungen von RK be-

zeichnet. Der unaufgel�oste Mixed Tree beschreibt somit G, und der vollkommen

aufgel�oste Mixed Tree den Reconciled Tree RK.

Der Mixed Tree ist ein Resultat der konstruktiven Beschreibung des Reconciled

Tree. Ideen zu seiner direkten Berechnung sowie zu Ma�en, welche dessen Qua-

lit�at beschreiben, existieren zur Zeit nur in Ans�atzen. Vorstellbar ist hier, da�

der Mixed Tree nicht anhand des vorher erstellten Reconciled Tree dargestellt

wird, sondern dieser f�ur die konkrete Au
�osung seiner Kanten explizit berech-

net wird. Dies hat den Vorteil, da� der Biologe den Mixed Tree als \Modelling

Tool" zur Rekonstruktion des Genbaumes unter der Ber�ucksichtigung von Gen-

duplikationen einsetzen kann. Unterst�utzt durch Ma�e zum Mixed Tree kann

der Biologe nach seinen Erfahrungen den Genbaum rekonstruieren, indem er

die Auswirkungen lokaler Ver�anderungen direkt analysiert. Das \starre" Modell

des Reconciled Tree wird somit durch den Mixed Tree dynamisiert.





Kapitel 6

Die biologischen Ma�e des

Reconciled Tree

In der Anwendung sind wir an einem Ma� interessiert, welches die Inkon-

sistenz von einem Gen- und Speziesbaum G;S 2 N(M) f�ur eine Menge M

beschreibt. Hierzu k�onnten wir eines der �ublichen phylogenetischen Ma�e,

wie Partition Metrik (Borque, 1978; Robinson und Foulds, 1981), Quartet-

Metrik (Estabrook, 1985) oder Nearest-Neighbour-Interchange-Metrik (Robin-

son, 1971; Smith und Waterman, 1978) verwenden. Diese Ma�e vergleichen

B�aume jedoch auf einer mathematisch abstrakten Ebene, in welche wir erst

eine biologische Erkl�arung hinein interpretieren m�ussen. Der Reconciled Tree

RKG;S gibt jedoch schon eine biologische Erkl�arung f�ur die Inkonsistenz von G

und S, aus welcher wir die Ma�e direkt ableiten werden.

Dazu beginnen wir mit der De�nition eines \groben" Ma�es, um dieses dann

schrittweise zu verfeinern. Allgemein gibt es zwei Konzepte, um Ma�e zum

Reconciled Tree zu de�nieren. Das erste Konzept de�niert die Ma�e direkt und

das zweite indirekt auf dem Reconciled Tree. Indirekt wird ein Ma� auf dem

Gen- und Speziesbaum de�niert, durch welche der Reconciled Tree bestimmt

wird. F�ur die Berechnung eines Ma�es wird meist dessen indirekte De�nition

verwendet, da hierf�ur nicht erst der Reconciled Tree explizit erstellt werden

mu�. Die direkte De�nition eines Ma�es erkl�art dagegen dessen biologische Be-

deutung oft besser als dessen indirekte De�nition. In Abschnitt 6.1 werden wir

daher die Ma�e zum Reconciled Tree zuerst direkt de�nieren und dann jeweils

deren �aquivalente indirekte Darstellung zeigen.

1979 ist von dem Systematiker Goodman et al. das erste Ma� zum Recon-

ciled Tree eingef�uhrt worden. Bis heute sind eine Reihe weiterer Ma�e, oft

unabh�angig voneinander, entstanden. Dies hat dazu gef�uhrt, da� Ma�e sel-
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ten schrittweise in ihrer chronologischen Entstehung verfeinert wurden. Einige

Autoren haben ihre Ma�e nur nach einem Konzept, meist in Unkenntnis des

anderen Konzeptes1, de�niert. Dadurch sind gleiche De�nitionen jeweils indi-

rekt und direkt als unterschiedliches Ma� in die Literatur eingef�uhrt worden.

In Abschnitt 6.2 werden wir die chronologische Entwicklung der Ma�e zum Re-

conciled Tree zusammenfassend beschreiben. Dabei werden wir die �Aquivalenz

zwischen wichtigen historischen und in Abschnitt 6.1 de�nierten Ma�en zei-

gen. Einerseits erf�ahrt eine oft informale historische De�nition hierdurch eine

formale Interpretation. Andererseits ergibt sich die �aquivalente Darstellung

des historischen Ma�es nach dem jeweils anderen De�nitions-Konzept. Da-

durch werden dann �aquivalente De�nitionen aufgedeckt. Damit zeigt sich, da�

den hier betrachteten historischen Ma�en ein gleiches biologischen Konzept

zugrunde liegt. Die unterschiedlichen De�nitionen sind im wesentlichen nur

unterschiedliche Verfeinerungen dieses biologischen Konzepts.

1995 f�uhrten Mirkin et al. (1995) das Ma� MMMS ein, welches sich konzeptio-

nell von den bisherigen Ma�en deutlich unterschied. Umso erstaunlicher war es

daher, da� in der Anwendung das Ma� MMMS und ein nach dem bisherigen Kon-

zept de�niertes Ma� immer dieselben Werte ergaben. Hieraus leiteten Mirkin

et al. (1995) die Vermutung ab, da� diese beiden Ma�e �aquivalent sind. Diese

unter dem Namen Mirkin-Muchnik-Smith-Vermutung bekannte Vermutung ist

von Eulenstein und Vingron (1995) das erste Mal gezeigt worden. Sp�ater ist

hierzu ein unterschiedlicher Beweis von Zhang (1997) gezeigt worden. Varianten

des urspr�unglichen Beweises von Eulenstein und Vingron sind in Eulenstein,

Mirkin und Vingron (1997) sowie Eulenstein und Vingron (1998) zu �nden. In

Abschnitt 6.3 zeigen wir die Idee des Beweises von Eulenstein und Vingron.

Da� die Entwicklung der Ma�e zum Reconciled Tree noch lange nicht abge-

schlossen ist, werden wir in Abschnitt 6.4 zeigen, indem wir neue Ans�atze f�ur

zuk�unftige Entwicklungen von Ma�en angeben.

6.1 Ma�e f�ur UGs

Der Reconciled Tree RKG;S erkl�art die Inkonsistenz zwischen dem Genbaum G

und dem Speziesbaum S, indem dieser die Phylogenie der Gene aus G unter der

Ber�ucksichtigung von Genduplikationen darstellt. Sind G und S inkonsistent,

1Dies liegt teilweise daran, da� der Reconciled Tree zum Zeitpunkt der De�nition des Ma�es

noch nicht explizit de�niert gewesen ist.
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(a,a,A)

(b,b,A)

(b,1,A)

(b,1,B)

(b,1,C)

(b,2,A)

(b,2,B)

(b,2,C)

(b,3,A)

(b,3,B)

(b,3,C)

(a,c,A)

(a,c,B)

(c,c,C)

(1,1,1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

RKG,SBG:

UG:
reales UG
nach Feststellung 1:

Abbildung 6.1: BGs und UGs in einem konstruktiven Reconciled Tree

so haben wir mit Genduplikationen die Ableitung RK aus S erzeugt, in wel-

che G spezieskonform einbettbar ist. Die Einbettbarkeit von G in RK haben

wir jedoch durch zus�atzliche aus S abgeleitete Gene (UGs) \erkauft", in welche

kein Gen aus G einbettbar ist. Damit beschreiben die unbekannten Gene in RK

die Inkonsistenz zwischen G und S. Ein Beispiel gibt Abbildung 6.1. Durch

die erste Duplikation an dem Duplikationselement (a; a;A) wird der Teilgraph

GnTG(b) in RK einbettbar. Diese Einbettung wird durch die UGs in dem Teil-

baum TRK((a; c;A)) \erkauft". Der verbleibende Teilbaum TG(b) wird durch

die Duplikation an dem Duplikationselement (b; b;A) in RK einbettbar, wel-

ches durch die UGs in dem Teilbaum TRK((b; b;A)) \erkauft" wird. Durch die

UGs ist G in die Ableitung RK aus S einbettbar und damit seine Inkonsistenz

zu S durch Genduplikationen erkl�art worden.

Wir k�onnen die Inkonsistenz zwischen G und S auch durch die Inkonsistenz zwi-

schen dem Genbaum G und seiner Darstellung durch RK mit Genduplikationen

beschreiben. Die Inkonsistenz zwischen G und RK wird durch UGs beschrie-

ben, und die UGs beschreiben die Inkonsistenz zwischen G und S. Damit ist

die Inkonsistenz zwischen G und S durch die Inkonsistenz zwischen G und R zu

beschreiben.

Die wesentliche Beschreibung der Inkonsistenz erfolgt jedoch durch die UGs,

mit welchen wir die Ma�e f�ur den Reconciled Tree im folgenden de�nieren. In

Abschnitt 6.1.1 beschreiben wir mit den UGs ein grobes Ma�, welches dann in

Abschnitt 6.1.2 verfeinert wird, indem wir die UGs genauer analysieren.
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6.1.1 Ein einfaches Ma� f�ur UGs

Das sehr grobe Ma� M0 dr�uckt den Unterschied zwischen G und R einfach durch

die Anzahl der UGs, jUG j, aus. Aus RK = BG _[UG und BG = '(G) ergibt

sich jUG j = jRK j- jGj. Damit de�nieren wir das Ma� M0.

De�nition 6.1 (M0)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M) und RKG;S der Reconciled Tree von G �uber

S. Wir bezeichnen

M0(G;S) := jRKG;S j- jGj

als das 0{Ma�.

RK beinhaltet alle formal m�oglichen UGs. Damit beschreibt RK die Entwick-

lung von UGs, welche wirklich einmal existiert haben, aber auch die theoretisch

m�ogliche Weiterentwicklung von ausgestorbenen UGs. UGs, welche wirklich

einmal existiert haben, bezeichnen wir als reale UGs. Alle anderen UGs ha-

ben niemals existiert, womit wir diese als irreale UGs bezeichnen. Biologisch

macht es keinen Sinn, die Inkonsistenz zwischen G und S durch irreale UGs aus-

zudr�ucken. Daher werden wir versuchen uns bei der weiteren Formulierung von

Ma�en nur auf die realen UGs zu beschr�anken. Das 0{Ma� gibt hierzu nur eine

obere Schranke an. In dem n�achsten Abschnitt werden wir Ma�e einf�uhren,

welche die realen UGs besonders ber�ucksichtigen.

6.1.2 Ma�e realer UGs

Wir werden nun Ma�e formulieren, welche m�oglichst nur die realen UGs ber�uck-

sichtigen. Hierzu ben�otigen wir Aussagen dar�uber, wann ein UG real und wann

irreal ist. Dies formulieren wir durch die beiden o�ensichtlichen Feststellungen:

1. Ein UG ist real, wenn es sich in RK zu einem BG entwickelt hat.

2. Ein UG ist irreal, wenn es sich in RK aus einem ausgestorbenen Gen

entwickelt hat.

Aus diesen beiden Feststellungen leiten wir im folgenden die Ma�e M1;Mf und

M1;f ab.

6.1.2.1 Das Ma� M1

F�ur das Ma� M1 setzen wir voraus, da� reale UGs nur aufgrund von Feststel-

lung 1 existieren. Ein UG ist somit genau dann real, wenn sich dieses zu einem
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BG entwickelt hat. Damit liegen alle realen UGs auf Pfaden zwischen BGs

und sind somit Elemente reduzierter Ketten K-
RK('(X); '(Z)) f�ur X 2 G und

Z 2 Ch(X). Ein Beispiel: In Abbildung 6.1 beschreiben die reduzierten Ketten

K-
RK((b; b;A); (1; 1; 1)) = f(b; 1;A)g;

K-
RK((b; b;A); (2; 2; 2)) = f(b; 2;A); (b; 2; B)g;

K-
RK((b; b;A); (3; 3; 3)) = f(b; 3;A); (b; 3; B)g;

K-
RK((a; a;A); (c; c; C))= f(a; c;A); (a; c; B)g;

nach Feststellung 1, alle realen UGs. Das Ma� M1 gibt den Unterschied zwi-

schen G und RK durch die Anzahl j
S
X2G;Z2Ch(X)KRK('(X); '(Z))j der UGs,

nach Feststellung 1, an. Da

K-
RK('(Pa(Zi)); '(Zi)) \ K-

RK('(Pa(Zj)); '(Zj)) = ;

f�ur ungleiche Zi; Zj 2 G n fRo(G)g gilt, de�nieren wir M1 wie folgt.

De�nition 6.2 (M1)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M) und R der Reconciled Tree von G �uber S.

Wir de�nieren das 1{Ma� wie folgt.

M1(G;S) :=
X

X2G;Z2Ch(X)

jK-
RK('(X); '(Z))j

Da sich RK aus den Topologien von G und S zusammensetzt, l�a�t sich M1 ohne

RK (indirekt) berechnen.

Lemma 6.1

Sei M eine Menge G;S 2 N(M), X 2 G, Z 2 Ch(X) und

l(X;Z) :=

8>><
>>:
jK-

S (
F
S(X);

F
S(Z))j + 1 X 2 DupK ^

F
S(Z) 6=

F
S(X)

jK-
S (
F
S(X);

F
S(Z))j X =2 DupK

0 sonst.

Dann ist

M1(G;S) =
X

X2G;Z2Ch(X)

l(X;Z):

Beweis. Wir beweisen M1 =
P

X2G;Z2Ch(X) l(X;Z), indem wir f�ur ein festes aber

beliebiges X 2 G und Z 2 Ch(X) die folgende Aussage zeigen:

l(X;Z) = jK-
RK('(X); '(Z))j:
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Hierzu untersuchen wir die drei f�ur l m�oglichen F�alle.

1. Gilt
F
S(Z) =

F
S(X) (und X 2 DupK)2, so folgt

K-
RK('(X); '(Z)) = K-

RK((X;X;
G

S
(X)); (X;X;

G
S
(X))) = ;;

womit jK-
RK('(X); '(Z))j = 0 = l(X;Z) folgt.

2. Gilt
F
S(Z) 6=

F
S(X) und X 2 DupK, so ist

eRK(Z) = f(X;Z; S) 2 RK j X = Pa(Z) ^ S 2 TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z))g:

K-
RK('(X); '(Z)) ist in eRK(Z) enthalten, womit

K-
RK('(X); '(Z))

= K-
RK((X;X;

G
S
(X)); (Z;Z;

G
S
(Z)))

= f(X;Z; S) j S 2 TS(
G

S
(X)) n TS(

G
S
(Z)) ^

G
S
(Z) � Sg

= f(X;Z; S) j S 2 K-
S (
G

S
(X);

G
S
(Z)) _ S =

G
S
(X)g

gilt. Damit ist jK-
RK('(X); '(Z))j = jK-

S (
F
S(X);

F
S(Z))j + 1 = l(X;Z).

3. Gilt X =2 DupK, so ist

eRK(Z) = f(X;Z; S) 2 RK j X = Pa(Z) ^ S 2 eS(Z)g:

K-
RK('(X); '(Z)) ist in eRK(Z) enthalten, womit

K-
RK('(X); '(Z)) = K-

RK((X;X;
G

S
(X)); (Z;Z;

G
S
(Z)))

= f(X;Z; S) j S 2 eS(Z) ^
G

S
(Z) � Sg

= f(X;Z; S) j S 2 K-
S (
G

S
(X);

G
S
(Z))g

gilt. Damit ist jK-
RK('(X); '(Z))j = jK-

S (
F
S(X);

F
S(Z))j = l(X;Z).

2X 2 DupK folgert aus
F
S
(Z) =

F
S
(X).
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6.1.2.2 Das Ma� Mf

Das Ma� Mf versucht die Anzahl der realen UGs, welche nicht der Feststel-

lung 1 gen�ugen, abzusch�atzen. Alle realen UGs, die nicht der Feststellung

1 gen�ugen, sind Elemente maximaler Teilb�aume von UGs in RK, welche wir

als MUTs (Maximale Unbekannte Teilb�aume) bezeichnen. Jedem MUT wird

durch das Ma� Mf mit der Funktion f ein \Realit�atswert" zugeordnet. Dieser

Realit�atswert sch�atzt die Anzahl der realen UGs eines MUT ab. Das Ma� Mf

berechnet sich dann aus der Summe der Realit�atswerte aller MUTs.

Beispielsweise kann die Anzahl der realen UGs eines MUTs \grob" durch des-

sen Bl�atter abgesch�atzt werden. Die Bl�atter des MUTs beschreiben dabei UGs,

welche m�oglicherweise existieren, aber noch nicht sequenziert worden sind. Wir

leiten daraus die heuristische Annahme ab: Je gr�o�er die Anzahl der Bl�atter

des MUTs ist, um so unwahrscheinlicher ist es, da� ein Blatt des MUTs noch

nicht sequenziert worden ist. Mit f berechnen wir damit f�ur einen MUT eine

Anzahl von realen UGs, welche monoton in der Anzahl seiner Bl�atter f�allt.

RKG,S
BG:

UG:

MUT:

(b,1,B)

(b,2,C)

(b,2,1)(b,2,3)

(b,3,C)

(b,3,2) (b,3,1) (a,c,3) (a,c,2) (a,c,1)

(b,b,A)

(a,a,A)

(c,c,C)
(1,1,1) (2,2,2) (3,3,3)

Abbildung 6.2: MUTs in einem konstruktiven Reconciled Tree

In Abbildung 6.2 ist ein MUT in genau einer lokalen Entwicklungsumgebung

eRK(Z) mit Pa(Z) 2 G enthalten. Wir identi�zieren darin jeden MUT mit

seiner Wurzel. Die Wurzeln der MUTs in eRK(Z) \umh�ullen" die reduzierte

Kette K-
RK('(X); '(Z)). Um diese Wurzeln sp�ater auch in S zu beschreiben,

de�nieren wir allgemein die H�ulle einer Kette, welche in einem Mengensystem

mit Baumordnung enthalten ist.
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De�nition 6.3 (H�ulle einer Kette)

Sei M ein Mengensystem mit einer Baumordnung und K eine Kette in M.

Dann bezeichnen wir HM(K) := Ch(K) n K als die H�ulle der Kette K in M.

Mit dieser De�nition ist die Menge aller Wurzeln von MUTs in eRK(Z) gleich der

Menge HRK(K
-
RK('(X); '(Z))). In Abbildung 6.2 ergibt sich damit die Menge

der Wurzeln aller MUTs durch die H�ullen folgender reduzierter Ketten in RK:

HRK(K
-
RK((b; b;A); (1; 1; 1))) = f(b; 1; b)g;

HRK(K
-
RK((b; b;A); (2; 2; 2))) = f(b; 2;C); (b; 2; 1)g;

HRK(K
-
RK((b; b;A); (3; 3; 3))) = f(b; 3;C); (b; 3; 2); (b; 3; 1)g;

HRK(K
-
RK((a; a;A); (c; c;C)))= f(a; c; 3); (a; c; 2); (a; c; 1)g

(5,5,)

(e, e, )

(e, 5, )

(e, ?, )

(e, ?, )

(e,?,) (e,?,)(e,?,) (e,5,)

(6,6,)

ER(e)

ER(e)
~

{1} {2} {3} {4} {5} {6}

{1,2} {5,6}

{4,5,6}

a: {1,2,3,4,5,6}

{1,2,3}b: c:
d: e:

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

{1,2}

{1,2,3}

{1,2,3,4,5,6}

{4,5}

A:

B: C:

D:

G

S

R

e

6 5

Abbildung 6.3: MUT in der unbestimmten Enwicklungsumgebung eER(e)

Abbildung 6.3 zeigt, da� MUTs nicht nur in lokalen Entwicklungsumgebungen

eines Reconciled Tree enthalten sein k�onnen, sondern auch in unbestimmten

Entwicklungsumgebungen. In Abbildung 6.3 ist die unbestimmte Entwick-

lungsumgebung ER(e) gezeigt, die identisch mit dem darin enthaltenen MUT

ist. Allgemein kann aber eine unbestimmte Entwicklungsumgebung auch aus

mehreren MUTs bestehen.

Wir werden die MUTs einer unbestimmten Entwicklungsumgebung nicht ein-

zeln betrachten, sondern die Gesamtheit aller MUTs direkt durch die unbe-

stimmte Entwicklungsumgebung ausdr�ucken. Wir gehen davon aus, da� die

einzelne Bewertung von MUTs biologisch nur dann einen Sinn macht, wenn

wir die beiden bekannten Gene, welche f�ur deren Entwicklung verantwortlich
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sind, kennen. Dies ist bei einer lokalen Entwicklungsumgebung der Fall. Bei-

spielsweise ist der MUT in Abbildung 6.2, welcher an (b; 1; B) gewurzelt ist,

durch die Entwicklung des bekannten Gens (b; b;A) zu dem bekannten Gen

(1; 1; 1) in der lokalen Entwicklungsumgebung eRK((1; 1; 1)) entstanden. In ei-

ner unbekannten Entwicklungsumgebung wissen wir nur, von welchem Gen die

Entwicklung des MUTs ausgeht.

Somit bewerten wir f�ur das Ma� Mf die MUTs aller lokalen Entwicklungsum-

gebungen einzeln und die MUTs einer unbestimmten Entwicklungsumgebung

zusammen.

De�nition 6.4 (Mf)

Sei M eine Menge, G;S 2 N(M) und f : RKG;S ! R eine Funktion. Wir

de�nieren das f{Ma� wie folgt.

Mf(G;S) :=
X

X2G^ eER(X)6=;
f('(X)) +

X
X2G;Z2Ch(X);

Y 002H(K-
RKG;S

('(X);'(Z)))

f(Y 00)

�Ahnlich wie beim Ma� M1 k�onnen wir unter einer bestimmten Voraussetzung

an f das Ma� Mf ohne RK (indirekt) wie folgt berechnen.

Lemma 6.2

Seien f : RKG;S ! R und f 0 : S ! R Funktionen mit f(Y 00) = f 0(B(Y 00)) f�ur

alle Y 00 2 RKG;S, dann gilt

Mf(G;S) =
X

X2G^ eES(X)6=;
f 0(
G

S
(X)) +

X
X2DupK; Z2Ch(X);

Y 02H(K-
S
(
F
S(X);

F
S(Z)))

f 0(Y 0)

+
X

X2DupK; Z2Ch(X);
Y 02H(KS(

F
S
(X);

F
S
(Z))nf

F
S
(Z)g)

f 0(Y 0)

Beweis. Seien X 2 G und Z 2 Ch(G). Wir zeigen zun�achst

1. X 2 DupK) B(H(K-
RK('(X); '(Z)))) = H(K-

S (
F
S(X);

F
S(Z)))

Aus X 2 DupK folgt,

K-
RK('(X); '(Z)) = f(X;Z; S) 2 RK j S 2 K-

S (
G

S
(X);

G
S
(Z))g:
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Damit gilt

B(H(K-
RK('(X); '(Z))))

= B(H(f(X;Z; S) 2 RK j S 2 K-
S (
G

S
(X);

G
S
(Z))g))

= B(f(X;Z; S) 2 RK j S 2 H(K-
S (
G

S
(X);

G
S
(Z)))g)

= H(K-
S (
G

S
(X);

G
S
(Z))):

2. X 2 DupK) B(H(K-
RK('(X); '(Z)))) = H(KS(

F
S(X);

F
S(Z)) n f

F
S(Z)g)

Aus X 2 DupK folgt

K-
RK('(X); '(Z)) = f(X;Z; S) 2 RK j S 2 KS(

G
S
(X);

G
S
(Z)) n f'(Z)gg:

Damit gilt

B(H(K-
RK('(X); '(Z))))

= B(H(f(X;Z; S) 2 RK j S 2 KS(
G

S
(X);

G
S
(Z)) n f'(Z)gg)

= B(f(X;Z; S) 2 RK j S 2 H(KS(
G

S
(X);

G
S
(Z)) n f'(Z)g)g)

= H(KS(
G

S
(X);

G
S
(Z)) n f

G
S
(Z)g):

3. Es gilt X
X2G^ eES(X)6=;

f 0(
G

S
(X)) =

X
X2G^ eER(X)6=;

f('(X)):

Es gilt eES(X) = B(eERK(X)), woraus eES(X) = ;, eER(X) = ; folgt.

Da X 2 G gilt, folgt
F
S(X) = B('(X)). Mit f(Y 00) = f 0(B(Y 00)) folgt hieraus

f 0(
F
S(X)) = f 0(B('(X))) = f('(X)).

Somit gilt eES(X) = ;, eER(X) = ; und f 0(
F
S(X)) = f('(X)), woraus die

zu zeigende Aussage folgt.
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Mit den eben gemachten Aussagen formen wir nun Mf(G;S) um.

Mf(G;S) =
X

X2G^ eER(X)6=;
f('(X)) +

X
X2G; Z2Ch(X);

Y 002H(K-
RK

('(X);'(Z)))

f(Y 00)

=
X

X2G^ eES(X)6=;
f 0(
G

S
(X)) +

X
X2G; Z2Ch(X);

Y 002H(K-
RK

('(X);'(Z)))

f 0(B(Y 00))

=
X

X2G^ eES(X)6=;
f 0(
G

S
(X)) +

X
X2G;Z2Ch(X);

Y 02B(H(K-
RK

('(X);'(Z))))

f 0(Y 0)

=
X

X2G^ eES(X)6=;
f 0(
G

S
(X))

+
X

X2DupK; Z2Ch(X);

Y 02B(H(K-RK('(X);'(Z))))

f 0(Y 0) +
X

X2DupK; Z2Ch(X);
Y 02B(H(K-

RK
('(X);'(Z))))

f 0(Y 0)

=
X

X2G^ eES(X)6=;
f 0(
G

S
(X))

+
X

X2DupK; Z2Ch(X);

Y 02H(K-
S
(
F
S(X);

F
S(Z)))

f 0(Y 0) +
X

X2DupK; Z2Ch(X);
Y 02H(KS(

F
S
(X);

F
S
(Z))nf

F
S
(Z)g

f 0(Y 0)

Durch die frei w�ahlbare Funktion f ist das Ma� Mf so allgemein, da� sich hier-

durch eine Vielzahl von biologischen Erfordernissen formulieren lassen. Un-

ter anderem sind die Ma�e M0 und M1 durch das Ma� Mf berechenbar. F�ur

M1 w�ahlt man dabei f derart, da� f�ur jede Wurzel Y 00 eines MUT f(Y 00) =

(jCh(Pa(Y 00))j- 1)-1 und sonst f(Y 00) = 0 ist. Um M0 zu berechnen, verwendet

man die Funktion f f�ur das Ma� M1. F�ur jede Wurzel Y 00 eines MUT und je-

de unbestimmte Entwicklungsumgebung addiert man jedoch zus�atzlich deren

Kardinalit�at.

Alle bisherigen Ma�e zum Reconciled Tree lassen sich durch Mf ausdr�ucken,

wie der folgende Abschnitt 6.2 zeigen wird. Jedes in der Allgemeinheit be-

kannte Ma� erf�ullt die Bedingung, da� ein f 0 mit f(Y 00) = f(B(Y 00)) existiert,

wodurch dieses nach Lemma 6.2 ohne den Reconciled Tree berechnet werden

kann. Das Ma� Mf l�a�t sich auch ohne diese Einschr�ankung indirekt berechnen,

wozu jedoch ein technisch gr�o�erer Aufwand erforderlich ist.
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6.2 Die Historie der Ma�e zum Reconciled Tree

In diesem Abschnitt werden wir die chronologische Entwicklung der Ma�e zum

Reconciled Tree R 2 RC(G;S) beschreiben. Fast allen Ma�en gemeinsam ist,

da� sie nur f�ur bifurkierende Phylogenien formuliert und informal beschrieben

sind.

Goodman et al. 1979: Das erste Ma� wurde von Goodman et al. (1979:138) f�ur

bifurkierende Phylogenien formuliert. Als Ma� f�ur die Inkonsistenz zwischen G

und R haben sie die Anzahl von Genduplikationen verwendet, welche sie durch

Regeln aus G und S bestimmt haben. Diese Regeln entsprechen der Voraus-

setzung des reduzierten Duplikations-Theorems, Korollar 4.4, f�ur bifurkierende

Phylogenien. Damit entspricht das Ma� von Goodman et al. der Kardinalit�at

der Menge DupKG;S f�ur bifurkierende Phylogenien. Direkt auf dem Reconciled

Tree entspricht das Ma� von Goodman et al. damit der Kardinalit�at der Menge

DupRK.

Die Beschreibung der Inkonsistenz zwischen G und S durch die Anzahl der

Duplikationselemente ist ein sehr \grobes" Ma�. Denn die Duplikationen be-

schreiben jeweils mit dem gleichen Anteil diese Inkonsistenz. Wir haben in

Abschnitt 6.1 jedoch gezeigt, da� Duplikationselemente mit einem unterschied-

lichen Anteil an UGs die Inkonsistenz zwischen G und S beschreiben. Die

Anzahl der Duplikationen bildet aber eine untere Schranke f�ur die Anzahl aller

m�oglichen UGs.

Nelson und Platnick 1981: Nelson und Platnick (1981:269) haben als erste UGs

verwendet, um ein Ma� f�ur die Inkonsistenz zwischen G und S zu beschreiben.

Dabei haben sie auf bifurkierenden Phylogenien die Knoten gez�ahlt, welche sie

zu S hinzuf�ugen m�ussen, damit G einbettbar ist. Page (1990a) hat dieses Ma�

indirekt durch jRj - jGj beschrieben, welches damit der De�nition des Ma�es

M0 entspricht. Er hat festgestellt, da� damit das Ma� M0 immer gerade Werte

liefert (dies gilt o�ensichtlich nur f�ur bifurkierende Phylogenien). Wichtiger

ist jedoch die Feststellung von Page (1994a:65), da� dieses Ma� keine direkte

biologische Interpretation zul�a�t.

Page: R. Page (1988:260) hat die M�oglichkeit betrachtet, da� UGs ausgestor-

ben sein k�onnen und damit deren Nachfolger nicht existent (irreal) sind. Durch

die Untersuchung von MUTs hat er versucht, die realen UGs zu berechnen. Die

Idee, als Ma� die Anzahl der Bl�atter aller MUTs zu verwenden, hat Page ver-

worfen (Page,1988), da dies nach seinen Untersuchungen eine �Uberbewertung
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der realen UGs darstellt. Sp�ater hat Page (1994a:64) die Anzahl der Wur-

zeln aller MUTs als Ma� verwendet, welches nach seiner Analyse die realen

UGs nicht �uberbewertet und damit sensibel die Inkonsistenz zwischen G und S

beschreibt. Unter der Voraussetzung, da� nur bifurkierende Phylogenien ver-

wendet werden3 und Feststellung 1 gilt, ist diese Aussage auch nach unserem

theoretischen Modell korrekt.

Dazu zeigen wir, da� bei bifurkierenden Phylogenien das Ma� von Page dem

Ma� M1 entspricht. Gilt Feststellung 1, so ist M1 eine scharfe untere Schran-

ke f�ur die Anzahl der realen UGs. Damit ist das Ma� von Page eine scharfe

untere Schranke f�ur die Anzahl der UGs und kann deren Anzahl somit nicht

�uberbewerten. Wir zeigen noch die �Aquivalenz des Ma�es von Page und dem

Ma� M1 f�ur bifurkierende Phylogenien.

Das Ma� von Page entspricht dem Ma� MfPage, mit fPage(X) = 1, falls X Wurzel

eines MUTs ist, und fPage(X) = 0 sonst. Auf bifurkierenden Phylogenien ist

dieses Ma� gleich dem Ma� M1, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 6.3

Sei M eine Menge G;S 2 N(M). Wenn G;S bifurkierend sind und f :

RKG;S! f0; 1g eine Funktion mit

f(Y 00) :=

�
1 9Z 2 G n fRo(G)g : Y 00 2 HR('(Pa(Z)); '(Z))

0 sonst

ist, gilt M1 = Mf.

Beweis. Wenn G und S bifurkierend sind, ist auch RK bifurkierend. Also gilt

f�ur ein festes aber beliebiges X 2 G und Z 2 Ch(X),

jH(K-
RK('(X); '(Z)))j = jK-

RK('(X); '(Z))j:

Also ist

Mf(G;S) =
X
X2G

X
Z2Ch(X)

X
Y 002

HR('(X);'(Z))

f(Y 00)

=
X
X2G

X
Z2Ch(X)

jHR('(X); '(Z))j

=
X
X2G

X
Z2Ch(X)

jK-
RK('(X); '(Z))j

=M1(G;S)

3Es ist anzunehmen, da� Page die Aussage auch nur f�ur bifurkierende Phylogenien gemacht

hat. Denn er hat in dem Artikel (Page,1994a) zwar sein Ma� f�ur multifurkierende Phylogenien

formuliert, jedoch nur bifurkierende Phylogenien analysiert.
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Im multifurkierenden Fall ist diese Aussage nat�urlich nicht korrekt. Auf bifur-

kierenden Phylogenien gilt o�ensichtlich M1(G;S) � MfPage(G;S).

B.Mirkin, I.Muchnik, T.Smith 1995: 1995 haben B. Mirkin, I. Muchnik und

T. Smith das Problem von inkonsistenten Gen- und Speziesb�aumen untersucht.

Ohne die Arbeiten von Page und damit den semiformal de�nierten Reconciled

Tree und das Ma� MfPage von Page zu kennen, haben sie ein Ma� MMuchnik f�ur

bifurkierende Phylogenien eingef�uhrt(Mirkin et al., 1995). Dieses ist jedoch

im wesentlichen zu dem auf bifurkierende Phylogenien beschr�ankten Page-Ma�

MfPage �aquivalent, welches wir zeigen.

De�nition 6.5 (Muchnik-Ma�)

Sei M eine Menge G;S bifurkierende n-Clustersysteme der Menge M, X 2

G, Z 2 Ch(X) und

l(X;Z) :=

8>><
>>:
jK-

S (
F
S(X);

F
S(Z))j + 1 X 2 DupK ^

F
S(Z) 6=

F
S(X)

jK-
S (
F
S(X);

F
S(Z))j X 2 DupK

0 sonst.

Wir bezeichnen MMuchnik(G;S) := jDupK j +
P

X2G;Z2Ch(X) l(X;Z) als das

Muchnik-Ma� f�ur die Inkonsistenz zwischen G und S.4

Nach Lemma 6.1 ist das Muchnik-Ma� ohne die Anzahl der Duplikationselemen-

te jDupK j die indirekte De�nition des direkt de�nierten Ma�es M1. Aus Lem-

ma 6.3 folgt, da� f�ur bifurkierende Phylogenien die Ma�e M1 und MfPage gleich

sind. Somit ist f�ur bifurkierende Phylogenien das Muchnik-Ma� im wesentlichen

die indirekte De�nition des Page-Ma�es, da MMuchnik(G;S) - jDupK j = MfPage

gilt.

6.3 Die Mirkin-Muchnik-Smith-Vermutung

1995 haben B. Mirkin et al. (1995) das Ma� MMMS auf bifurkierenden Phylo-

genien formuliert, welches auf einer lokalen Betrachtung der Entwicklung aller

durch die Duplikationen postulierten Kopien basiert. Obwohl dieses Ma� sich

von der Konzeption her deutlich von dem Ma� MMuchnik unterscheidet, lieferten

in der Anwendung die Ma�e MMuchnik und MMMS immer die gleichen Werte.

4Bei einer pers�onlichen Kommunikation w�ahrend des DIMACS-Workshop on Mathema-

tical Hierarchies and Biology 1996 mit B. Mirkin und I. Muchnik stellte sich heraus, da�

dieses Ma� im wesentlichen von I. Muchnik entwickelt wurde. Daher bezeichnen wir dieses

Ma� als Muchnik-Ma�.
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Dies f�uhrte zu der Vermutung von Mirkin, Muchnik und Smith, bekannt als

MMS-Vermutung, welche besagt, da� die Ma�e MMuchnik und MMMS gleich

sind.

Wir werden zun�achst in Abschnitt 6.3.1 das Ma� MMMS beschreiben und dann

in Abschnitt 6.3.2 ein Beispiel f�ur die �Aquivalenz der Ma�e MMMS und MMuchnik

zeigen. Abschlie�end geben wir in Abschnitt 6.3.3 einen kurzen �Uberblick zu

der Struktur des Beweises der MMS-Vermutung in Eulenstein und Vingron

(1998).

6.3.1 Das Ma� MMMS

Wie das Muchnik-Ma� MMuchnik ist das Ma� MMMS f�ur bifurkierende Phyloge-

nien de�nert und besteht aus zwei additiven Termen. Der erste Term gibt, wie

bei dem Ma� MMuchnik, die Anzahl der Duplikationselemente jDupK j an. Der

zweite Term beschreibt, vollkommen unterschiedlich zu dem zweiten Term des

Ma�es MMuchnik, die lokale Entwicklung aller durch Duplikationen postulierten

Kopien.

Um genau zu verstehen, welche Elemente der zweite Term ber�ucksichtigt, be-

trachten wir einen bifurkierenden Genbaum G, einen bifurkierenden Spezies-

baum S und ein Duplikationselement X 2 DupK. Da wir nur bifurkierende

Phylogenien betrachten, hat sich das Gen X in die zwei Kopien X+ und X-5

dupliziert. Um die Gene, welche sich aus den Kopien X+ und X- entwickelt

haben zu unterscheiden, bezeichnen wir diese jeweils als + - oder - -Gene.

Das Duplikationselement X hat sich in seiner Host-Spezies
F
S(X) in eine X+

und in eine X- Kopie dupliziert. Aus der + - und - -Kopie von X haben sich

nun in dem Teilbaum TS(
F
S(X)) die + - und - -Gene entwickelt. Abbildung 6.4

zeigt z.B. die Entwicklung des Duplikationselementes a in dessen Host-Spezies

A (=
F
S(a)). In jeder Spezies des Teilbaumes TS(A) hat sich ein + - und - -

Gen von a entwickelt. Diese Gene sind jeweils an den Spezies durch zwei Kreise

bezeichnet.

Einige der + - und - -Gene in den Bl�attern des Teilbaumes TS(
F
S(X)) sind

existierende Gene, welche durch Bl�atter von G dargestellt sind. Da X ein Du-

plikationselement in G ist, haben sich die beiden Kinder Z+ und Z- von X

aus unterschiedlichen Duplikaten entwickelt (dies zeigt ein einfacher Wider-

spruchsbeweis). Damit sind alle Gene des Teilbaumes TG(Z+) + -Gene und alle

5Wir verwenden hier die von Mirkin et al. (1995) verwendete Bezeichnung der beiden Kopien

durch + und -.
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Abbildung 6.4: Die lokale Entwicklung der Duplikate von a

Gene des Teilbaumes TG(Z-) - -Gene des Gens X. Also bezeichnen die Bl�atter

des Teilbaumes TG(Z+) existierende + -Gene und die Bl�atter des Teilbaumes

TG(Z-) existierende - -Gene von X. Die Host-Spezies der in G durch Bl�atter

bezeichneten existenten Gene sind die gleichbezeichneten Bl�atter in S. Damit

ist f�ur jedes Blatt von S entweder ein existierendes + - oder - -Gen von X be-

kannt. Von einem existenten + -Gen von X mit der Host-Spezies S k�onnen wir

wiederum auf die Existenz aller + -Gene schlie�en, deren Host-Spezies auf dem

Pfad zwischen der Host-Spezies von X und S liegen. Das gleiche gilt f�ur ein

- -Gen von X.

Ein Beispiel zeigt Abbildung 6.4. Dort sind die Gene des Teilbaumes TG(b)

die + -Gene und die Gene des Teilbaumes TG(5) die - -Gene von a. Also sind

die Bl�atter 1; 2; 3; 4; 6; 7; 8 + -Gene und das Gen 5 ist ein - -Gen. Jedes + -

oder - -Gen, auf deren Existenz wir dadurch schlie�en k�onnen, da� dieses oder

ein Nachfolger von diesem sequenziert worden ist, ist in S dunkel eingef�arbt.

Von der Existenz des - -Gens 5 von a k�onnen wir damit auf die Existenz der

- -Gene in den Host-Spezies 5;G; E;D;C;B; und A schlie�en. Entsprechend

sind diese dunkel eingef�arbt.

Es existieren f�ur eine Spezies vier verschiedende M�oglichkeiten, auf die Existenz

+ - und - -Gens von X zu schlie�en, wonach wir die Menge TS(
F
S(X)) wie folgt

partitionieren.

1. NC(X): Die Menge der Spezies in TS(
F
S(X)), aus der wir jeweils nicht

auf die Existenz des + - und - -Gens von X schlie�en k�onnen.

2. SC(X): Die Menge der Spezies in TS(
F
S(X)), aus der wir jeweils nur auf

die Existenz eines + - oder - -Gens von X schlie�en k�onnen.
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3. DC(X): Die Menge der Spezies in TS(
F
S(X)), aus der wir jeweils auf die

Existenz des + - und - -Gens von X schlie�en k�onnen.

In Abbildung 6.4 sind die Spezies des Teilbaumes TS(
F
S(a)) in die Mengen

NC(X), SC(X) und DC(X) durch die Kreise partitioniert. Die Menge NC(a)

besteht aus allen Spezies, welche jeweils mit zwei wei�en Kreisen markiert sind.

Somit gilt NC(a) = ;. Die Menge SC(a) besteht aus allen Spezies, welche je-

weils mit je einem wei�en und einem dunklen Kreis markiert sind. Also gilt

SC(a) = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; Fg. Alle Spezies, die jeweils mit zwei grauen Kreisen

markiert sind, bilden die Menge DC(a) = fA;B;C;D; E; Fg.

Formal de�nieren wir die Menge DC(X) wie folgt:

De�nition 6.6

Sei M eine Menge, G;S bifurkierende n-Clustersysteme �uber der Menge M

und X 2 G, dann ist

DCS(X) := fY 2 S j Y �
G

S
(X) ^ 8Z 2 Ch(X) : Z \ Y 6= ;g:

In Abbildung 6.4 bildet die Menge DC(a) einen zusammenh�angenden Teilgra-

phen und damit einen Baum in TS(A). Diese Aussage ist o�ensichtlich auch im

allgemeinen Fall g�ultig. Die H�ulle des DC(a)-Baumes gibt alle �uber eine Kante

benachbarten Elemente des DC(a)-Baumes an, welche nicht selbst Element des

DC(a)-Baumes sind. Somit besteht die H�ulle nur aus Elementen der Menge

NC(a) [ SC(X).

De�nition 6.7

Sei M eine Menge, G;S bifurkierende n-Clustersysteme �uber der Menge M

und X 2 G, dann ist

HDCS(X) := fY 2 S j Pa(Y) 2 DC(X) ^ Y =2 DC(X)g

die H�ulle der Menge DC(X).

In Abbildung 6.4 besteht die H�ulle der Menge DC(a) aus den Elementen 1; F; 4; 5;

6; 7 und 8.

Das Ma� MMMS z�ahlt nun in dem zweiten additiven Term f�ur jedes Duplikati-

onselement X in G die Elemente der H�ulle der Menge HDC(X).
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De�nition 6.8 (Das Ma� MMMS)

Sei M eine Menge und G;S bifurkierende n-Clustersysteme �uber der Menge

M, dann bezeichnen wir

MMMS(G;S) := jDupKG;S j+
X

X2DupKG;S

jHDCS(X)j

als das Mirkin-Muchnik-Smith-Ma� von G �uber S.

6.3.2 Ein Beispiel zu der MMS-Vermutung

3 4 8 1 52 6 7 2 3 541 6 7 8

a
b

c
e

g f
d

A:a,b,d,f
B:c,e

C:g
D

E

F G

+ - +-
G S

Duplikate

Abbildung 6.5: Genbaum und Speziesbaum

Wir werden f�ur den Genbaum G und Speziesbaum S in Abbildung 6.5 zeigen,

da� MMMS(G;S) = MMuchnik(G;S) gilt. Um die beiden Ma�e zu berechnen,

bestimmen wir zun�achst die Host-Spezies aller Elemente aus G.

G
S
(i) = A; f�ur jedes i 2 fa; b; d; fg

G
S
(j) = B; f�ur jedes i 2 fc; egG

S
(i) = i: f�ur jedes i 2 f1; : : : ; 8g

Die Bezeichnungen des Speziesbaumes in Abbildung 6.5 zeigen die Host-Spezies

der Elemente aus G. Damit ist DupK = fa; b; c; dg nach De�nition 5.1 (Sei-

te 90). In den beiden folgenden Abschnitten berechnen wir jeweils f�ur das Ma�

MMMS(G;S) und MMuchnik(G;S) denWert 28, womit MMMS(G;S) = MMuchnik(G;S)

gilt.
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6.3.2.1 Die Berechnung des Ma�es MMMS(G;S)

Um das Ma� MMMS(G;S) zu berechnen, bestimmen wir f�ur jedes Element aus

DupK die DC-Mengen.

DC(a) = fA;B;C;D; E; F;Gg DC(b) = fA;B;C;D; Eg

DC(c) = fB;C;D; E; Fg DC(d) = fA;B;C;Dg

In Abbildung 6.6 sind die Elemente der DC-Mengen durch eine gepunktete

Linie gekennzeichnet. Mit der Abbildung 6.6 k�onnen wir nun die Elemente der

H�ullen abz�ahlen. Damit ergibt sich aus

jHDCS(a)j = 7; jHDCS(b)j = 6; jHDCS(c)j = 6; jHDCS(d)j = 5

der Wert MMMS(G;S) = jDupK j+ 24 = 28.
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Abbildung 6.6: Die Berechnung des Ma�es MMMS(G; S)
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6.3.2.2 Die Berechnung des Ma�es MMuchnik(G;S)

Das Muchnik-Ma� wird nach De�nition 6.5 (Seite 120) wie folgt durch die

einzelnen Werte f�ur l berechnet:

l(a; b) = 0 l(a; 5) = jK-
S (A; 5)j+ 1 = 6

l(b; c) = jK-
S (A;B)j + 1 = 1 l(b; d) = 0

l(c; e) = 0 l(c; 3) = jK-
S (B; 3)j + 1 = 5

l(d; f) = 0 l(d; 1) = jK-
S (A; 1)j + 1 = 4

l(e; g) = jK-
S (B;C)j = 0 l(e; 7) = jK-

S (B; 7)j = 0

l(f; 4) = jK-
S (A; 4)j = 5 l(f; 8) = jK-

S (A; 8)j = 0

l(g; 2) = jK-
S (C; 2)j = 3 l(g; 6) = jK-

S (C; 6)j = 0

Alle diese Werte summieren sich zu 24 auf. F�ur das Muchnik-Ma� zu G �uber S

ergibt sich somit MMuchnik(G;S) = jDupK j+ 24 = 28.

6.3.3 Eine Idee zum Beweis der MMS-Vermutung

Der formale Beweis ist sehr komplex, daher zeigen wir die wesentliche Idee

des Beweises an dem Beispiel f�ur den Genbaum G und den Speziesbaum S aus

Abbildung 6.5. Um die von beiden Ma�en gez�ahlten Knoten vergleichen zu

k�onnen, werden wir Kanten anstatt Knoten z�ahlen. Dazu geben wir jeweils

eine �aquivalente Umformulierung der Ma�e an.

Umformulierung vonMMMS: F�ur jedes Element Y, welches von dem Ma� MMMS

gez�ahlt wird, z�ahlen wir statt dessen die zugeh�orige Kante (Pa(Y); Y). Zum

Beispiel wird in Abbildung 6.6 das Element 1 in der H�ulle HDC(a) durch das

Ma� MMMS gez�ahlt. Statt dessen z�ahlen wir die Kante (D; 1).

Umformulierung vonMMMS: Sei X ein Element, welches durch das Ma� MMuchnik

gez�ahlt wird. Damit wird X f�ur eine Kante (a; b) in G durch l(a; b) gez�ahlt. Al-

so ist X Element der reduzierten Kette K-
S (
F
S(a);

F
S(b)) und damit Element

der Kette KS(
F
S(a);

F
S(b)). Das Element X besitzt zwei Kinder. Ein Kind

ist Element der Kette KS(
F
S(a);

F
S(b)), das andere Kind Y ist kein Element

dieser Kette. Anstatt das Element X f�ur das Ma� MMMS zu z�ahlen, werden wir

nun die Kante (X;Y) z�ahlen. Zum Beispiel z�ahlt das Ma� MMuchnik das Element

B 2 S durch l(a; 5) f�ur die Kante (a; 5) in G. Das Element B und dessen Kind C

sind Elemente der Kette K-
S (
F
S(a);

F
S(5)). Das Kind 7 ist damit kein Element
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dieser Kette. Somit z�ahlen wir die Kante (B; 7) anstatt des Elementes B.

Anstatt bei Berechnung von l(X;Z) im Fall X 2 DupK ^
F
S(Z) 6=

F
S(X) den

Wert 1 zu addieren, z�ahlen wir die Kante (
F
S(X); Y)mit Y =2 K-

S (
F
S(X);

F
S(Z)).

Zum Beispiel wird f�ur l(a; 5) der Wert jK-
S (
F
S(a);

F
S(5))j + 1 berechnet. F�ur

den Wert 1 z�ahlen wir die Kante (
F
S(a); 8), da 8 kein Element der reduzierten

Kette K-
S (
F
S(a);

F
S(5)) ist.

a b C d e f g
P

X 1
P

O 1

(D,E) X O 1 1

(E,F) X O X O 2 2

(E,G) X X O O 2 2

(D,1) X O X X O X O O 4 4

(F,2) X O 1 1

(F,3) X O 1 1

(G,4) X O 1 1

(G,5) X O 1 1

(C,6) X O X X O X O O 4 4

(B,7) X O X X O X O O 4 4

(A,8) X O X O X O 3 3

Tabelle 6.1: Kanten in S, welche die Ma�e MMMS (X) und MMuchnik (O) z�ahlen

Die obige Tabelle 6.1 zeigt die durch das Ma� MMMS und das Ma� MMuchnik

gez�ahlten Kanten in S. Dabei bedeutet ein Eintrag X oder O in der Spalte I

und Zeile J folgendes:

1. Der Eintrag X bedeutet, da� die Kante J in der H�ulle von HDC(I) durch

das Ma� MMMS(G;S) gez�ahlt wird.

2. Der Eintrag O bedeutet, da� die Kante J durch das Ma� MMuchnik gez�ahlt

wird. Das Ma� MMuchnik z�ahlt dabei J durch l(I; Z) f�ur ein Z 2 Ch(I).

Tabelle 6.1 zeigt an dem Beispiel aus Abbildung 6.5 die Beweisidee. Von jedem

der beiden Ma�e wird eine beliebige Kante in S mit dem gleichen Wert gez�ahlt.

Was hier an einem Beispiel gezeigt ist, haben wir f�ur den allgemeinen Fall

gezeigt und damit die MMS-Vermutung bewiesen.
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6.4 Ausblick

Wir haben die bisherigen Ma�e zum Reconciled Tree dargestellt, deren biologi-

sche Aussagekraft und �Aquivalenzen aufgezeigt. Dabei haben wir festgestellt,

da� die sensibleren biologischen Ma�e, wie MMuchnik, MMMS und MfPage im we-

sentlichen mit dem Ma� M1 auf bifurkierenden Phylogenien identisch sind. Auf-

grund der unabh�angigen Entwicklung der Ma�e MMuchnik, MMMS und MfPage l�a�t

deren �Aquivalenz eine biologische Signi�kanz dieser Ma�e vermuten.

Im wesentlichen sind alle historischen Ma�e zum Reconciled Tree f�ur bifurkie-

renden Phylogenien de�niert worden. Multifurkierende Phylogenien besitzen

jedoch ein wesentlich gr�o�eres Aussagespektrum6, da durch diese m�ogliche Un-

sicherheiten in dem Wissen �uber deren Struktur dargestellt werden k�onnen.

Ist beispielsweise �uber die Entwicklung einer Menge von existierenden Genen

nichts bekannt, so k�onnen diese als Kinder einer Wurzel dargestellt werden.

Bei einer bifurkierenden Phylogenie w�are man gezwungen, die exakte Phylo-

genie dieser Gene zu erraten. Die in Abschnitt 6 gezeigten Ma�e sind alle f�ur

multifurkierende Phylogenien konzipiert, jedoch noch nicht angewandt worden.

Diese Ma�e, im besonderen das Ma� Mf, sollen als theoretische Grundlage f�ur

die De�nition weiterer, aus der konkreten Anwendung abgeleiteter, Ma�e des

Reconciled Tree dienen.

Robusti�zierung

Zu der theoretischen Betrachtung der Inkonsistenz von Gen- und Speziesbaum

haben wir den zu analysierenden Gen- und Speziesbaum als korrekt voraus-

gesetzt. In der Praxis m�ussen wir aber davon ausgehen, da� diese B�aume

fehlerhaft sind. Ein kleiner Fehler in Gen- oder Speziesbaum kann zu einer

maximalen Inkonsistenz zwischen diesen Phylogenien f�uhren. Um nicht durch

kleine Ungenauigkeiten in Gen- oder Speziesbaum sinnlose Schlu�folgerungen

zu erhalten, ist von Vingron (pers�onliche Kommunikation) die Robusti�zie-

rung des Reconciled Tree vorgeschlagen worden. Unter der Robusti�zierung

des Reconciled Tree sind Analysemethoden zu verstehen, welche den Reconciled

Tree gegen unsinnige Schlu�folgerungen \robust" machen. Solche Analyseme-

thoden existieren bisher nur im Ansatz. Vorstellbar ist, hier die \Qualit�at" der

Duplikationen in die Kriterien der Rekonstruktion des Gen- oder Speziesbau-

mes direkt mit ein
ie�en zu lassen. Dies kann z.B. durch die Kombination von

phylogenetischen Ma�en mit einem Ma� zum Reconciled Tree realisiert werden.

6Bifurkierende Phylogenien sind multifurkierende Phylogenien.



6.4 Ausblick 129

Das phylogenetische Ma� beschreibt, wie \teuer" eine lokale �Anderung, z.B. in

dem Genbaum, ist. Das Ma� zum Reconciled Tree gibt an, wie sich diese lo-

kale �Anderung auf die Inkonsistenz zwischen Gen- und Speziesbaum auswirkt.

Hierbei ist dann ein Optimum zu �nden.

Verteilung der Ma�e

Um die Ma�e zum Reconciled Tree besser interpretieren zu k�onnen, ist es not-

wendig, deren Verteilung auf geordneten Paaren aus Gen- und Speziesbaum zu

kennen, welche durch einen Evolutions-Proze� entstanden sind. M�oglicherweise

existieren Eigenschaften der Ma�e, welche sich invariant gegen�uber der Vertei-

lung der Paare aus Gen- und Speziesbaum verhalten. Hierbei erschweren insbe-

sondere die meist fehlenden Struktureigenschaften, wie z.B. die Symmetrie von

den gezeigten sensiblen Ma�en zum Reconciled Tree, die Analyse. Beispiels-

weise haben wir f�ur den Erwartungswert von M1, bei einer Gleichverteilung der

Phylogenien, bisher nur eine komplexe rekursive Formel gefunden. Dabei ist

anzunehmen, da� die Aussagekraft dieses Erwartungswertes nur einen Anhalts-

punkt f�ur den wahren Erwartungswert liefert, da es unwahrscheinlich ist, da�

die Evolution die Phylogenien gleich verteilt hat.

Normierung

Wir wollen mit einem Ma� M zum Reconciled Tree nicht nur die Inkonsistenz

von Gen- und Speziesbaum G;S 2 N(M) f�ur eine feste Menge M vergleichen.

Um Gen- und Speziesbaum aus Mengen N(Mi) und N(Mj) mit Mi 6= Mj zu

vergleichen, ben�otigen wir geeignete Skalierungsfaktoren zum normalisieren des

Ma�es M.

Lokale und globale Ma�e

Die Entwicklung der Ma�e zum Reconciled Tree ist auch in einem lokaleren

oder globaleren Rahmen zu sehen.

Lokal ist hierbei die exakte Analyse der Inkonsistenz eines bestimmten Berei-

ches des Genbaumes zu einem bestimmten Bereich des Speziesbaumes zu ver-

stehen. Hierunter ist z.B. die Entwicklung von Ma�en f�ur die in Abschnitt 5.3

erw�ahnten Mixed Trees zu verstehen. Der Teil eines Mixed Tree, welcher auf-

gel�oste Kanten des Genbaumes darstellt, ist konsistent zu dem Speziesbaum.

Die \Kosten" der Aufhebung dieser lokalen Inkonsistenzen sind dabei durch ein

geeignetes Ma� zu beschreiben. Insbesondere sollten diese Ma�e unter dem Ge-

sichtspunkt der Robusti�zierung konstruiert werden, da lokale Ver�anderungen

des Genbaumes durch den Mixed Tree gut analysierbar sind.

Globale Ma�e beschreiben die Inkonsistenz einer Menge von Genb�aumen zu ei-
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nem Speziesbaum. Beispielsweise kann man mit einem solchen Ma� die Menge

der Speziesb�aume suchen, welche unter diesem Ma� eine minimale Inkonsistenz

besitzen. Damit lie�e sich dann aus einer Menge von Genb�aumen ein Spezies-

baum unter dem Gesichtspunkt der Genduplikation konstruieren. Page et al.

(1997) haben auf diese Weise Speziesb�aume konstruiert. Li et al. (1998) haben

f�ur ein globales Ma� gezeigt, da� dessen Berechnung NP-vollst�andig ist.

Das theoretische Fundament f�ur die Ma�e zum Reconciled Tree ist vorhanden.

Diese Ma�e m�ussen jetzt an die Praxis adaptiert werden, um f�ur den Biologen

eine e�ektive Methode zu der phylogenetischen Analyse von Genduplikationen

zu implementieren.



Kapitel 7

Algorithmen zur Vorhersage von

Genduplikationen

Sei M eine Menge, n := jMj und G;S 2 N(M), wobei G ein Genbaum und S ein

Speziesbaum ist. In diesem Kapitel beschreiben wir Algorithmen, mit denen

sich alle Genduplikationen in G bez�uglich S und das Ma� M1(G;S) berechnen

lassen. Das Ma� M1 ist, wie in Abschnitt 6.2 gezeigt, zu den aus der Literatur

bekannten Ma�en von Page (1994a), Mirkin et. al. (1996) sowie Mirkin et. al.

(1995)1 �aquivalent und daher von besonderem Interesse.

Bisher gab es keine Algorithmen zu der Berechnung von Genduplikationen und

Ma�en auf multifurkierenden Phylogenien, da die hierzu notwendigen struktu-

rellen Kenntnisse fehlten. Der Algorithmus von Page berechnet Genduplikatio-

nen auf bifurkierenden Phylogenien (Page, 1994). F�ur diesen Algorithmus ist

von Page weder dessen Korrektheit noch seine Laufzeit gezeigt worden. Eine

einfache Analyse ergibt eine Laufzeit von O(n2), und dessen Korrektheit wird

erst mit Korollar 4.4 o�ensichtlich. Zhang (1997) zeigt durch eine Reduktion

auf die Berechnung von kleinsten gemeinsamen Vorfahren in S, da� alle Gendu-

plikationen in G unter gewissen technischen Voraussetzungen in der Zeit O(n)

zu berechnen sind.

Um Genduplikationen auf multifurkierenden Phylogenien vorherzusagen, be-

rechnen wir die Duplikationselemente in G. Ein Element X 2 G ist nach De�ni-

tion 5.1 genau dann ein Duplikationselement, wenn die folgende Aussage nicht

f�ur alle Zi; Zj 2 Ch(X) mit i 6= j gilt.

G
S
(Zi) �

G
S
(X) und

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj) =

G
S
(X)

1Die Ordnung der Literaturangaben entspricht der historischen Entstehung der Ma�e und

nicht deren erstmaliger Ver�o�entlichung.
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Die Bestimmung der Duplikationselemente unterteilt sich demnach in die bei-

den folgenden Probleme.

1. Dup-Problem: Bestimme bei gel�ostem LCA-Problem f�ur G und S alle

Duplikationselemente in G.

2. LCA-Problem: Bestimme f�ur den fest vorgegebenen Genbaum G das Ele-

ment
F
S(X) f�ur jedes X 2 G.

Zuerst zeigen wir in Abschnitt 7.1, da� das Dup-Problem in der Zeit O(n)

l�osbar ist. In Abschnitt 7.2 geben wir dann einen direkt auf das LCA-Problem

zugeschnittenen Algorithmus, den LCA-Algorithmus, an. Mit diesem ist das

LCA-Problem in der Zeit O(n�(n;n)) l�osbar. Dabei ist � := minfi � 1 j

A(i; bm=nc) > lg(n)g die inverse Ackermann-Funktion, und A bezeichnet die

Ackermann-Funktion (Cormen et al, 1996). Somit sind alle Duplikationsele-

mente von G in der Zeit O(n�(n;n)) bestimmbar. In jeder vorstellbaren An-

wendung ist �(n;n) � 4, womit wir die Laufzeit des Algorithmus in der Praxis

als linear ansehen k�onnen.

Unter gewissen technischen Randbedingungen ist der LCA-Algorithmus einer

der asymptotisch schnellsten Algorithmen, um das LCA-Problem zu l�osen. Das

LCA-Problem ist aber auch in linearer Zeit auf das Problem der Berechnung von

kleinsten oberen Schranken in S reduzierbar. F�ur diese Berechnung existieren

bereits schnelle Algorithmen. Asymptotisch ergibt sich hierdurch aber bisher

bestenfalls eine zu dem LCA-Algorithmus gleiche Laufzeit. F�ur die Anwendung

sind die bei der asymptotischen Laufzeit vernachl�assigten konstanten Faktoren

von Bedeutung. Da der LCA-Algorithmus direkt auf das Anwendungsproblem

zugeschnitten ist, besitzt dessen Laufzeit einen kleineren konstanten Faktor als

die Laufzeit der reduzierten Variante. Die Reduktion sowie Algorithmen zur

L�osung des reduzierten Problemes zeigen wir in Abschnitt 7.3.

In Abschnitt 7.4 zeigen wir die einfache Berechnung des Ma�es M1 in der Zeit

O(n), wenn das Dup-Problem gel�ost wurde. Somit ist auch das Ma� M1 in der

Zeit O(n�(n;n)) berechenbar.

7.1 Eine L�osung des Dup-Problemes

Sei X 2 G. Die Prozedur Duplikationsvorhersage entscheidet f�ur das Ele-

ment X, ob es ein Duplikationselement in G bez�uglich S ist. Dabei setzten wir

voraus, da� f�ur jedes Y 2 G das Element
F
S(Y) bereits bekannt ist. Als Ausgabe
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wird die Variable Duplikationselement(X) verwendet. Gilt Duplikationsele-

ment(X) = true, so ist X ein Duplikationselement. Sonst gilt Duplikations-

element(X) = false und X ist kein Duplikationselement.

Aus De�nition 5.1 folgt, da� X genau dann ein Duplikationselement ist, wenn

entweder die Aussage
F
S(Z) =

F
S(X) f�ur ein Z 2 Ch(X) oder die AussageF

S(Z)t
F
S(Z

0) �
F
S(X) f�ur ungleiche Kinder Z;Z

0 2 Ch(X) gilt. Die Prozedur

Duplikationsvorhersage untersucht diese beiden Aussagen f�ur jedes Kind

Z 2 Ch(X) und entscheidet dadurch, ob X ein Duplikationselement ist.

Die Aussage
F
S(Z) =

F
S(X) �uberpr�uft die Prozedur Duplikationsvorher-

sage in Zeile 4. Gilt die Aussage, so ist X ein Duplikationselement und

der Variablen Duplikationselement(X) wird in Zeile 5 der Wert true zu-

geordnet. Sonst wird die initiale Zuordnung Duplikationselement(X) =

false beibehalten.

Die Aussage
F
S(Z) t

F
S(Z

0) �
F
S(X) �uberpr�uft die Prozedur Duplikations-

element in den Zeilen 6 bis 11. Dazu besucht diese f�ur das Kind Z die

Elemente des Pfades von
F
S(Z) nach

F
S(X), solange diese nicht schon

vorher von einem anderen Kind Z 0 2 Ch(X) aus besucht worden sind.

Ob ein Element K des Pfades schon besucht wurde, wird durch dessen

Variable visited(K) festgestellt. Gilt visited(K) = true, so ist K vorher

besucht worden. Sonst gilt die initiale Zuordnung visited(K) = false,

und K ist vorher noch nicht besucht worden.

Besucht die Prozedur ein Element K 0 ein zweites Mal, so ist K 0 bereits

von einem anderen Kind Z 0 2 Ch(X) besucht worden. Also existiert ein

zu Z ungleiches Kind Z 0 2 Ch(X), f�ur welches
F
S(Z) t

F
S(Z

0) = K 0 gilt.

Gilt zus�atzlich K 0 �
F
S(X), so ist X ein Duplikationselement. Die Proze-

dur �uberpr�uft die Aussage K 0 �
F
S(X) in Zeile 10. Gilt die Aussage, so

wird der Variablen Duplikationselement(X) in Zeile 11 der Wert true

zugeordnet.

Init(G)

01 Initialisiere

02 visit(K) false f�ur jedes K 2 ES(G) und

03 Duplikationselement(G) false
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Duplikationsvorhersage(G)

00 Init(G)

01 visited(
F
S(G)) true

02 while Next-Child(
F
S(G)) 6= nil and Duplikationselement(G) =false

03 do child  Next-Child(
F
S(G))

04 if
F
S(child) =

F
S(G)

05 then Duplikationselement(G) true
06 else while visited(Pa(child)) 6= false

07 do visited(
F
S(G)) true

08 child  Pa(child)

09 visited(child) true
10 if child 6=

F
S(G)

11 then Duplikationselement(G) true
Der Zeitaufwand f�ur diesen Algorithmus bei Eingabe X betr�agt O(ES(X)), da

nur Elemente der Entwicklungsumgebung ES(X) h�ochstens einmal besucht wer-

den. Die Entwicklungsumgebungen in S f�ur alle Elemente aus G partitionieren

S. Damit betr�agt die Laufzeit O(jSj) f�ur die Berechnung aller Duplikations-

elemente in G. Da S 2 N(M) gilt, ist n die Anzahl der Bl�atter von S. Aus

jSj � 2n-1 und O(jSj) erhalten wir die Laufzeit O(n) f�ur die Bestimmung aller

Duplikationselemente.

7.2 Eine direkte L�osung des LCA-Problemes

In diesem Abschnitt beschreiben wir den LCA-Algorithmus, welcher direkt auf

das LCA-Problem zugeschnitten ist. Eingabe des Algorithmus sind der Gen-

baum G und Speziesbaum S. Ausgegeben wird das Element
F
S(X) in der Va-

riablen
`

S(X) f�ur jedes X 2 G.

In dem folgenden Abschnitt 7.2.1 beschreiben wir den LCA-Algorithmus und

veri�zieren diesen in Abschnitt 7.2.2. Dessen Laufzeit zeigen wir dann in Ab-

schnitt 7.2.3.

7.2.1 Der LCA-Algorithmus

Der LCA-Algorithmus besteht aus zwei Prozeduren, der rekursiven Prozedur

SpeciesTree-DFS und der iterativen Prozedur GeneTree-Walk. Die Pro-

zedur SpeciesTree-DFS besucht nur Elemente des Speziesbaumes S, die Pro-

zedur GeneTree-Walk nur Elemente des Genbaumes G.
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7.2.1.1 Die Prozedur SpeciesTree-DFS

Die Berechnung beginnt mit dem Aufruf der Prozedur SpeciesTree-

DFS(Ro(S)), welche den Spezies-Baum S postorder durchl�auft. W�ahrend

des DFS-Durchlaufes werden K�orbe, sogenannte Baskets, durch die Operati-

on Create-Basket in Zeile 10 f�ur jedes Blatt erzeugt, wenn dieses besucht

wird.

Baskets beinhalten nur Elemente aus G und sind nur Elementen aus S zuge-

ordnet. Einem Element aus S ist h�ochstens ein Basket zugeordnet, und jedes

Element aus G ist in h�ochstens einem Basket beinhaltet. Den Basket, welcher

einem Element S 2 S zugeordnet ist, bezeichnen wir als basket(S). Wird eine

Kante w�ahrend des DFS-Durchlaufes von S in Richtung der Wurzel Ro(S) von

Knoten Y zu Knoten X durchlaufen, so wird basket(Y) dem Knoten X \zuge-

wiesen". Wenn X noch keinen Basket besitzt, erfolgt dies durch die Operation

Move-Basket in Zeile 4, welche basket(Y) dem Element Y zuordnet. Sonst

wird durch die OperationMerge-Basket der Inhalt von basket(Y) dem Inhalt

von basket(X) zugef�ugt.

Erreicht der Durchlauf ein Blatt L 2 S (Zeile 11), so wird ein Basket erzeugt,

welcher L zugeordnet ist. F�ur das Blatt L in S ist das Blatt
`

S

-1
(L) in G durch

die Initialisierung bekannt. Danach sind die Bl�atter von G und S identisch,

womit das Blatt
`

S

-1
(L) in G dem Blatt L in S entspricht. Mit dem Element`

S

-1
(L) wird nun der f�ur L erzeugte Basket gef�ullt. Die Erzeugung des Baskets

und dessen initiale F�ullung erfolgt durch die Operation Create-Basket.

Im folgenden ist die Prozedur SpeciesTree-DFS und die von dieser Prozedur

verwendeten Operationen f�ur Baskets angegeben. Seien X;Y 2 S und G 2 G.

SpeciesTree-DFS(S)

01 if Is-Not-Leaf(S)

02 then child  Next-Child(S)

03 SpeciesTree-DFS(child)

04 Move-Basket(child,S)

05 child  Next-Child(S)

06 while child 6= nil

07 do Species-Tree-DFS(child)

08 Merge-Basket(child, S)

09 child  Next-Child(S)

10 else Create-Basket(
`

S

-1
(S),S)

11 GeneTree-Walk(S)
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1. Create-Basket(G,X) erzeugt einen Basket, welcher dem Element X zu-

geordnet ist und initial das Element G beinhaltet.

2. Move-Basket(Y,X) ordnet basket(Y) dem Element X zu.

3. Merge-Basket(Y,X) f�ugt die Elemente von basket(Y) den Elementen

von basket(X) hinzu und l�oscht basket(Y).

7.2.1.2 Die Prozedur GeneTree-Walk

Seien fl0g; : : : ; flng (es gilt n = jMj) die Bl�atter des Speziesbaumes S. Besucht

ein DFS-Durchlauf gerade das Blatt li und hat zuvor die Bl�atter fl0g; : : : ; fli-1g

besucht, berechnet die Prozedur GeneTree-Walk(
`

S

-1
(flig)) das Element`

S(X) f�ur jedes X 2 G mit X � fl0; : : : ; li-1; lig und li 2 X.

Dazu durchl�auft die Prozedur GeneTree-Walk den Genbaum G von dessen

Blatt flig in Richtung Ro(G). Der Durchlauf terminiert genau dann an einem

Knoten Y 2 G, wenn dessen Elternknoten Pa(Y) noch nicht �uber alle seine

Kinder durch Aufrufe von GeneTree-Walk besucht worden ist. Dies wird in

Zeile 1 durch die Variable visited-childs(Pa(Y)) �uberpr�uft, welche die Anzahl

seiner bisher besuchten Kinder angibt.

Terminiert der Durchlauf an dem Knoten Y, so ist das Kind Y von Pa(Y) be-

sucht worden, womit der Wert visited-childs(Pa(Y)) in Zeile 8 um eins erh�oht

wird.

Terminiert der Durchlauf nicht an einem besuchten Knoten Pa(Y), so sind al-

le Kinder von Pa(Y) besucht worden. Damit ist Pa(Y) � fl0; : : : ; li-1; lig und

li 2 Pa(Y). Au�erdem sind nun alle Kinder von Pa(Y) in Baskets enthalten, wo-

mit das Element
`

S(Pa(Y)) in den Zeilen 3 bis 5 berechnet werden kann. Mit

der Operation Find-Basket werden dazu jeweils die Baskets gesucht, in wel-

chen die Kinder von Pa(Y) enthalten sind. Unter den Knoten in S, welche die-

sen Baskets zugeordnet sind, wird ein Knoten Smit geringster Tiefe ausgew�ahlt

und der Variablen
`

S(Pa(Y)) zugewiesen. Wir werden in Abschnitt 7.2.2 noch

zeigen, da�
`

S(Pa(Y)) =
F
S(Pa(Y)) gilt, womit auch S eindeutig bestimmt ist.

Um die Elemente
F
S(K) f�ur jedes Element K auf dem Weg von Pa(Y) zur Wur-

zel Ro(Pa(G)) bestimmen zu k�onnen, wird mit der Operation Insert-Into-

Basket der Knoten Pa(Y) in basket(S) eingef�ugt.



7.2 Eine direkte L�osung des LCA-Problemes 137

Im folgenden ist die Prozedur GeneTree-Walk und die von dieser Prozedur

verwendeten Operationen f�ur Baskets angegeben. Seien G 2 G und S 2 S.

GeneTree-Walk(G)

01 while G 6= Ro(G) and jPa(G)j = visited-childs(Pa(G)) - 1

02 do G Pa(G)

03 weise
`

S(G) ein Element der Menge

04 fFind-Basket(Z) 2 S j Z 2 Ch(G)g

05 mit kleinster Tiefe zu

06 Insert-Into-Basket(G,
`

S(G))

07 if G 6= Ro(G)

08 then visited-childs(Pa(G))  visited-childs(Pa(G)) + 1

1. Find-Basket(G) �ndet den Basket in welchem G beinhaltet ist. Dazu

wird der Knoten in S ausgegeben, dem dieser Basket zugeordnet ist.

2. Insert-Into-Basket(G,S) f�ugt G in basket(S) ein.

7.2.2 Eine Veri�kation des LCA-Algorithmus

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand der folgenden Lemmata in Theorem 7.1,

da� der LCA-Algorithmus das LCA-Problem korrekt l�ost.

Lemma 7.1

Sei G 2 G in basket(S) mit S 2 S enthalten, dann gilt
`

S(G) � S.

Beweis. Das Element G ist nur dann in basket(S) enthalten, wenn G initial in

einen Basket, basket(I) mit I 2 S, eingef�ugt wurde. G kann nur in der Prozedur

SpeciesTree-DFS von basket(I) zu basket(S) durch die Operationen Move-

Basket in Zeile 4 oder Merge-Basket in Zeile 8 bewegt werden. Dabei wer-

den keine Elemente von basket(X) zu basket(Y) mit Depth(X) < Depth(Y)

bewegt. Daraus folgt: Depth(I) � Depth(S) oder in der Mengensystem-

Notation I � S.

Initial kann das Element G in basket(I) nur durch die Operationen Create-

Basket in Zeile 10 der Prozedur SpeciesTree-DFS oder die Operation Insert-

Into-Basket in Zeile 6 der ProzedurGeneTree-Walk eingef�ugt werden. Die

Operation Create-Basket f�ugt das Element G initial in basket(
`

S(G)) ein,

woraus I =
`

S(G) folgt. Mit Operation Insert-Into-Basket wird das Ele-

ment G initial in basket(
`

S(G)) eingef�ugt, woraus I =
`

S(G) folgt. Also gilt

allgemein I =
`

S(G).

Somit folgt
`

S(G) � S aus I =
`

S(G) und I � S.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 7.6.
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Lemma 7.2

Sei S 2 S und Z 2 Ch(S) das erste Kind von S, in welches die Pro-

zedur SpeciesTree-DFS von S aus absteigt. Basket(S) existiert genau

dann, wenn der Operationsaufruf Move-Basket(Z; S) in Zeile 4 nach der

Terminierung des Prozeduraufrufes SpeciesTree-DFS(Z) ausgef�uhrt wor-

den ist und der Operationsaufruf Move-Basket(S;Pa(S)) in Zeile 4 oder

Merge-Basket(S;Pa(S)) in Zeile 8 nach Terminierung des Prozedurauf-

rufes SpeciesTree-DFS(S) noch nicht erfolgt ist.

Beweis. Nur in der Prozedur SpeciesTree-DFS kann S ein Basket zugeordnet

werden. Diese Zuordnung erfolgt durch die Operationen Create-Basket in

Zeile 10 oderMove-Basket in Zeile 4 dieser Prozedur. Da Z 2 Ch(S) gilt, ist S

kein Blatt. Die Operation Create-Basket wird nur f�ur Bl�atter von S und da-

mit nicht f�ur S ausgef�uhrt. S kann also nur durch die OperationMove-Basket

ein Basket zugeordnet werden, welches nur nach der Terminierung des Proze-

duraufrufes SpeciesTree-DFS(Z) in Zeile 3 der Prozedur SpeciesTree-DFS

geschieht. Das Entfernen von basket(S) erfolgt damit nur direkt nach der Ter-

minierung des Prozeduraufrufes SpeciesTree-DFS(S) durch die Operation

Move-Basket in Zeile 4 oder der Operation Merge-Basket in Zeile 8 der

Prozedur SpeciesTree-DFS.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 7.3.

De�nition 7.1

Sei Li ein Blatt von S, welches gerade von der Prozedur SpeciesTree-DFS

besucht wird, und L0; : : : ; Li-1 seien alle Bl�atter, welche durch die Prozedur

SpeciesTree-DFS schon vorher besucht worden sind. Wir bezeichnen mit

P(Li) den Pfad von
F
(fL0; : : : ; Lig) zu dem Blatt Li in S (der Pfad kann

auch durch die Kette KS(
F
(fL0; : : : ; Lig); Li) beschrieben werden).

Die Bedeutung von P(L) erkl�art sich in den beiden folgenden Lemmata.

Lemma 7.3

Sei L ein Blatt von S, welches gerade von der Prozedur SpeciesTree-DFS

besucht wird. Genau den Elementen des Pfades P(S), die ein Kind be-

sitzen dessen Prozeduraufruf SpeciesTree-DFS beendet ist deren eigener

Prozeduraufruf SpeciesTree-DFS noch nicht terminiert ist, sind Baskets

zugeordnet.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 7.2

Verw. von: Lem. 7.2; Verw. in: Lem. 7.6.
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Lemma 7.4

Sei L ein Blatt aus S, welches gerade von der Prozedur SpeciesTree-DFS

besucht wird. Weiter sei S 2 S und T 2 Ch(S) mit L � T. Gilt
`

S(G) � T

f�ur ein Element G aus basket(S), so folgt
`

S(G) =2 TS(T).

Beweis. Sei
`

S(G) � S f�ur ein Element G aus basket(S). Initial wird G in

basket(
`

S(G)) eingef�ugt. Da
`

S(G) � S gilt und G in basket(S) enthalten

ist, wird G durch die Operationen Merge-Basket oder Move-Basket von

basket(
`

S(G)) dem Inhalt von basket(S) zugeordnet. Also ist G ein Element

von basket(U) f�ur ein Kind U 2 Ch(S) gewesen und dann durch die Operation

Merge-Basket oder die Operation Move-Basket dem Inhalt von basket(S)

zugeordnet worden. Diese beiden Operationen k�onnen nur nach der Terminie-

rung des Prozeduraufrufes SpeciesTree-DFS(U) ausgef�uhrt werden.

Da L � T ist und die Prozedur SpeciesTree-DFS gerade das Blatt L besucht,

ist der Prozeduraufruf SpeciesTree-DFS(T) noch nicht terminiert. Damit

folgt T 6= U.

Somit kann der initiale Basket von G, basket(
`

S(G)), nicht einem Element aus

TS(T) zugeordnet sein, woraus
`

S(G) =2 TS(T) folgt.

Verw. von: ; Verw. in: Lem. 7.6.

Lemma 7.5

Der Algorithmus berechnet
`

S(G) f�ur jedes G 2 G.

Beweis. Durch vollst�andige Induktion �uber S.

I.A.: Sei G 2 G ein Blatt, so ist
`

S(G) initial der Wert
F
S(G) zugeordnet.

I.V.: Sei G 2 G kein Blatt, und f�ur jedes Z 2 Ch(G) ist der Wert
`

S(Z)

berechnet worden.

I.S.: O�ensichtlich wird jeder Knoten von G durch den Algorithmus besucht,

also auch G. Da G kein Blatt ist, wird dieser Knoten in Zeile 2 der Prozedur

GeneTree-Walk besucht. In den folgenden Zeilen 3 bis 5 wird dann
`

S(G)

berechnet. Dies ist dann m�oglich, wenn jedes Kind von G in einem Basket

enthalten ist, welches wir nun zeigen.

Sei Z 2 Ch(G). Ist Z ein Blatt von S, so ist dieses durch den Prozeduraufruf

GeneTree-Walk(Z) besucht worden. Zuvor ist Z initial in basket(
`

S(Z)) in

Zeile 10 der ProzedurGeneTree-Walk durch die Operation Create-Basket

eingef�ugt worden. Ist Z kein Blatt, so ist nach I.V.
`

S(Z) berechnet worden.

Diese Berechnung hat in den Zeilen 3 bis 5 der Prozedur GeneTree-Walk

stattgefunden. Nach dieser Berechnung ist Z in Zeile 6 initial in basket(
`

S(Z))

eingef�ugt worden.
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Da keine Elemente aus Baskets gel�oscht werden, sind somit bei der Berechnung

von
`

S(G) alle Kinder von G in Baskets enthalten.

Verw. von: ; Verw. in: Theo. 7.1.

Lemma 7.6

Sei G 2 G. Hat der Algorithmus
`

S(G) berechnet, so gilt
`

S(G) =
F
S(G).

Beweis. Wir zeigen dies durch vollst�andige Induktion �uber G.

I.A.: Durch die Initialisierung gilt f�ur jedes Blatt L 2 G o�ensichtlich
`

S(L) =F
S(L). Diese Zuordnung ist invariant gegen�uber dem Ablauf des Algorithmus.

Somit gilt die Aussage f�ur die die Bl�atter von G.

I.V.: Sei G 2 G ein innerer Knoten, f�ur welchen der Algorithmus den Wert`
S(G) berechnet hat. Es gelte

F
S(Z) =

`
S(Z) f�ur jedes Kind Z 2 Ch(G).

I.S.: Wir zeigen zun�achst
F
S(G) �

`
S(G). Da G ein innerer Knoten von G ist,

wird
`

S(G) in den Zeilen 3 bis 5 der Prozedur GeneTree-Walk berechnet.

Also ist jedes Kind vonG in einem Basket enthalten. Die Berechnug von
`

S(G)

erfolgt durch einen Prozeduraufruf GeneTree-Walk(
`

S

-
1(L)) f�ur ein Blatt

L 2 S. Nach Lemma 7.3 sind damit alle Kinder von G in baskets enthalten, die

nur Elementen aus P(L) zugeordnet sind. Also existiert genau ein maximales

Element S 2 S, welchem ein basket zugeordnet ist, der ein Element aus Ch(G)

enth�alt.

Sei Z 2 Ch(G), dann ist Z in basket(T) f�ur ein T 2 P(L) mit T � S enthalten.

Nach Lemma 7.1 gilt
`

S(Z) � T. Aus
`

S(Z) � T, T � S und der I.V. folgtF
S(Z) � S. Also gilt

F
S(Z) � S f�ur jedes Z 2 Ch(G), woraus

F
S(G) � S folgt.

Da
`

S(G) als S berechnet wird, gilt somit
F
S(G) �

`
S(G).

Abschlie�end zeigen wir
F
S(G) =

`
S(G) durch die folgende Fallunterschei-

dung.

1. Basket(S) enth�alt ein Z 2 Ch(G) mit
`

S(Z) = S: Mit der I.V. folgt, da�F
S(Z) = S gilt. Da

`
S(G) als S berechnet wurde und

F
S(G) �

`
S(G)

gilt, folgt
F
S(G) = S.

2. Basket(S) enth�alt kein Z 2 Ch(G) mit
`

S(Z) = S: Sei U 2 Ch(S) mit

L � U. Wir zeigen, da� ein Z 2 Ch(G) in basket(S) mit
F
S(Z) =2 TS(U)

existiert. Basket(S) enth�alt ein Element Z 2 Ch(G). Nach Lemma 7.1

gilt
`

S(Z) � S. Da kein Z 0 2 Ch(G) mit
`

S(Z
0) = S existiert, folgt`

S(Z) � S. Nach Lemma 7.4 folgt damit
`

S(Z) =2 TS(U). Mit der I.V.

folgt weiter
F
S(Z) =2 TS(U).
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Sei Y 2 Ch(G) das Kind, welches von dem Prozeduraufruf GeneTree-

Walk(
`

S

-
1(L)) besucht wird. Wir zeigen, da�

F
S(Y) 2 TG(U) gilt.

Nachdem die Prozedur GeneTree-Walk Y in Zeile 2 besucht hat, wird

Y in Zeile 6 initial in basket(
`

S(Y)) eingef�ugt. Vor der Berechnung von`
S(G), in dem folgenden Durchlauf der while-Schleife, wird Y keinem

anderen Basket zugewiesen. Nach Lemma 7.3 ist
`

S(Y) 2 P(L), womit`
S(Y) 2 TG(U) [ S folgt. Da kein Z 0 2 Ch(G) mit

`
S(Z

0) = S existiert,

ist
`

S(Y) 2 TG(U). Somit folgt mit der I.V.
F
S(Y) 2 TG(U).

Also gilt
F
S(G) �

`
S(G), es existiert ein Z 2 Ch(G) in basket(S) mitF

S(Z) =2 TS(U) und ein Y 2 Ch(G) mit
F
S(Y) 2 TG(U). Da

`
S(G) = S

gilt, folgt hieraus
F
S(G) =

`
S(G).

Somit gilt in jedem Fall
F
S(G) =

`
S(G).

Verw. von: Lem. 7.1,7.3,7.4; Verw. in: Theo. 7.1.

Theorem 7.1

Der Algorithmus berechnet
F
S(G) f�ur jedes G 2 G.

Beweis. Folgt aus Lemma 7.5 und Lemma 7.6

Verw. von: Lem. 7.5,7.6; Verw. in: .

Die Terminierung des Algorithmus ist o�ensichtlich.

7.2.3 Zeitkomplexit�at

In diesm Abschnitt zeigen wir die Laufzeit O(n�(n;n)) des LCA-Algorithmus.

Kostet jede Operation auf Baskets O(1) Zeit, so besitzt der LCA-Algorithmus

eine Laufzeit von O(n). Die Laufzeit des Algorithmus ist damit abh�angig von

dem Zeitaufwand aller Operationen auf Baskets und damit von der Datenstruk-

tur, mit welcher die Baskets dargestellt werden.

Als Datenstruktur f�ur die Baskets verwenden wir die Basket-Datenstruktur,

welche eine unwesentlich modi�zierte Variante der Disjoint-set-Datenstruktur

(Cormen et. al, 1996: 441) ist. Die Disjoint-set-Datenstruktur verwaltet ein

MengensystemB von disjunkten dynamischen Mengen.2 Dabei wird jede Men-

ge B 2 B eindeutig durch ein Element dieser Menge repr�asentiert. Au�erdem

unterst�utzt die Disjoint-set-Datenstruktur die folgenden Operationen.

2Mengen in der Informatik k�onnen, im Gegensatz zu Mengen in der Mathematik, durch

Algorithmen �uber die Zeit ver�andert werden. Wir bezeichnen die ver�anderbaren Mengen der

Informatik als dynamische Mengen.



142 Algorithmen zur Vorhersage von Genduplikationen

1. Make-Set(B) f�ugt die Menge fBg dem Mengensystem B hinzu, welches

durch die Menge B repr�asentiert wird. Dabei ist vor der Anwendung der

Operation Make-Set(B) das Element B in keiner Menge des Mengensy-

stemes B enthalten.

2. Union(C;D). Seien BC und BD die Mengen in dem Mengensystem B,

welche durch die Elemente C und D repr�asentiert werden. Die Operation

Union(C;D) vereinigt die Mengen BC und BD miteinander, weist der

Menge BC [ BD als neuen Repr�asentanten ein Element aus BC [ BD zu

und l�oscht die Mengen BC sowie BD aus dem Mengensystem B.

3. Find-Set(E) gibt den Repr�asentanten der Menge in B zur�uck, welche

das Element E beinhaltet.

F�urmMake-Set-Operationen (also existieren h�ochstensm-1Union-Operati-

onen) und f Find-Set-Operationen ben�otigt man nach Cormen et. al (1996:449)

eine Laufzeit vonO(m�(m; f)) (bei Pfadkompression und gewichtetem Union).

Baskets beinhalten paarweise disjunkte Teilmengen der Menge G und sind Ele-

menten aus S zugeordnet. Die Disjoint-set-Datenstruktur verwaltet paarweise

disjunkte Mengen, welche jeweils durch ein Element der Menge repr�asentiert

werden. W�ahlen wir als Repr�asentant jeder Menge A der Disjoint-set-Daten-

struktur ein Element der Menge S anstatt eines Elementes von A, so ent-

sprechen die Operationen Make-Set, Union und Find-Set der Disjoint-set-

Datenstruktur jeweils den Operationen Create-Basket, Merge-Basket,

Find-Basket der Basket-Datenstruktur. Somit ben�otigen alle Operationen

Create-Basket, Merge-Basket, Find-Basket die Zeit O(m�(m; f)) f�ur

m Create-Basket-Operationen und f Find-Basket-Operationen.

Die Operation Create-Basket wird nur bei dem Besuch eines Blattes aus S

durch die Prozedur SpeciesTree-DFS in Zeile 10 aufgerufen, woraus m = n

folgt. Die Operation Find-Basket wird durch die Prozedur GeneTree-

Walk h�ochstens f�ur jedes Element aus G aufgerufen, also gilt f � 2n - 1.

Damit ben�otigen alle Create-Basket-, Find-Basket- undMerge-Basket-

Operationen eine Laufzeit von O(n�(n;n)).

Eine OperationMove-Basket(C;D) ordnet der Menge C den neuen Repr�asen-

tanten D zu, welches in der Zeit O(1) m�oglich ist. Der Algorithmus verwendet

h�ochstens O(n) Move-Basket Operationen. Also ben�otigen alle Operationen

auf Baskets eine Zeit O(n�(n;n)).

Somit ist die Laufzeit des LCA-Algorithmus O(n�(n;n)).
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7.3 Eine Reduktion des LCA-Problemes

Die Berechnung aller Duplikationselemente in G ist durch die Verwendung ei-

ner Reduktion auf die Berechnung von kleinsten gemeinsamen Vorfahren im

Speziesbaum S m�oglich. Dazu zeigen wir zun�achst in Abschnitt 7.3.1 eine

Linearzeit-Reduktion des LCA-Problemes auf die Berechnung von kleinsten ge-

meinsamen Vorfahren in S. In Abschnitt 7.3.2 geben wir dann aus der Literatur

bekannte Algorithmen f�ur unterschiedliche Maschinenmodelle zur Berechnung

kleinster gemeinsamer Vorfahren in S an.

7.3.1 Eine Linearzeit-Reduktion

Das LCA-Problem l�a�t sich durch die beiden folgenden Schritte in Linearzeit

auf das Problem der Berechnung von Elementen
F
(Y) mit Y 2 S zur�uckf�uhren

(siehe auch Zhang (1997) f�ur bin�are Phylogenien).

1. Wir berechnen f�ur jedes X 2 G in postorder das Element
F
(f
F
S(Z) 2 S j

Z 2 Ch(X)g). F�ur ein Element X 2 G gilt nach Voraussetzung
F
S(X) = X,

wenn X ein Blatt ist und sonst
F
S(X) =

F
(f
F
S(Z) 2 S j Z 2 Ch(X)g).

Damit berechnet der Durchlauf von G in postorder
F
S(X) f�ur jedes X 2 G.

2. Seien Z1; : : : ; Zl die Kinder von X. Das Element
F
(f
F
S(Z) 2 S j Z 2

Ch(X)g) l�a�t sich durch kl-1 wie folgt berechnen:

k1 :=
G

S
(Z1) t

G
S
(Z2) und

ki := ki-1 t
G

S
(Zi+1) f�ur jedes i 2 f2; : : : l- 1g

Damit ben�otigt man l- 1 Berechnungen von t, um
F
S(X) zu berechnen.

Somit ben�otigt man O(n) Berechnungen von t, um
F
S(X) f�ur jedes X 2 G zu

berechnen.

7.3.2 Berechnungen von t

Das Problem der Berechnung des kleinsten gemeinsamen Vorfahren t zweier

Elemente in einer Menge von B�aumen ist in den 70er und 80er Jahren intensiv

studiert worden (Aho et. al., 1976; Tarjan, 1979; Harel und Tarjan, 1984).

Harel und Tarjan (1984:338) formulieren unter anderem das folgende O�-Line

Problem:

Die Menge der B�aume ist statisch, und die t-Abfragen sind fest

vorgegeben.
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Sei n 0 die Anzahl aller Knoten in den B�aumen und m 0 die Anzahl der
F
-

Abfragen. Algorithmen zur Berechnung des O�-line Problemes wurden f�ur

unterschiedliche Maschinenmodelle, die Pointer-Maschine (PM) (Tarjan, 1979)

und die Random Access Maschine (RAM) (Aho et al., 1974), entwickelt. Beide

Modelle unterscheiden sich in der Darstellung ihres Speichers.

In einer PM besteht der Speicher aus einer Menge von Knoten (welche auch

als Records bezeichnet werden). Jeder Knoten beinhaltet eine Menge von

Feldern. Den Feldern ist jeweils ein Typ wie pointer, integer oder real

zugeordnet. Ein Feld eines bestimmten Typs kann einen Wert dieses Typs

beinhalten. Z.B. kann ein Feld des Typs pointer einen Pointer auf einen

Knoten des Speichers der PM beinhalten.

In einer RAM besteht der Speicher aus einem (unendlichen) Array vonW�ortern,

wobei jedes Wort die Bin�ardarstellung einer nat�urlichen Zahl beinhaltet.

Der wesentliche Unterschied zwischen PM und RAM besteht darin, da� bei

einer RAM im Gegensatz zu einer PM die Verwendung von Adre�arithmetik

m�oglich ist. F�ur die Analyse des Zeitaufwands auf einer RAM verwenden Ha-

rel und Tarjan das uniforme Kostenma� und beschr�anken die Wortl�ange auf

O(log(n 0)) Bits.

Die folgende Tabelle gibt die bisher besten bekannten Laufzeiten f�ur das O�-

Line-Problem, jeweils auf einer RAM und einer PM, an.

Zeit auf einer PM Zeit auf einer RAM

O(n 0 +m 0 �(m 0 + n 0; n 0)) O(n 0)

Aho, Hopcroft und Ullman (1976) Harel and Tarjan (1984)

Tabelle 7.1: Die schnellsten PM und RAM Algorithmen f�ur das O�-Line Problem

Betrachten wir unser urspr�ungliches Problem, das Element
F
S(X) f�ur jedes

X 2 G zu berechnen. Bei fest vorgegebenem Genbaum G sind alle t-Anfragen

fest vorgegeben, womit ein O�-Line-Problem zu l�osen ist. Wir haben gezeigt,

da� O(n) t-Anfragen ben�otigt werden, um
F
S(X) f�ur jedes X 2 G zu berechnen.

Damit kann nach Tabelle 7.1 auf einer PM
F
S(X) f�ur jedes X 2 G in der Zeit

O(n�(n;n)) und auf einer RAM in Zeit O(n) berechnet werden.

Der LCA-Algorithmus verwendet keine Adre�arithmetik und arbeitet direkt auf

Knoten, womit dieser Algorithmus auf einer PM lau��ahig ist. Asymptotisch
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laufen der LCA-Algorithmus und der modi�zierte Algorithmus von Aho, Hop-

croft und Ullman beide in der ZeitO(n�(n;n)). Jedoch ist der
F
S-Algorithmus

im Gegensatz zu dem modi�zierten Algorithmus von Aho, Hopcroft und Ullman

direkt auf das
F
S-Problem zugeschnitten und ben�otigt eine, nicht asymptotisch

betrachtete, geringere Laufzeit als der modi�zierte Algorithmus.

Eine untere Schranke ist dem Autor sowohl f�ur das
F
S-Problem, als auch f�ur das

O�-Line Problem nicht bekannt. F�ur die von dem LCA-Algorithmus verwen-

dete Basket-Datenstruktur k�onnen wir jedoch, f�ur m 0 Merge-Basket und f 0

Find-Basket Operationen, auf einer PM die untere Schranke 
(m 0�(m 0; f 0))

direkt von der unteren Schranke (Tarjan, 1979) f�ur die Disjoint-set-Datenstruk-

tur ableiten.

7.4 Die Berechnung des Ma�es M1

Um das Ma� M1 aus Abschnitt 6 f�ur S und G zu berechnen, verwenden wir

Lemma 6.1. Danach ist M1(G;S) =
P

X2G;Z2Ch(X) l(X;Z), wobei l f�ur jedes X 2 G

und Z 2 Ch(X) wie folgt de�niert ist.

l(X;Z) :=

8>><
>>:
jK-

S (
F
S(X);

F
S(Z))j + 1 X 2 DupK ^

F
S(Z) 6=

F
S(X)

jK-
S (
F
S(X);

F
S(Z))j X =2 DupK

0 sonst.

Um die reduzierten Kettenl�angen zu berechnen, ordnen wir zun�achst in der In-

itialisierung jedem Element U 0 2 S seine H�ohe depth(U 0) zu. F�ur jedes X 2 G

und Z 2 Ch(Z) wird der Wert l 0(X;Z) depth(Z)- depth(X) berechnet, wel-

ches der reduzierten Kettenl�ange jK-
S (
F
S(X);

F
S(Z))j + 1 entspricht. Falls X

kein Duplikationselement ist, also Duplikationselement(X) =false gilt, de-

crementieren wir den Wert von l 0(X;Z) um eins. Somit gilt l 0(X;Z) = l(X;Z).

Die Tiefe der Knoten ist in Zeit O(n) berechenbar, und l 0(X) berechnet sich in

der Zeit O(1), womit l 0(X;Z) sich f�ur alle X 2 G und Z 2 Ch(X) in Zeit O(n)

berechnet. Durch die Addition aller Werte f�ur l 0 erhalten wir damit in Zeit

O(n) den Wert f�ur M1(G;S).

Die Duplikationselemente sowie das Ma� M1(G;S) sind somit in Zeit O(n) be-

rechenbar, wenn
F
S(X) f�ur alle X 2 G bekannt ist.





Kapitel 8

Paraloge Evolution in der

Farbwahrnehmung

In diesem Kapitel zeigen wir die Erforschung der Evolution der Farbwahrneh-

mung von Wirbeltieren durch die Biologen Kawamura und Yokoyama anhand

des konstruktiven Reconciled Tree.

Kawamura und Yokoyama untersuchen die Evolution der Farbspektren, in wel-

chen Organismen Licht wahrnehmen. Wirbeltiere verwenden dazu visuelle Pig-

mente, mit denen sie Licht unterschiedlicher Wellenl�angen wahrnehmen und

damit in Nervensignale umwandeln. Ein visuelles Pigment besteht aus ei-

nem Chromophor (ein Vitamin A Derivat, A1 oder A2), welcher an das mem-

branst�andige Enzym Opsin gebunden ist. Bei der Umwandlung von Lichtener-

gie in ein Nervensignal wird zun�achst die Lichtenergie in eine lichtinduzierte

Konformationsver�anderung des Chromophores umgewandelt, worauf dann das

Opsin aktiviert wird. Die Wellenl�ange �max, bei welcher ein visuelles Pigment

die maximale Lichtenergie absorbiert (Absorptionsspektrum), wird durch das

Opsin und den Chromophor bestimmt.

Beim Menschen besitzen z.B. alle visuellen Pigmente den gleichen Chromophor

(Vitamin A1). Unterschiedliche Absorptionsspektren �max werden nur durch

unterschiedliche Opsine bestimmt. Es gibt aber Amphibien und Fische, welche

ihr Farbspektrum schnell an die Umwelt anpassen mu�ten und somit nicht die

notwendige Zeit besa�en, die Aminos�auresequenz ihres Opsins zu ver�andern.

Die Evolution sicherte das �Uberleben dieser Spezies, indem sie das Absorpti-

onsspektrum �max eines visuellen Pigments durch Verwendung eines anderen

Chromophores (Vitamin A2 oder A1) festlegte1.

1Es gibt Fische und V�ogel, bei denen �max durch einen Licht�lter, bestehend aus einem klei-

nen farbigen �Oltr�opfchen festgelegt ist (Okano et al., 1992; Wang et al., 1992). Eine allgemeine
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Die Protein-Familie der Opsine ist unterteilt in die vier Opsin-Familien: RH1

(Rhodopsine), RH2 (rhodopsin�ahnlich mit unterschiedlichen Absorptionsspek-

tren �max), SWS (kurze Wellenl�angen (blau) �max) und LWS/MWS (lange und

mittlere Wellenl�angen (gr�un, rot) �max).

Die Evolution der Opsin-Familie RH2 ist aufgrund ihrer biologischen Vielfalt

an unterschiedlichen Absorptionsspektren �max besonders interessant. Kawa-

mura und Yokoyama untersuchen f�ur diese Unterfamilie, wann und wie sich die

unterschiedlichen Absorptionsspektren �max der visuellen Pigmente entwickelt

haben, also wann in der Evolution eine Verschiebung des Absorptionsspektrums

�max stattgefunden hat und durch welche Mechanismen (Aminos�auresequenz

des Opsins, Chromophor, : : : ) dies erreicht wurde.

1995 sequenzierten Kawamura und Yokoyama (1995) das RH2-Opsin

OPSB ANOCA (P51471) des Tag-Kamelions Anolis Carolinenesis mit

unbekannter Funktion. Obwohl die Funktion von OPSB ANOCA unbekannt

war, gab diese ein vollkommen neues Bild der Evolution der RH2-Opsine. Denn

aufgrund der Sequenzinformation von OPSB ANOCA postulierten Kawamura

und Yokoyama eine Genduplikation in der Evolution der RH2-Opsine, welche

die Existenz bisher unbekannter RH2-Opsine vermuten lie� und eine neue

Hypothese zu der Verschiebung der Wellenl�ange �max in der Evolution der

RH2-Opsine etablierte.

Wir werden in diesem Kapitel den konstruktiven Reconciled Tree zu dem RH2-

Opsin OPSB ANOCA konstruieren. Durch den Reconciled Tree werden wir die

Annahme, da� OPSB ANOCA von einer Genduplikation abstammt, untermau-

ern. Aber der Reconciled Tree zeigt auch die Entwicklung dieser Genduplikati-

on, an welcher wir die Analysen und Resultate von Kawamura und Yokoyama

nachvollziehen werden.

In Abschnitt 8.1 werden wir den Reconciled Tree zu dem RH2-Opsin

OPSB ANOCA konstruieren und diesen dann in Abschnitt 8.2 analysieren.

Dies ist ein Anwendungsbeispiel daf�ur, da� durch die Postulierung von Gen-

duplikationen neue Mechanismen der Evolution aufgedeckt werden k�onnen. In

diesem Fall haben an der Evolution der Opsine interessierte Biologen gezielt

f�ur ihre Forschung das Gen OPSB ANOCA sequenziert, um damit die Evo-

Beschreibung der Funktion von Opsinen ist in Stryer (1979) zu �nden.
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lution der RH2-Opsine weiter zu entschl�usseln. Doch in Sequenzdatenbanken

existieren Unmengen an Sequenzen, deren Bezug zu Genduplikation unbekannt

ist und mit denen man Einsichten in die Mechanismen der Evolution gewinnt.

Mit der hier beschriebenen Methode k�onnen ganze Sequenzdatenbanken auto-

matisiert auf Duplikationsereignisse hin untersucht werden, welche die Kenntnis

�uber die Evolution der Funktionalit�at von Genen revolutionieren kann.

8.1 Konstruktion des Reconciled Tree

Um in Abschnitt 8.1.3 den Reconciled Tree RK f�ur das RH2-Opsin

OPSB ANOCA zu rekonstruieren, ben�otigen wir einen Genbaum G und einen

Speziesbaum S. Den Genbaum rekonstruieren wir in Abschnitt 8.1.2 f�ur Opsi-

ne, welche homolog zu dem RH2-Opsin OPSB ANOCA sind (dies sollten alle

bekannten RH2-Opsine sein). Den Speziesbaum S erhalten wir f�ur die Spezies

dieser RH2-Opsine aus der Taxa-Datenbank des NCBI. Wie wir die zu dem

RH2-Opsin OPSB ANOCA homologen Sequenzen erhalten, ist in dem folgen-

den Abschnitt gezeigt.

8.1.1 Homologe Sequenzen zu OPSB ANOCA

Um zu dem RH2-Opsin OPSB ANOCA homologe Proteine zu �nden, durch-

suchen wir zun�achst die Sequenzdatenbank SWISSPROT (Bairoch und Boe-

ckmann, 1994) mit BLAST (Altschul et. al, 1990) nach Sequenzen, die dem

Protein OPSB ANOCA �ahnlich sind. Die Tabelle 8.1 zeigt das Ergebnis einer

solchen Suche. Je geringer der p-value Wert eines Proteines ist, desto wahr-

scheinlicher ist es, da� die zugeh�orige Sequenz dem Protein OPSB ANOCA

�ahnlich ist.
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AC ID CC p-value

P51471 OPSB ANOCA ?-SENSITIVES RH2-OPSIN 0.0

P28683 OPSG CHICK GR�UN-SENSITIVES RH2-OPSIN e-174

P35357 OPSB GECGE BLAU-SENSITIVES RH2-OPSIN e-157

P32311 OPSG CARAU GR�UN-SENSITIVES RH2-OPSIN e-147

P22671 OPSD LAMJA RHODOPSIN e-145

P32312 OPSH CARAU GR�UN-SENSITIVES RH2-OPSIN e-145

P51474 OPSI ASTFA GR�UN-SENSITIVES RH2-OPSIN e-140

P56515 OPSD BUFMA RHODOPSIN e-138

P56514 OPSD BUFBU RHODOPSIN e-137

P22328 OPSD CHICK RHODOPSIN e-136

P29403 OPSD XENLA RHODOPSIN e-136

P51470 OPSD RANCA RHODOPSIN e-136

P41591 OPSD ANOCA RHODOPSIN e-136

P52202 OPSD ALLMI RHODOPSIN e-136

P31355 OPSD RANPI RHODOPSIN e-135

P32308 OPSD CANFA RHODOPSIN e-135

P56516 OPSD RANTE RHODOPSIN e-135

P79863 OPSD RAJER RHODOPSIN e-135

P49912 OPSD RABIT RHODOPSIN e-134

Q90245 OPSD AMBTI RHODOPSIN e-134

O18766 OPSD PIG RHODOPSIN e-133

Q28886 OPSD MACFA RHODOPSIN e-133

P08100 OPSD HUMAN RHODOPSIN e-133

Tabelle 8.1: BLAST-Suche mit OPSD ANOCA (P51471)

Alle gefundenen Sequenzen sind Opsine von Wirbeltieren. Ein multiples Ali-

gnment mit CLUSTAL W (Thompson et al., 1994) der Sequenzen aus Tabel-

le 8.1 (ein Teil dieses Alignments ist in Abbildung 8.1 gezeigt) zeigt die starke

Homologie des Opsins OPSD ANOCA zu den RH2-Opsinen, welche in der fol-

genden Tabelle 8.2 aufgef�uhrt sind.
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AC ID Funktion und Spezies

P28683 OPSG CHICK gr�un-sensitives RH2-Opsin des Huhns

P32311 OPSG CARAU gr�un-sensitives RH2-Opsin des Gold�sches

P32312 OPSH CARAU gr�un-sensitives RH2-Opsin des Gold�sches

P35357 OPSB GECGE blau-sensitives RH2-Opsin des Nacht-Eidechsen-Geckos

P51474 OPSI ASTFA gr�un-sensitives RH2-Opsin des blinden H�ohlen�sches

Tabelle 8.2: Opsine der RH2-Familie

Somit werden wir den Genbaum G f�ur die folgende Menge von RH2-Opsinen

rekonstruieren.

M := fOPSD ANOCA, OPSG CHICK, OPSG CARAU,

OPSH CARAU, OPSB GECGE, OPSI ASTFAg

8.1.2 Rekonstruktion von G und S

Um den Genbaum f�ur die RH2-Opsine der MengeM aus dem vorigen Abschnitt

zu rekonstruieren, verwenden wir die Methode Neighbour-Joining (Saitou und

Nei, 1987). Diese Methode rekonstruiert den Genbaum f�ur die Proteine der

Menge M anhand einer Distanz-Matrix, welche paarweise die evolution�aren

Abst�ande zwischen allen Sequenzen der Menge M angibt. Ergebnis dieses Ver-

fahrens ist ein auf dieser Distanz-Matrix basierender ungewurzelter Genbaum

mit den Bl�attern der Menge M.

Eine allgemeine Vorgehensweise, um den Genbaum f�ur die RH2-Opsine zu wur-

zeln, ist es, den RH2-Opsinen eine Menge von Opsinen einer anderen Opsinfa-

milie hinzuzuf�ugen. Diese Menge wird allgemein als Outgroup bezeichnet. Mit

dieser Menge rekonstruiert man dann den Genbaum, in welchem die Verzwei-

gung zwischen der Outgroup und den RH2-Opsinen dann die Wurzel f�ur den

Teilbaum der RH2-Opsine angibt.

Als Outgroup verwenden wir die RH1-Opsine der Menge

M 0 := fOPSD HUMAN, OPSD LAMJA, OPSD ANOCAg

und rekonstruieren den ungewurzelten Genbaum f�ur die Opsine der Menge

M [M 0, welchen wir dann mit G bezeichnen.

Um die Distanz-Matrix f�ur die Sequenzen der Menge M [M 0 zu erhalten, er-

zeugen wir mit CLUSTALW das in Abbildung 8.1 gezeigte multiple Alignment

f�ur die Menge M [M 0.
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Abbildung 8.1: Multiples Alignment
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Hieraus ergibt sich dann die Distanz-Matrix, aus welcher der in Abbildung 8.2

gezeigte ungewurzelte Genbaum f�ur die Menge M [M 0 durch die Methode

Neighbour-Joining rekonstruiert wurde.

OPSD_LAMJA

OPSD_ANOCAOPSD_HUMAN

OPSG_CHICK

OPSB_ANOCA

OPSB_GECGE

OPSG_CARAU
OPSH_CARAU

OPSI_ASTFA

Abbildung 8.2: Ungewurzelter Genbaum

An diesem ungewurzelten Baum ist deutlich die evolution�are Verzweigung zwi-

schen den RH1- und RH2-Opsinen zu erkennen. Diese verwenden wir nun,

um hieraus den gewurzelten Genbaum der RH2-Opsine G aus Abbildung 8.3

zu erhalten. Den Genbaum G haben wir dabei in seine Darstellung als n-

Clustersystem �uberf�uhrt. Um die Mengen des n-Clustersystemes einfacher dar-

zustellen, haben wir Mengen, die mehr als ein Element beinhalten, durch die

Buchstaben a, b, c, d gekennzeichnet.

OPSG_CHICKOPSG_CARAU OPSH_CARAU OPSB_GECKOOPSB_ASTFA OPSD_ANOCA

{1} {2} {3} {4} {5} {6}

{1,2} {5,6}

{4,5,6}

a: {1,2,3,4,5,6}

{1,2,3}b: c:
d: e:

Abbildung 8.3: Gewurzelter Genbaum G
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Den Speziesbaum S der Gene, welcher in Abbildung 8.4 gezeigt ist, erhalten wir

f�ur die Spezies der Proteinsequenzen aus der Taxa-Datenbank des NCBI. Diese

enth�alt eine nicht aufgel�oste Verzweigung, eine Multifurkation, an der Wurzel.

Selbst bei wenig Sequenzen, wie in unserem Fall, enth�alt die Taxa-Datenbank

h�au�g Multifurkationen, so da� die Ber�ucksichtigung von Multifurkationen bei

der Vorhersage von Genduplikationen notwendig ist.

Vertebrata

Gallus Gallus Gecko Gecko

Carassius Auratus

Astynax Maxicanus Anolis Carolinensis

Ostariophysi Squamata

Carassius G. Carassius H.

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

{1,2}

{1,2,3}

{1,2,3,4,5,6}

{4,5}

A:

B: C:

D:

Abbildung 8.4: Speziesbaum S

Der Speziesbaum ist in seiner Darstellung als n-Clustersystem gezeigt. Zur

Vereinfachung sind, wie bei dem Genbaum G, die Mengen mit Buchstaben ge-

kennzeichnet. Die lateinischen Namen der heute existenten Spezies entsprechen

folgenden umgangssprachlichen Bezeichnungen:

Carassius Auratus - Gold�sch, Astyanax fasciatus - blinder H�ohlen�sch,

Gallus Gallus - Huhn, Gecko Gecko - Gecko, Anolis Carolinensis -

Tag-Kamelion.

Die RH2-Opsine OPSG CARAU und OPSH CARAU geh�oren beide der Spezies

Carassius Auratus (Gold�sch) an. Um diese bei der Rekonstruktion des Recon-

ciled Tree zu ber�ucksichtigen, haben wir, wie am Ende von Abschnitt 2.2.2

beschrieben, diesen jeweils eine k�unstliche Spezies CarassiusG und CarassiusH

zugeordnet.

8.1.3 Bestimmung des Reconciled Tree f�ur G und S

In dem vorigen Abschnitt haben wir die n-Clustersysteme G und S rekonstru-

iert. Hieraus konstruieren wir nun den Reconciled Tree RK von dem Genbaum
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G �uber dem Speziesbaum S. Wir zeigen zur Anschauung vollst�andig die Kon-

struktion von RK, obwohl der Aufwand f�ur dieses kleine Beispiel schon die

Anwendung eines Programms unter Verwendung eines LCA-Algorithmus aus

Kapitel 7 rechtfertigt. Im folgenden sind noch einmal die n-Clustersysteme G

und S angegeben.

G = fa; b; c; d; e; f1g; f2g; f3g; f4g; f5g; f6g g

S = fA;B;C;D; f1g; f2g; f3g; f4g; f5g; f6g g

Nach De�nition5.2 ist der konstruktive Reconciled Tree RK wie folgt de�niert:

BG = f(X;X; S) 2 G� G� S j S =
G

S
(X)g

UG = f(X;Z; S) 2 G� G [ f?g� S j

X 2 DupK ^ (Z 2 Ch(X) ^ S 2 eS(Z)

_ Z = ?^ S 2 eES(X))
_ X 2 DupK ^S 2 TS(

G
S
(X)) n TS(

G
S
(Z)))g

RK = BG[UG

Wir fassen in Abschnitt 8.1.3.1 zun�achst die zur Konstruktion von RK not-

wendigen De�nitionen zusammen. In Abschnitt 8.1.3.2 bestimmen wir dann

die Menge RK und geben in Abschnitt 8.1.3.3 den Reconciled Tree als das

Hasse-Diagramm der auf RK durch � gegebenen Baumordnung an.

8.1.3.1 Notwendige De�nitionen f�ur RK

Wir zeigen zun�achst die De�nition des Duplikationselements in G und folgend

die De�nitionen der lokalen und unbestimmten Entwicklungsumgebung in S.

Duplikationselement in G:

Nach De�nition 5.1 ist die Menge der Duplikationselemente in G wie folgt de-

�niert:

DupK = fX 2 G j :PNoDup(X)g:

Dabei ist das Pr�adikat PNoDup(X) nach De�nition 4.15 genau dann wahr, wenn

der folgende Ausdruck gilt:

G
S
(Zi) �

G
S
(X) und

G
S
(Zi) t

G
S
(Zj) =

G
S
(X):
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Lokale und unbestimmte Entwicklungsumgebung in S:

F�ur ein Element X 2 G und Z 2 Ch(X) ist nach De�nition 4.13 (Seite 72) die

lokale Entwicklungsumgebung eS(Z) und nach De�nition 4.14 (Seite 72) die

unbestimmte Entwicklungsumgebung eES(X) in S wie folgt de�niert:

eS(Z) = fY 0 2 S j 9C 0 2 Ch(
G

S
(Pa(Z))) :G

S
(Z) � C 0) Y 0 2 TS(C

0) n TS(
G

S
(Z))g

eES(X) = ES(X) n (f
G

S
(X)g [

[
Z2Ch(X)

eS(Z))

8.1.3.2 Bestimmung der Menge RK

Wir bestimmen RK, welche die Vereinigung der bekannten Gene BG und der

unbekannten Genen UG ist, schrittweise. Die bekannten Gene in RK sind alle

Dreitupel der folgenden Menge.

BG = f(a; a;A); (b; b; B); (c; c;A); (d; d;D); (e; e;A);

(1; 1; 1); (2; 2; 2); (3; 3; 3); (4; 4; 4); (5; 5; 5); (6; 6; 6)g

Die unbekannten Gene UG werden aus der Vereinigung der beiden folgenden

Mengen gebildet:

UG1 := f(X;Z; S) 2 G� G [ f?g� S j X 2 DupK ^ (Z 2 Ch(X) ^ S 2 eS(Z)

_ Z = ?^ S 2 eES(X))g
UG2 := f(X;Z; S) 2 G� G [ �S j X 2 DupK ^S 2 TS(

G
S
(X)) n TS(

G
S
(Z)))g

F�ur die Mengen UG1 und UG2 sind die Duplikationselemente aus G sowie die lo-

kalen und unbestimmten Entwicklungsumgebungen von S zu bestimmen. Hier-

zu ben�otigen wir f�ur jedes Element G 2 G dessen kleinsten gemeinsamen Vor-

fahren
F
S(G) in S, welcher der Host-Spezies von G entspricht. Es gilt:G

S
(a) = A;

G
S
(b) = B;

G
S
(c) = A;

G
S
(a) = A;

G
S
(d) = D;

G
S
(e) = A

und
G

S
(y) = y f�ur jedes y 2 f1; : : : ; 6g:

Bestimmung der Duplikationselemente:

Ein Element X ist genau dann ein Duplikationselement in G, wenn das Pr�adikat

PNoDuo(X) nicht gilt. Die Aussage
F
S(Zi) t

F
S(Zj) =

F
S(X) ist f�ur alle X 2 G

und ungleiche Zi; Zj 2 Ch(X) wahr. Die Aussage
F
S(Zi) �

F
S(X) ist genau f�ur

die Elemente Gnfa; cg wahr. Also sind die Elemente a; c 2 DupK Duplikations-

elemente und die Elemente d; e; f1g; : : : ; f6g 2 DupK keine Duplikationselemente

in G.
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Bestimmung der Menge UG1:

Die Menge UG1 setzt sich somit aus den Dreitupeln der Formen (b; ; ), (d; ; )

und (e; ; ) zusammen, da b; d; e 2 DupK gilt. F�ur die Form (e; ; ) existieren die

folgenden Dreitupel:

(e; ?; ): (e; ?; B); (e; ?;D); (e; ?; f1g); (e; ?; f2g); (e; ?; f3g). Der dritte Parameter er-

gibt sich jeweils aus den Elementen der unbestimmten Entwicklungsum-

gebung eES(e) (siehe Abb. 8.5).
(e; 5; ): (e; 5;C); (e; 5; f4g). Der dritte Parameter ergibt sich jeweils aus den

Elementen der lokalen Entwicklungsumgebung eS(5) (siehe Abb. 8.5).

(e; 6; ): Die lokale Entwicklungsumgebung eS(6) ist die leere Menge, (siehe

Abb. 8.5).

F�ur die Formen (b; ; ) und (d; ; ) kann der dritte Parameter, wie in Abbildung 8.5

gezeigt ist, nicht belegt werden. Somit existieren f�ur diese Formen keine Drei-

tupel, und es gilt:

UG1 = f(e; ?; B); (e; ?;D); (e; ?; f1g); (e; ?; f2g); (e; ?; f3g); (e; 5;C); (e; 5; f4g)g

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

D:d’

B:b’
A:a’,c’,e’

C:

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

D:d’

B:b’
A:a’,c’,e’

C:

b:

eS(5) = {C, {4}}

eS(6) = 0

e: ES(e) = {B, D, {1}, {2}. {3}}
~

ES(e)~
eS(5)

ES(b) =~ eS(3) =eS(d) = 0

d: ES(d) =~ eS(2) =eS(1) = 0

Abbildung 8.5: Zur Konstruktion von UG1 (dabei gilt y
0 =

F
S(y))

Bestimmung der Menge UG2:

Die Menge UG2 setzt sich aus den Dreitupeln der Formen (a; ; ) und (c; ; )

zusammen, da a; c 2 DupK gilt. F�ur die Form (a; ; ) existieren die folgenden

Dreitupel:

(a; c): Da TS(
F
S(a)) n TS(

F
S(c)) = ; gilt, existieren keine Dreitupel dieser

Form (siehe Abb. 8.6).
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(a; d): (a; d;A); (a; d;C); (a; d; f6g); (a; d; f4g); (a; d; f5g). Der dritte Parame-

ter ergibt sich jeweils aus den Elementen derMenge TS(
F
S(a))nTS(

F
S(d))

(siehe Abb. 8.6).

F�ur die Form (c; ; ) existieren die folgenden Dreitupel:

(c; e): Da TS(
F
S(c)) n TS(

F
S(e)) = ; gilt, existieren keine Dreitupel dieser

Form (siehe Abb. 8.6).

(c; f4g): (c; f4g; A); (c; f4g; B); (c; f4g;D); (c; f4g; f1g); (c; f4g; f2g); (c; f4g; f1g);

(c; f4g; f3g)(c; f6g; f1g); (c; f4g; f5g). Der dritte Parameter ergibt sich jeweils

aus den Elementen der Menge TS(
F
S(c)) n TS(

F
S(f4g)) (siehe Abb. 8.6).

Somit gilt:

UG2 = f(c; f4g; A); (c; f4g; B); (c; f4g;D);

(c; f4g; f1g); (c; f4g; f2g); (c; f4g; f1g); (c; f4g; f3g); (c; f6g; f1g); (c; f4g; f5g)

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

D:d’

B:b’
A:a’,c’,e’

C:

{1} {2} {3} {4} {5}{6}

D:d’

B:b’
A:a’,c’,e’

C:

TS(a’)\TS(b’) = {A,C,{6},{5},{4}} TS(c’)\TS({4}) = {A,B,C,D,

TS(a’)\TS(c’) =a: c: TS(c’)\TS(e’) = 00

{1},{2},{3},{6},{5}}

TS(c’)\TS({4})TS(a’)\TS(b’)

Abbildung 8.6: Zur Konstruktion von UG2 (dabei gilt y 0 =
F
S(y))

8.1.3.3 Hasse-Diagramm der Baumordnung � auf RK

Nachdem wir alle Elemente der Menge RK kennen, k�onnen wir deren Elemen-

te nach der in De�nition 5.4 (Seite 99) formulierten Baumordnung anordnen.

Abbildung 8.7 zeigt das Hasse-Diagramm dieser Baumordnung. Schra�erte Be-

reiche kennzeichen die unbekannten Gene von RK. Die Kennzeichnungen eines

schra�erten Bereiches geben die Host-Spezies aller Gene dieses Bereiches und

damit die Menge der dritten Parameter der Dreitupel des Bereiches an. Alle
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unterstrichenen Dreitupel sind bekannte Gene. Damit wird die Zusammenset-

zung von RK aus der Topologie von G und den Subtopologien von S ersichtlich.

Die fettgedruckten Kanten zeigen die Einbettung des Genbaumes G in den Re-

conciled Tree RK. Nicht gestrichelte fettgedruckte Kanten verbinden dabei alle

bekannte Gene des in RK eingebetteten Genbaumes G. Die Dreitupel (a; a;A)

und (c; c;A) sind Duplikationselemente in RK, da diese die Duplikationsele-

mente a und c in G darstellen.

(c, c, A)

(1 1 1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

(b, b, B)

(a, a, A)

(a, b, A)

(a,b,6) (a,b,4) (a,b,5)

(a, b, C)

(c,4,A)

(c, 4, B)

(c, 4, C)(c, 4, D)

(e, e, A)

(e, 5, C)

(e, ?, B)

(e, ?, D)

(e,?,1) (e,?,2)(e,?,3) (e,5,4)(6,6,6)(c,4,1) (c,4,2) (c,4,3) (c,4,6) (c,4,5)

(d, d, D)

TS(c’)\TS({4})

ES(e)~
eS(5)

TS(a’)\TS(b’)

1 2 3 4 5 6

a
b c

d e

1 2 3 4 56

A
B C

D

G

S

Duplikationselemente

Abbildung 8.7: Der Reconciled Tree RK

8.2 Analyse des Reconciled Tree

Der Reconciled Tree in Abbildung 8.8 zeigt die Evolution der RH2-Opsine. Wie

auch von den Biologen Kawamura und Yokoyama postuliert, sagt der Reconci-

led Tree Genduplikationen in der Familie der RH2-Opsine voraus. Durch die

Genduplikation an den Genen (a; a;A) und (c; c;A) erhalten wir somit eine

neue, paraloge Vorstellung von der Evolution der RH2-Opsine.

Um hieraus Aussagen �uber die Entwicklung der Absorptionsspektren von RH2-

Opsinen abzuleiten, betrachten wir zu diesen Opsinen alle bisher bekannten Ab-

sorptionsspektren. In Tabelle 8.3 haben wir dazu die bekannten Absorptions-
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(1 1 1) (2,2,2) (3,3,3) (4,4,4) (5,5,5)

(b, b, B)

(a, a, A)

(a, b, A)

(a,b,6) (a,b,4) (a,b,5)

(a, b, C)

(c, c, A)

(c,4,A)

(c, 4, B)

(c, 4, C)(c, 4, D)

(e, e, A)

(e, 5, C)

(e, ?, B)

(e, ?, D)

(e,?,1) (e,?,2)(e,?,3) (e,5,4)

(6,6,6)

(c,4,1) (c,4,2) (c,4,3) (c,4,6) (c,4,5)

(d, d, D)

Blau

Grun
..

?

OPSB_GECKO
Blau: (467 nm)

OPSG_CHICK
Grun: (508 nm)

..
OPSD_ANOCA

?
OPSG_CARAU
Grun: (511 nm)

..
OPSB_ASTFA
Grun: (507 nm)

..
OPSG_CARAU
Grun: (506 nm)

..

Duplikationen

Abbildung 8.8: Eine Hypothese am Reconciled Tree RK

spektren von RH2-Opsinen zusammengefa�t und den jeweiligen RH2-Opsinen

des Reconciled Tree in Abbildung 8.8 zugeordnet2 (Referenzen zu den Absorp-

tionsspektren der RH2-Opsine sind dem Artikel von Kawamura und Yokoyama

(1995) zu entnehmen.)

ID �max (nm-1) Farbspektrum Chromophor

OPSB GECGE 467 blau A1

OPSH CARAU 506 gr�un A1

OPSB ASTFA 507 gr�un A1

OPSG CHICK 508 gr�un A1

OPSG CARAU 511 gr�un A1

OPSD ANOCA ? ? A2

Tabelle 8.3: Funktion von RH2-Opsinen

Mit den bekannten gr�unen Absorptionsspektren der RH2-Opsine k�onnen wir

nun zwei Hypothesen zu deren Entwicklung zeigen. Betrachten wir dazu die

2Bis heute hat man bei Wirbeltieren nur in visuellen Pigmenten von Alonis Carolinensis das

VitaminA2 als Chromophor gefunden. Bei allen anderen visuellen Pigmenten von Wirbeltieren

hat man bisher ausschlie�lich das VitaminA1 als Chromophor gefunden (Provencio et al.,1992).
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Entwicklung des gr�unen Absorptionsspektrums der RH2-Opsine OPSH CARAU,

OPSG CARAU, OPSB ASTFA von Fischen und dem RH2-Opsin OPSG CHICK

des Huhns. Zu der Entwicklung des gr�unen Absorptionsspektrums der Fische

und des Huhns gibt es die folgenden Hypothesen:

Divergente Evolution: Das Protein des Gens (a; a;A) besitzt ein gr�unes Ab-

sorptionsspektrum, dieses hat sich dann zu den gr�unen Absorptionsspek-

tren der RH2-Opsine OPSH CARAU, OPSG CARAU, OPSB ASTFA

und OPSG CHICK entwickelt.

Konvergente Evolution: Das gr�une Absorptionsspektrum der RH2-Opisne

OPSH CARAU, OPSG CARAU, OPSB ASTFA der Fische und das gr�une

Absorptionsspektrum des Proteines OPSG CHICK vom Huhn haben sich

unabh�angig voneinander entwickelt.

Die Wahrscheinlichkeit ist jedoch gering, da� sich die gr�une Absorptionsspek-

tren der Fische und des Huhns �uber einen langen Zeitraum unabh�angig von-

einander und in vollkommen unterschiedlichen Lebensbereichen entwickelt ha-

ben. So vertreten auch Kawamura und Yokoyama die Hypothese, da� sich die

gr�unen Absorptionsspektren der RH2-Opsine OPSH CARAU, OPSG CARAU,

OPSB ASTFA und OPSG CHICK divergent entwickelt haben.

Nach dieser Hypothese der divergenten Evolution des gr�unen Absorptionsspek-

trums hat sich das Absorptionsspektrum des Proteines OPSB GECGE durch

eine Blauverschiebung aus einem gr�unen Absorptionsspektrum entwickelt. Das

blaue Absorptionsspektrum des RH2-Opsins OPSB GECGE hat sich demnach

aus einem der RH2-Opsine (c; c;A),(c; 4; 6) oder (c; 4;C) entwickelt.

Die Sequenzierung der paralogen RH2-Opsine (c; 4; 1),(c; 4; 2), (c; 4; 3), (c; 4; 6)

oder (c; 4; 5) k�onnte hierzu eine genauere Aussage erm�oglichen. Kawamura und

Yokoyama haben dazu das Genom von Anolis Carolinensis nach RH2-Opsinen,

welche zu dem RH2-Opsin OPSD ANOCA paralog sind, durchsucht. Ihre Ana-

lyse hat jedoch ergeben, da� es mit gro�er Wahrscheinlichkeit keine solchen

paralogen RH2-Opsine gibt. F�ur die anderen RH2-Opsine ist diese Analyse

noch nicht m�oglich, da die hierzu notwendige Genom-Information nicht vor-

handen ist.

Gehen wir davon aus, da� die zu dem RH2-Opsin (6; 6; 6) paralogen RH2-Opsine

(3; b; 6) und (c; 4; 6) nicht existieren. Damit existierten m�oglicherweise auch

schon Vorg�anger der RH2-Opsine (3; b; 6) und (c; 4; 6) nicht. Auf die fr�uhere

Existenz der direkten Vorg�anger (a; b;A) und (c; 4;A) dieser RH2-Opsine (und
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damit auf die fr�uhere Existenz aller weiteren Vorg�anger) gibt es jedoch deutliche

Hinweise. Denn das RH2-Opsin (a; b;A) besitzt die heute existenten Nachfol-

ger (1; 1; 1), (2; 2; 2), (3; 3; 3) und das RH2-Opsin (c; 4;A) den heute existenten

Nachfolger (4; 4; 4).

Durch das neu sequenzierte Protein OPSD ANOCA konnten die Biologen Ka-

wamura und Yokoyama und wir mit Hilfe des Reconciled Tree Genduplikationen

vorhersagen. Dabei ist uns das Absorptionsspektrum dieses RH2-Opsins immer

noch unbekannt. �Ublicherweise sagt man dem RH2-Opsin OPSD ANOCA das

Absorptionsspektrum eines stark homologen RH2-Opsins voraus, welche in die-

sem Fall das gr�une Absorptionsspektrum des RH2-Opsin OPSG CHICK vom

Huhn ist.

Aufgrund biologischer Experimente haben Kawamura und Yokoyama jedoch

starke Hinweise darauf erhalten, da� das RH2-Opsin OPSD ANOCA ein blau-

es Absorptionsspektrum besitzt. Danach haben sich die blauen Absorptions-

spektren der RH2-Opsine OPSD ANOCA und OPSB GECGE unabh�angig von-

einander, also konvergent, entwickelt. Kawamura und Yokoyama haben hier-

zu ein Experiment vorgeschlagen, mit welchem sie in k�urze diese Hypothese

�uberpr�ufen wollen.



Kapitel 9

Schlu�: Zusammenfassung und

Ausblick

Genduplikationen sind ein wesentlicher Mechanismus der molekularen Evoluti-

on, mit deren Kenntnis wichtige biologische Fragestellungen beantwortet wer-

den k�onnen (siehe Kapitel 1). In dieser Arbeit haben wir gezeigt, wie Gendu-

plikationen und deren Entwicklung methodisch vorhersagbar sind. Dazu geben

wir in Abschnitt 9.1 einen abschlie�enden �Uberblick. Neuartige Anwendungen,

welche durch diese Arbeit erm�oglicht werden, zeigen wir in Abschnitt 9.2.

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir Methoden und Ma�e zu der Vorhersage von Gendu-

plikationen und deren Entwicklung in der Evolution aufgezeigt. Diese basieren

auf dem Modell des Reconciled Tree, welches der Biologe Page 1994 semiformal

eingef�uhrt hat. Um unsere Methoden und Ma�e von diesem Modell abzuleiten,

haben wir zun�achst einen Reconciled Tree formal de�niert. Mit dieser De�ni-

tion haben wir dann Strukturaussagen zu einem Reconciled Tree gezeigt, auf

denen die Resultate dieser Arbeit im wesentlichen beruhen.

Die Strukturaussagen zeigen einerseits die Topologie eines Reconciled Tree zu

einem Gen- und Speziesbaum, sowie deren eindeutigkeit. Andererseits wird

durch das Duplikations-Theorem gezeigt, da� die Genduplikationen eines Re-

conciled Tree alleine durch den Gen- und Speziesbaum berechnet werden k�onnen,

die diesen de�nieren.

Mit dem Duplikations-Theorem konnten wir erstmalig die Korrektheit des Page-

Algorithmus zeigen. Hypothesen und m�ogliche aufwendige Experimente von

Biologen, die aufgrund der Genduplikationen des Programmes COMPONENT

gemacht wurden, sind somit abgesichert.
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Basierend auf der uns bekannten eindeutigen Topologie eines Reconciled Tree

haben wir zu einem Genbaum G und Speziesbaum S den konstruktiven Recon-

ciled Tree de�niert. Dieser besitzt dieselbe Topologie wie ein Reconciled Tree

R zu G �uber S und ist damit, f�ur die Vorhersage von Genduplikationen und

deren Entwicklung, �aquivalent zu R. Der konstruktive Reconciled Tree ist im

Gegensatz zu einem Reconciled Tree biologisch interpretierbar, formal einfach

zu handhaben und konstruktiv de�niert.

Aus dem konstruktiven Reconciled Tree haben wir dann den Mixed-Tree abge-

leitet, welcher die lokale Vorhersage und Analyse von Genduplikationen zul�a�t.

Zu dem konstruktiven Reconciled Tree haben wir Ma�e zu der Vorhersagequa-

lit�at von Genduplikationen formuliert. Wir haben gezeigt, da� jedes uns aus

der Literatur bekannte Ma� zu einem von uns de�nierten Ma� �aquivalent ist.

In der Literatur �aquivalente, jedoch unterschiedlich de�nierte Ma�e konnten

wir hierdurch aufzeigen. Insbesondere haben wir die Mirkin-Muchnik-Smith-

Vermutung gezeigt, womit die �Aquivalenz zweier, nach v�ollig unterschiedlichen

biologischen Konzepten de�nierten Ma�e, bewiesen ist.

Letztendlich sind damit alle uns aus der Literatur bekannten Ma�e durch die

schrittweise Verfeinerung eines, von uns formulierten, biologischen Konzeptes

darstellbar. Hieraus leiten wir eine Validierung des von uns de�nierten biolo-

gischen Konzeptes ab.

Mit dem Duplikations-Theorem haben wir einen Algorithmus entwickelt, wel-

cher Genduplikationen und alle uns aus der Literatur bekannten Ma�e f�ur einen

Genbaum G und einen Speziesbaum S in einer Zeit O(n�(n;n)) mit n := jGj

berechnet. Der Algorithmus ist f�ur dieses Problem ma�geschneidert und da-

durch auch in der praktischen Anwendung schnell.

Durch das Duplikations-Theorem konnten wir eine Linearzeit-Reduktion auf

bekannte Probleme zeigen, mit welchen sich Genduplikationen auch in einer

Zeit O(n�(n;n) berechnen lassen. Diese sind jedoch in der praktischen An-

wendung langsamer als der ma�geschneiderte Algorithmus.

Kennen wir die Genduplikationen, so ist der konstruktive Reconciled Tree line-

ar in der Anzahl seiner Elemente, direkt nach seiner konstruktiven De�nition

berechenbar.

Abschlie�end haben wir Genduplikationen und deren Entwicklung durch den

konstruktiven Reconciled Tree in der Familie der RH2-Opsine vorhergesagt und

analysiert. Unsere Vorhersage untermauert die von den Biologen Kawamura



9.2 Ausblick 165

und Yokoyama postulierte Genduplikation in der Familie der RH2-Opsine.

9.2 Ausblick

Mit den Algorithmen und Ma�en dieser Arbeit kann nun ein Programm erstellt

werden, mit welchem Genduplikationen und deren Entwicklung schneller vor-

hergesagt und genauer analysiert werden k�onnen, als dies durch das Programm

COMPONENT m�oglich ist. Durch den { in dieser Arbeit erstmals eingef�uhrten

{ Mixed-Tree kann der Biologe dann zus�atzlich die vorhergesagten Gendupli-

kationen lokal analysieren. Ein solches Programm sollte dem Biologen Online

�uber das WWW kostenlos verf�ugbar gemacht werden.

Genduplikationen wollen wir jedoch nicht nur aufgrund von durch Biologen

vorgegebenen Gen- und Speziesb�aumen vorhersagen. Obwohl Biologen gewisse

Genfamilien auf Genduplikationen hin untersucht haben, fehlt es bis heute an

einer systematischen Analyse aller zur Zeit bekannten Sequenzdaten. In Zu-

kunft sollen durch die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen und Ma�e

die Genb�aume aller Genfamilien der Datenbank SwissProt auf Genduplikatio-

nen hin untersucht werden. Dazu soll jeweils der konstruktive Reconciled Tree,

welcher die Entwicklung von vorhergesagten Genduplikationen zeigt, berechnet

werden.

Aufbauend auf dieser Analyse soll dann ein Stammbaum der untersuchten

Spezies aufgestellt werden, der ein einheitliches Modell f�ur die untersuchten

Genb�aume aller Genfamilien darstellt. Ein solcher Speziesstammbaum ist dann

evolutionsbiologisch von gro�em Wert und erlaubt auch eine Verfeinerung der

vorangegangenen Analyse.

Das Ergebnis einer solchen Analyse ist eine umfassende Datenbank von Stamm-

b�aumen von Genfamilien. Neben den Genduplikationen sollen in dieser Daten-

bank auch bisher unbekannte Gene, die sich aus den Genduplikationen ent-

wickelt haben, enthalten sein. Dieser Datensatz ist f�ur die Genomanalyse im

speziellen und die molekularbiologische Forschung im allgemeinen von gro�er

Bedeutung. Er erlaubt feinere Unterscheidungen in der Funktionsvorhersage,

als dies bisher { basierend auf dem einfachen Homologiebegri� { m�oglich war.

Die generierte Information hilft z.B. bei der Planung der in Kapitel 1 erw�ahnten

knock-out-Experimente, die ein wesentliches Instrument zur funktionalen Ana-

lyse darstellen. Schlie�lich er�o�net ein solcher Datensatz die M�oglichkeit, ge-

zielt nach Genen zu suchen, deren Existenz im konstruktiven Reconciled Tree
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vorausgesagt wurde. Eine solche Suche zeigt das Anwendungsbeispiel in Kapi-

tel 8.

F�ur die hier vorgestellten Anwendungen stellt diese Arbeit alle ben�otigten und

wesentlichen theoretischen Resultate bereit. Es wird nun darum gehen, diese

Anwendungen in die Praxis umzusetzen, um damit dem Biologen ein e�ektives

Hilfsmittel zu der Aufdeckung neuer Mechanismen der Evolution bereitzustel-

len.



Allgemeine De�nitionen

Seien M und N endliche Mengen.

De�nition 9.1 (Eigenschaften von Relationen)

Eine Relation R auf M hei�t

re
exiv, wenn 8m 2M : mRm:

symmetrisch, wenn 8m;n 2M : mRn) nRm:

antisymmetrisch, wenn 8m;n 2M : mRn^ nRm) m = n:

transitiv, wenn 8m;n; o 2M :mRn^ nR o)mR o:

alternativ, wenn 8m;n 2M : mRn_ nRm:

De�nition 9.2 (�Aquivalenzrelation, Ordnung, totale Ordnung)

Eine Relation R in einer Menge M hei�t

�Aquivalenzrelation, wenn sie re
exiv, symmetrisch und transitiv ist.

Ordnung, wenn sie re
exiv, antisym. und transitiv ist.

Totale Ordnung, wenn sie eine Ordnung und alternativ ist.

( Fr�uher wurde eine Ordnung als Halbordnung oder teilweise Ordnung be-

zeichnet. Die totale Ordnung wird auch als einfache oder lineare Ordnung

bezeichnet (Halmos, 1976).)

De�nition 9.3 (Ketten)

Sei v eine Ordnung auf M und m;n 2M mit n vm, dann bezeichnen wir

KM(m;n) := fk 2M j n v k v mg, als die Kette von n nach m in M.

K-
M(m;n) := fk 2M j n @ k @ mg, als die reduzierte Kette von n nach m

in M.

De�nition 9.4 (Vergleichbar)

Sei v eine Ordnung auf M. Zwei Elemente m;n 2 M hei�en vergleichbar

in M, wenn m v n oder n v m gilt. Abk�urzend schreiben wir m � n, wenn

m und n miteinander vergleichbar sind.
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De�nition 9.5 (Obere und untere Schranken)

Sei v eine Ordnung auf M, K �M und s 2 K.

s hei�t obere Schranke von K in M

:() 8m 2 K : m v s.

s hei�t kleinste obere Schranke von K in M

:() 8m 2M : m ist obere Schranke von K) s v m.

Wir bezeichnen mit
F
K die kleinste obere Schranke von K in M. F�ur

K = fm;ng bezeichnen wir mit m t n die kleinste obere Schranke der

beiden Elemente m und n in M.

Dual de�nieren sich untere Schranke und gr�o�te untere Schranke. Die gr�o�te

untere Schranke bezeichnen wir mit u.

De�nition 9.6 (Maxima, Minima)

Sei v eine Ordnung auf M.

s 2M hei�t Maximum von M :() 8m 2M : m v s

s 2M hei�t maximales Element von M :() 8m 2M : m � s) m v s

Dual de�nieren sich Minimum und minimales Element.

De�nition 9.7 (Ordnungshomomorphismen)

Sei vM eine Ordnung auf M und vN eine Ordnung auf N.

Ohom(M;N) := f f :M! N j 8x; y 2M : x vM y) f(x) vN f(y) g

Omon(M:N) := f f :M! N j f 2 Ohom(M;N) ^ f ist injektiv g

Oepi(M:N) := f f :M! N j f 2 Ohom(M;N) ^ f ist surjektiv g

Oiso(M:N) := f f :M! N j f 2 Ohom(M;N) ^ f ist bijektiv g

Wir bezeichnen ein Element aus Ohom(M;N), Omon(M:N), Oepi(M:N)

oder Oiso(M:N) jeweils als Ordnungshomomorphismus, Ordnungsepimorphis-

mus oder Ordnungsisomorphismus von M nach N.

De�nition 9.8 (Einbettungshomomorphismen)

Sei vM eine Ordnung auf M und vN eine Ordnung auf N (die kleinste

obere Schranke bezieht sich im folgenden jeweils auf die f�ur die Menge

angegebene Ordnung).

Ehom(M;N) := f f :M! N j 8x; y 2M : f(x t y) = f(x) t f(y) g

Emon(M:N) := f f :M! N j f 2 Ehom(M;N) ^ f ist injektiv g

Eepi(M:N) := f f :M! N j f 2 Ehom(M;N) ^ f ist surjektiv g

Eiso(M:N) := f f :M! N j f 2 Ehom(M;N) ^ f ist bijektiv g
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Wir bezeichnen ein Element aus Ehom(M;N), Emon(M:N), Eepi(M:N)

oder Eiso(M:N) jeweils als Einbettungshomomorphismus, Einbettungsepimor-

phismus oder Einbettungsisomorphismus von M nach N.

De�nition 9.9 (Minimale Funktion)

Sei vN eine Ordnung auf N und F eine Menge von Funktionen, welche

von M nach N abbilden. Wir bezeichnen eine Funktion f 2 F als minimal

in F, wenn 8x 2M : 8 f 0 2 F : f(x) vN f 0(x).





Technische Hilfslemmata

Die Hilfslemmata zeigen formal, da� die in Abschnitt 4.4.2 auf den Seiten 74

und 82 gemachten Konstruktionen von R 0 sowie R 00 Reconciled Trees ergeben.

Sie beschreiben damit formal die Ersetzungen aus Abbildung 4.10 und 4.11.

Beide Konstruktionen ersetzen zuerst einen Teilbaum TR(Y 00) in R durch die

Ableitung TS(B(Y
00)) o p ohne Duplikationselemente von TS(B(Y

00)) f�ur ein

zu Ro(R) tdisjunktes q 2 N. In dem folgenden Lemma zeigen wir, da� dies

eine \erlaubte" Ersetzung ist, d.h. da� die Parameter der Ersetzung ihrem

G�ultigkeitsbereich entsprechen.

Lemma 9.2 zeigt dann formal die Konstruktion von R 00 aus Abschnitt 4.4.3.1,

und Lemma 4.4.3.3 zeigt formal die Konstruktion von R 0 aus Abschnitt 4.4.3.3.

Lemma 9.1

Sei Y 00 2 R und p 2 N tdisjunkt zu R, dann ist R 0 := Repl(R;TS(B(Y 00)) o
p; Y 00) eine Ersetzung.

Beweis. Wir zeigen die Bedingungen der Parameter:

1. R ist ein m-Clustersystem: nach Voraussetzung ist R ein Reconciled Tree

und damit auch ein m-Clustersystem.

2. TS(B(Y 00)) o p ist ein m-Clustersystem: Da nach Voraussetzung Y 00 2 R,

gilt B(Y 00) 2 S, womit TS(B(Y 00)) o p existiert. Theorem 4.3 besagt, da�

TS(B(Y 00)) o p ein m-Clustersystem ist.

3. Ro(TS(B(Y 00))o p) \ Ro(R) = ;: gilt wegen der Wahl von p.

4. B(Ro(TS(B(Y 00))op) = B(Y 00): B(Ro(TS(B(Y 00))op) = B(B(Y 00)� fpg) =

B(Y 00).

5. Y 00 2 R: folgt direkt aus der vorausgesetzten Tdisjunktheit von p.
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Somit sind die Bedingungen an die Parameter von R 0 erf�ullt, und R 0 ist eine

Ersetzung.

Verw. von: Theo. 4.3; Verw. in: Lem. 9.2, 9.3.

Von einer Ersetzung R0 ausgehend, ersetzen wir nun entsprechend unterschied-

licher Umwandlungen einen oder alle Teilb�aume TR(Z 00) mit Z 00 2 '(Ch(X)).

X

X’’

G R R’

X’’X’’

Y’’

Z

γ’ϕ| TG(Z)

TG(Z)

Z’’

(Pa(Y’’)))(γ’
γ’’

R’’

γ’ ’(Pa(Y’’))γ’

B(Z’’)X{p}

B(Y’’) X p|

TR(Z’’)TG(Z)

(Pa(B(Z’’)X{p}))γ’ ’

TR(Z’’)

Abbildung 9.1: Die Ersetzung Repl(M;N; I)

Lemma 9.2 Seien X 2 G und Y 00 2 R, soda� genau ein Z 2 Ch(X) mit

'(Z) � Y 00 existiert. Weiter sei R 0 := Repl(R;TS(B(Y
00))op; Y 00), f�ur ein zu

Ro(R) tdisjunktes p 2 N. Dann ist

R 00 := Repl(R 0;TR('(Z));B('(Z)) � fpg) 2 RC(G;S)

Beweis.

Zur Vereinfachung de�nieren wir Z 00 := '(Z) und X 00 := '(X).

Aussage 1 R 00 ist eine Ersetzung.

Beweis. Wir zeigen die Bedingungen f�ur die einzelnen Parameter:

1. R 0 ist ein m-Clustersystem: Lemma 9.1 besagt: R 0 ist eine Ersetzung.

Damit folgt aus Theorem 4.1 die Aussage.

2. TR(Z 00) ist ein m-Clustersystem: nach Voraussetzung ist R ein Reconci-

led Tree und damit ein m-Clustersystem. Da jeder Teilbaum eines m-

Clustersystemes ein m-Clustersystem ist, gilt dies auch f�ur TR(Z 00).
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3. Ro(TR(Z
00)) \ Ro(R 0) = ;: Da TR(Y 00) in R 0 ersetzt worden ist, folgt

RoR 0(Y 00) \ RoR 0(R 0) = ;. Da nach Voraussetzung Z 00 � Y 00 gilt, folgt

Ro(Z 00) \ Ro(R 0) = ;.

4. B(Z 00) � p 2 R 0: Nach Voraussetzung gilt Z 00 � Y 00 und damit folgt

B(Z 00) � p 2 TS((B(Y 00)) o p. Da TS((B(Y 00)) o p der ersetzte Teilbaum

in R 0 ist, folgt die Behauptung.

5. B(Ro(TR(Z 00))) = B(B(Z 00) � p): B(Ro(TR(Z
00))) = B(Z 00) = B(B(Z 00) �

p).

Da R 00 eine Ersetzung ist, folgt aus Theorem 4.1, da� R 00 ein m-Clustersystem

ist. Damit ist die erste Bedingung f�ur R 00 2 RC(G;S) gezeigt.

Aussage 2 F�ur alle V;W 2 R 00 mit V � W gilt B(KR 00(W;V)) =

KS(B(W);B(V)).

Beweis. Wir zeigen zuerst B(KR 0(W;V)) = KS(B(W);B(V)), f�ur alle V;W 2 R 0

mit V � W. Aus Lemma 9.1 folgt, da� R 0 eine Ersetzung ist, und es gilt

B(KB(Y 00)op(W;V)) = KS(B(W);B(V)) f�ur alle V;W 2 B(Y 00) o p mit V � W.

Damit ist Lemma 4.5 anwendbar, woraus die Behauptung folgt.

Wir zeigen nun die eigentliche Aussage, indem wir wieder die Anwendbarkeit

von Lemma 4.5 zeigen. Nach De�nition des Reconciled Tree gilt B(KR(W;V)) =

KS(B(W);B(V)) f�ur alle V;W 2 R mit V � W, und damit gilt diese Aussage

auch f�ur jeden Teilbaum von R, also auch f�ur TR(Z
00). Mit der vorherigen

Aussage f�ur R 0 ist nun Lemma 4.5 anwendbar, woraus nun die Behauptung

folgt.

Wir werden nun zeigen, da� ein ' 00 2 Emon(G;R 00) existiert. ' 00 werden wir

aus den Funktionen ' sowie den durch die Ersetzungen R 0 und R 00 de�nierten

Funktionen � 0 := �R;TS(B(Y 00))op;Y 00 und �00 := �R 0;TR('(Z));B(Z 00)�fpg konstruieren

(siehe Abbildung 9.2).

Dazu partitionieren wir die Urbildmenge von ' in TG(Z) und TG(Z). Die

partielle Abbildung 'jTR(Z)�ubernehmen wir direkt f�ur die partielle Abbildung

' 00jTR(Z). Dagegen wird TG(Z) durch � 00 �� 0 �'jTG(Z) von R �uber R 0 nach R 00

abgebildet. Um zu zeigen, da� ' 00 2 Emon(G;R 00) ist, zeigen wir folgendes:
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R’

B(Z’’) X p|

G R

γ’ϕ| TG(Z)
γ’’

R’’

TR(Y’’)

(Pa(Y’’))γ’Pa(Y’’)

TR(Z’’)TG(Z)

Pa(B(Z’’)X{p}) (Pa(B(Z’’)X{p}))γ’ ’

TR’(Z’’)

(Pa(Y’’)))(γ’γ’ ’

ϕ| TG(Z)

Abbildung 9.2: Konstruktion der Abbildung ' 00

Aussage 3 � 00 �� 0 �'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR 00(Z 00)).

Beweis. Wir zeigen � 00 �� 0 2 Emon(TR(Y 00);TR 00(Z 00)). Nach Korollar 4.1 gilt,

� 0 2 Eiso(TR(Y
00);TR 0(B(Y 00)�fpg)) und �00 2 Eiso(TR 0(B(Z 00)�fpg);TR 00(Z 00)).

Nach Voraussetzung gilt Z 00 � Y 00, woraus B(Z 00)� fpg � B(Y 00)� fpg folgt. Also

ist TR 0(B(Y 00)� fpg)) � TR 0(B(Z 00) � fpg)), und damit �00 �� 0 2

Emon(TR(Y
00);TR 00(Z 00)).

Wir zeigen die eigentliche Aussage. Nach Voraussetzung gilt ' 2 Emon(G;R).

Da TG(Z) gegen t abgeschlossen ist, folgt 'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR(Z
00)).

Nach Voraussetzung ist Z das einzige Kind von X mit '(Z) � Y 00 , woraus

'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR(Y
00)) folgt. Mit �00 �� 0 2 Emon(TR 0(Y 00);TR 00('(Z)))

folgt die Aussage.

Mit � 00 �� 0 �'jTG(Z) k�onnen wir nun die Elemente aus TG(Z) in TR 00('(Z)))

einbetten. Um die verbleibenden Elemente TG(Z) in R 00 einzubetten, verwen-

den wir die partielle Funktion 'jTG(Z): TG(Z) ! TR(Z). Denn erstens ist

TG(Z) gegen�uber t abgeschlossen und damit 'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR(Z
00)),

und zweitens ist TR(Z 00) = T 00
R(Z

00), womit 'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);T
00
R(Z

00)) gilt.

Die beiden partiellen Funktionen � 00 �� 0 �'jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR 00(Z 00)) und

'jTG(Z) bilden in disjunkte Mengen aus R 00 ab, womit wir die folgende Funktion

de�nieren k�onnen.

Festlegung 5 Sei ' 00 : G! R 00 mit

' 00(P) :=

�
� 00 �� 0 �'jTG(Z) P 2 TG(Z)

'jTG(Z) sonst:
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Es bleibt ' 00 2 Emon(G;R 00) zu zeigen. Da ' 00 aus den Einbettungsmonomor-

phismen � 00 �� 0 �'jTG(Z) und 'jTG(Z) zusammengesetzt ist, bleibt die Einbet-

tungsmonomorphie nur noch f�ur A 2 TG(Z) und B 2 TG(Z) zu zeigen.

Aussage 4 Seien A 2 TG(Z) und B 2 TG(Z), dann gilt ' 00(AtB) = ' 00(A)t

' 00(B).

Beweis. Wir zeigen zuerst: ' 00(A t B) = ' 00(X) t ' 00(B).

A t B = min(KG(Ro(G); B) \KG(Ro(G); A))

= min(KG(Ro(G); B) \ (KG(Ro(G); X) _[KG(Z;A)))

= min(KG(Ro(G); B) \KG(Ro(G); X)) (9.1)

= A t X

Zu (9.1): Aus der Voraussetzung A 2 TG(Z) folgt KG(Ro(G); B) �

TG(Z), und aus der Voraussetzung B 2 TG(Z) folgt KG(Ro(G); A))) =

KG(Ro(G); X) _[KG(Z;A) mit KG(Z;A) � TG(Z) sowie KG(Ro(G); X) � TG(Z).

Hieraus folgt dann KG(Ro(G); B) \KG(Z;A) = ;.

Nach Aussage 3 gilt ' 00jTG(Z)2 Emon(TG(Z);TR 00(Z 00)), und nach Voraussetzung

gilt A;X 2 TG(Z). Damit folgt ' 00(A t B) = ' 00(X t B) = ' 0(X) t' 00(B).

Wir zeigen: ' 00(X) t ' 00(B) = ' 00(A) t' 00(B). Wir zeigen hierzu Z 00 � ' 00(X).

Da nach Voraussetzung Y 00 � X 00 gilt, folgt � 0(X 00) = X 00 n B(Y 00) [ B(Y 00)� fpg.

Wegen B(Z 00) � fpg � � 0(X 00) folgt � 00(� 0(X 00)) = � 0(X 00) n B(Z 00) � fpg [ Z 00.

Somit gilt die Aussage.

Sei C 2 ChR 00(' 00(X)) mit Z 00 � C, dann gilt:

' 00(A) t' 00(B)

= min(KR 00(Ro(R 00); ' 00(A)) \KR 00(Ro(R 00); ' 00(B)))

= min((KR 00(Ro(R 00); ' 00(X)) _[KR 00(C;' 00(A)))

\KR 00(Ro(R 00); ' 00(B))) (9.2)

= min(KR 00(Ro(R 00); ' 00(X)) \KR 00(Ro(R 00); ' 00(B))) (9.3)

= ' 00(X) t' 00(B)

Zu (9.2): Da nach Voraussetzung A;Z 2 TG(Z) gilt, folgt ' 00(A) = '(A) und

' 00(Z) = '(Z)(= Z 00). Aus der Voraussetzung A � Z folgt damit ' 00(A) � Z 00.

Wir haben Z 00 � C gezeigt, womit die Kette KR 00(Ro(R 00); ' 00(A)) �uber C l�auft.

Zu (9.3): Wir zeigen hierzu B =2 KR 00(C;' 00(A)).

Nehmen wir ' 00(B) 2 KR 00(C;' 00(A)) an. Da nach Voraussetzung B 2 TG(Z)

ist, folgt ' 00(B) 2 KR 00(C;PaR 00(Z 00)). Wegen Z 00 � ' 00(B) gilt B(Z 00) � fpg �
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(� 00)-1(' 00(B)). Aus (� 0) : TR(Y 00) ! TR 0(B(Y 00) � fpg) folgt B(Y 00) � fpg �

(� 00)-1(' 00(B)) und damit Y 00 � (� 0)-1((� 00)-1(' 00(B))) = '(B).

Da nach Aussage 3 � 00 �� 0 2 Emon(TR 0(B(Y 00);TR 00(Z 00)) gilt, folgt X � B aus

der Annahme ' 00(B) � ' 00(X).

Somit gilt '(Z) � Y 00 � '(B) � '(X), und mit der Voraussetzung ' 2

Emon(G;R) folgt Z � B � X. Dies steht im Widerspruch zu der Vorausset-

zung Z 2 ChG(X).

Abschlie�end gilt damit ' 00(A t B) = ' 00(X) t' 00(B) = ' 00(A) t' 00(B).

Es verbleibt nun noch die minimale Kardinalit�at von R 00 zu zeigen. Da nach

Voraussetzung R minimal ist, zeigen wir dies durch die folgende Aussage.

Aussage 5 jR 00j = jRj.

Beweis. Es gilt

jR 00j = (jRj- jTR(Y
00)j+ jTS(B(Y

00)) o pj) - jTS(B(Z
00)) o pj+ jTR(Z

00)j

= jRj- jTR(Y
00)j+ jTS(B(Y

00))j - jTS(B(Z
00))j + jTR(Z

00)j

= jRj- (jTR(Y
00)j- jTR(Z

00)j- jTS(B(Y
00))j + jTS(B(Z

00))j)

= jRj- c

mit c := jTR(Y 00)j- jTR(Z 00)j- jTS(B(Y 00))j + jTS(B(Z 00))j.

Es gilt jTR(Y 00)j - jTR(Z 00)j � jTS(B(Y 00))j - jTS(B(Z 00))j, woraus c � 0 folgt.

Somit ist jR 00j = jRj - c mit c 2 N0. Da R minimal ist, folgt c = 0, also

jR 00j = jRj.

Verw. von: Theo. 4.1, Kor. 4.1, Lem. 9.1, 4.5; Verw. in: Lem. 4.8.

Lemma 9.3

Sei X 2 G und fZ1; : : : ; Zng := ChG(X) die Kinder von X, soda�

B('(Zi)) t B('(Zj)) = B('(X)) und B('(Zi)) � B('(X));

f�ur alle i; j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j gilt.

F�ur ein p 2 (N), welches tdisjunkt zu Ro(R) ist, sei

R0 := Repl(R;TS(B('(X))) o p;'(X)) und

Ri := Repl(Ri-1;TR('(Zi));B('(Zi)) � fpg) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Dann ist Rn 2 RC(G;S).
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Beweis. Zur Vereinfachung bezeichnen wir die Ersetzungen mit de�nierenden

Funktionen wie folgt.

Festlegung 1 Wir de�nieren f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng:

�0 := �R;B(TR('(X)))op;'(X); �i := �Ri-1;TR('(Zi));B('(Zi))�fpg

Weiter bezeichnen wir X 00 := '(X) und Z 00
i := '(Zi) f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Zum Beweis zeigen wir zuerst, Ri ist die Ersetzung von TR(Z 00
i ) an der Stelle

B(Zi) � fpg in Ri-1 f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng. Diese Aussage �nden wir in Aus-

sage 1 (1) wieder. Punkte (2) und (3) dienen dazu, die n�achste Ersetzung zu

garantieren.

Aussage 1 F�ur alle i 2 f1; : : : ; ng gilt:

(1): Ri ist die Ersetzung von TR(Z 00
i ) an Element B(Z 00

i ) � fpg in Ri-1

(2): Ro(Ri) \
S
j2fi+1;::: ;ng Z

00
j = ;

(3): fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i ;B(Z

00
i+1)) � fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg � Ri

Beweis. Wir zeigen dies durch v.I. nach i 2 f1; : : : ; ng.

i = 0: Nach Lemma 9.1 ist R0 die Ersetzung von TS(B(X 00)) o p an Element

X 00 in R. Also ist TS(B(X 00)op � R0 und damit fB(Z 00
1 )� fpg; : : : ;B(Zn)�

fpgg � R0. Da an Element X 00 ersetzt wurde, ist TR(X 00) * R0 und damit

Ro(R0) \
S

j2f1;::: ;ng Z
00
j ) = ;.

i! i+ 1: I.V: Es gelte die Behauptung f�ur i 2 f0; : : : ; n - 1g.

Wir zeigen die Behauptung:

(1): Nach I.V. (1) ist Ri eine Ersetzung und mit Theorem 4.1 folgt, da�

Ri ein m-Clustersystem ist. Aus der I.V. (3) folgt B(Z 00
i+1) � fpg) 2

Ri, also kann an diesem Element in Ri ersetzt werden. Dies kann

durch TR(Z 00
i+1) erfolgen, da nach I.V. (2) Ro(Ri) \ Z 00

i+1 = ; gilt,

und B(Ro(TR('(Zi+1)))) = B(Z 00
i+1) = B(B(Z 00

i+1) � fpg) ist. Somit

ist Ri+1 eine Ersetzung.
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(2):

Ro(Ri+1) \
[

j2fi+2;::: ;ng

Z 00
j

= (Ro(Ri) n B(Z 00
i+1) � fpg [ TR(Z

00
i+1) \

[
j2fi+2;::: ;ng

Z 00
j (9.4)

� (Ro(Ri) [ TR(Z
00
i+1)) \

[
j2fi+2;::: ;ng

Z 00
j

= Ro(Ri) \
[

j2fi+2;::: ;ng

Z 00
j

= ; (9.5)

Zu (9.4)): Gilt, da, wie eben gezeigt, Ri+1 eine Ersetzung ist.

Zu (9.5)): Gilt nach I.V. (2).

(3): Da Ri+1 eine Ersetzung ist, gilt

Ri+1 = �i+1(Ri n TRi(B(Z
00
i+1)� fpg)) [ TR(Z

00
i+1)

= (Ri nnB('(Zi+1)) � fpg d'(Zi+1)) [ TR(Z
00
i+1)):

Ri+1 besteht somit aus dem Teilbaum TR(Z 00
i+1) und den Mengen aus

Ri, aus denen jeweils die Elemente aus B(Z 00
i+1) � fpg entfernt sowie

die Elemente aus Z 00
i+1 hinzugef�ugt wurden.

Nach I.V. (3) gilt fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i ;B(Z

00
i+1)� fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg � Ri.

Wir stellen nun sicher, da� mit B(Z 00
i+1) � fpg keine Elemente aus

B(Z 00
m)� fpg oder aus Z

00
m 0 mit m 2 fi+ 2; : : : ; ng und m 0 2 f1; : : : ; ig

aus Mengen von Ri entfernt werden. Aus der Voraussetzung

B(Z 00
k ) t B(Z 00

l ) = B(X 00) und B(Z 00
l ) � B(X 00);

f�ur alle k; l 2 f1; : : : ; ng mit k 6= l, folgt B(Z 00
m)� fpg * B(Z 00

i+1)� fpg,

f�ur alle m 2 fi+ 2; : : : ; ng. Da p tdisjunkt zu Ro(R) ist, folgt Z 00
m 0 *

B(Z 00
i+1)� fpg, f�ur alle m 0 2 f1; : : : ; i+ 1g.

Somit folgt fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i+1;B(Z

00
i+2)� fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg � Ri+1.

Wir werden, �ahnlich wie in Lemma 9.2, zeigen, da� eine Abbildung 'neu 2

Emon(G;R) existiert. 'neu werden wir durch die Funktionen �0; : : : ; �n, wel-

che durch die Ersetzungen R0; : : : ;Rn de�niert sind, konstruieren (siehe Abbil-

dung 4.10). Dazu partitionieren wir die Urbildmenge von ' in Z := TG(X)n fXg

und Z := GnZ. Da '(Z) � Rn nach Aussage 1 gilt, �ubernehmen wir die partielle
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Abbildung 'jZ f�ur 'neujZ. Hingegen 'neujZ bilden wir �uber �n � : : : ��0 �'jZ
nach Rn ab.

Dazu zeigen wir zuerst folgende Aussage:

Aussage 2 Seien �0 := �0 [f('(X);B('(X)) � fpgg und �i := �i ��
i-1 f�ur

jedes i 2 f1; : : : ; ng. Dann gilt

1. �i : TR(X 00)! Ri ist eine Funktion,

mit �i 2 Emon(TR(X 00) [ fX 00g;TRi(�
i(X 00)) [ f�i(X 00)g).

2. M � �i(X) und M tRi N = �i(X), f�ur alle

M;N 2 fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i ;B(Z

00
i+1)� fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg mit M 6= N.

f�ur jedes i 2 f0; : : : ; ng.

Beweis. Wir zeigen dies durch V.I. nach i 2 f0; : : : ; ng.

i = 0: Wir zeigen die Behauptung:

(i): Wir zeigen zuerst, da� �0 eine Funktion ist. Nach Voraussetzung ist

�0 = �0 [f(X 00;B(X 00)� fpg)g. Nach Aussage 1 ist R0 eine Ersetzung

und damit �0 : TR(X
00) ! TR0(B(X

00) � fpg) als Funktion de�niert.

Somit ist �0 : TR(X 00)[ fX 00g! TR0(B(X
00)� fpg)[ fB(X 00)� fpgg eine

Funktion.

Wir zeigen nun �0 2 Emon(TR(X
00) [ fX 00g;B(X 00) � fpg [ f(B(X 00) �

fpg)g. Aus Lemma 4.2 folgt, �0 2 Oiso(TR(X
00);TR0(B(X

00) � fpg)).

Hieraus folgt die Bijektivit�at von �0. Es bleibt die Ordnungshomo-

morphie von �0 f�ur das Element X 00 zu zeigen. Sei Y 00 2 TR(X 00). Wir

zeigen die Ordnungshomomorphie f�ur die beiden folgenden F�alle:

1. Y 00\X 00 = ;: Es gilt also �0(Y 00) = Y 00 und �0(X 00) = B(X 00)� fpg.

Da p tdisjunkt zu Ro(R) ist, folgt B(X 00)� fpg\Y = ; und somit

�0(X 00) \ �0(Y 00) = ;.

2. X 00 � Y 00: Es gilt

�(X 00) = B(X 00) � fpg � Y 00 n X 00 [ B(X 00) � fpg = �(Y 00).

Somit folgt

�0 2 Oiso(TR(X
00) [ fX 00g;TR0(B(X

00)� fpg) [ f(B(X 00)� fpg))

= Oiso(TR(X
00) [ fX 00g;TR0(�

0(X 00)) [ f�0(X 00)g) (9.6)

= Eiso(TR(X
00) [ fX 00g;TR0(�

0(X 00)) [ f�0(X 00)g)

Zu (9.6): Nach De�nition von �0 gilt �0(X 00) = B(X 00)� fpg.
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(ii): Nach Voraussetzung gilt B(Z 00
k ) t B(Z 00

l ) = B(X 00) und B(Z 00
k ) �

B(X 00), f�ur alle k; l 2 f1; : : : ; ng mit k 6= l. Hieraus folgt B(Z 00
k ) �

fpgtB(Z 00
l )� fpg = B(X 00)� fpg = �0(X 00) und B(Z 00

k) � B(X 00)� fpg =

�0(X 00), f�ur alle k; l 2 f1; : : : ; ng mit k 6= l.

i! i+ 1: I.V.: Es gelte die Behauptung f�ur i 2 f1; : : : ; n- 1g.

Wir zeigen die Behauptung:

(i): Wir zeigen zuerst, da� �i+1 eine Funktion ist. Es gilt nach De�nition

�i+1 = �i+1 ��
i. F�ur �i+1 und �

i gilt:

�i+1 : TRi(B(Z
00
i+1)� fpg)! TRi+1(Z

00
i+1) ist eine Funktion, da nach

Aussage 1 Ri+1 eine Ersetzung ist.

I.V. (1) besagt, � : TR(X 00) [ fX 00g! Ri eine Funktion,

mit �i 2 Emon(TR(X 00) [ fX 00g;TRi(�
i(X 00)) [ f�i(X 00)g),

�i+1 ��
i ist eine Funktion, falls die Bildmenge von �i in der Urbild-

menge von �i+1 enthalten ist. Aus I.V. (2) folgt (B(Z 00
i+1) � fpg) �

�i(X 00), und damit gilt TRi(�
i(X 00))[ f�i(X 00))g � TRi(B(Z

00
i+1)� fpg).

Somit ist �i+1 : B(Z 00
i+1) � fpg! TRi+1(Z

00
i+1) eine Funktion.

Wir zeigen die Einbettungsmonomorphie von �i+1. Es gilt:

�i 2 Emon(TR(X 00) [ fX 00g;TRi(X
00) [ f�i(X 00)g) nach I.V. (1).

�i+1 2 Eiso(B(Z 00
i+1)� fpg;TRi+1(Z

00
i+1)) folgt aus Korollar 4.1.

Damit ist �i+1 2 Emon(TR(X
00) [ fX 00g;TRi+1(Z

00
i+1)).

Wir formulieren nun noch die Bildmenge von �i+1 genauer. Da

X 00 = min(TR(X
00) [ fX 00g) und

�i+1 2 Emon(TR(X 00) [ fX 00g;TRi+1(Z
00
i+1)),

folgt �i+1(X 00) =min(�i+1(TR(X 00) [ fX 00g)). Somit folgt

�i+1 2 Emon(TR(X
00) [ fX 00g;TRi+1(�

i+1(X 00)) [ f�i+1(X 00)g):

(ii): Wir zeigen die Behauptung zuerst f�ur

M;N 2 fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i ;B(Z

00
i+2)� fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg.

Wir zeigen �i+1(M) = M und �i+1(N) = N. Aus Aussage 1 folgt

M;N 2 RI. Nach I.V. (2) gilt M � �i(X 00), B(Z 00
i+1) � fpg � �i(X 00)

undMtB(Z 00
i+1)� fpg = �i(X 00). Hieraus folgtM\B(Z 00

i+1)� fpg = ;.

Entsprechend folgt N\B(Z 00
i+1)� fpg = ;. Somit sindM;N Elemente

der Urbildmenge TRi(B(Z
00
i + 1) � fpg) von �i+1 mit �i+1(M) = M

und �i+1(N) = N.
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Weiter gilt nach Korollar 4.1, da� �i+1 2 Eiso(B(Z 00
i+1)�fpg;TRi+1(Z

00
i+1))

und somit auch ordnungsisomorph ist.

Damit folgt aus der I.V. (2), M � �i(X 00) die Aussage

M = �i+1(M) � �i+1(�
i(X 00)) = �i+1(X 00):

Aus der I.V. (2), M tN = �i(X 00) folgt

MtN = �i+1(M)t�i+1(N) = �i+1(MtN) = �i+1(�
i(X 00)) = �i+1(X 00)

Wir zeigen nun die verbleibenden F�alle

Z 00
i+1 � �i+1(X 00) und M t Z 00

i+1 = �i+1(X 00),

f�ur alle M 2 fZ 00
1 ; : : : ; Z

00
i ;B(Z

00
i+2)� fpg; : : : ;B(Z 00

n)� fpgg.

Wir zeigen Z 00
i+1 � �i+1(X 00). Nach I.V. gilt B(Z 00

i+1 � fpg) � �i(X 00),

und damit �i+1(�
i(X 00)) = �i(X 00) nB(Z 00

i+1)� fpg[Z
00
i+1. Somit folgt

Z 00
i+1 � �i+1(�

i(X 00)) = �i+1(X 00).

Wir zeigen M t Z 00
i+1 = �i+1(X 00). Nach der I.V. (2) gilt

M � �i(X 00), B(Z 00
i+1) � fpg � �i(X 00) und

M t B(Z 00
i+1) � fpg = �i(X 00).

Es folgt hierausMtPaRi(B(Z
00
i+1)�fpg) = �i(X 00). Nach Korollar 4.1

gilt �i+1 2 Eiso(B(Z 00
i+1) � fpg;TRi+1(Z

00
i+1)), womit

�i+1(X 00) = �i+1(�
i(M t Pa(B(Z 00

i+1)� fpg)))

= �i+1(M) t �i+1(PaRi)(B(Z
00
i+1)� fpg))

= M t PaRi+1(Z
00
i+1) (9.7)

folgt.

Zu (9.7): Da, wie vorher gezeigt, M \ Z 00
i+1 = ; gilt �i+1(M) = M.

Wir zeigen �i+1(Pa(B(Z 00
i+1)� fpg)) = PaRi+1(Z

00
i+1). Es gilt

Ri+1 = �i+1(TRi(B(Z
00
i+1) � fpg)) [ TR(Z 00

i+1),

womit die einzigen Elemente, welche Z 00
i+1 als Teilmenge beinhalten,

die Elemente der Kette �i+1(KRi(�
i(X 00);PaRi(B(Z

00
i+1)� fpg))) sind.

Da �i+1, nach Korollar 4.1, ein Einbettungsisomorphismus ist, folgt,

da� �i+1 ein Ordnungsisomorphismus ist. Damit ist das eindeutige

minimale Element in Ri+1, welches Z 00
i+1 enth�alt, �i+1(PaRi(B(Z

00
i+1)�

fpg))). Somit ist �i+1(PaRi(B(Z
00
i+1) � fpg))) = PaRi+1(Z

00
i+1).

Aus M t PaRi+1(Z
00
i+1) = �i+1(X 00) folgt abschlie�end

M t Z 00
i+1 = �i+1(X 00).
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Wir k�onnen nun den Einbettungsmonomorphismus 'neu von G nach Rn kon-

struieren. Von Aussage 1 wissen wir, da� Rn alle Teilb�aume TR(Zi) mit i 2

f1; : : : ; ng enth�alt. Daher behalten wir die partielle Abbildung '
��
TG(X)nfXg

von

' f�ur diese Elemente bei.

Die verbleibende Menge TG(X) [ fXg wird durch '
��
TG(X)[fXg

in genau den Ur-

bildbereich von �n abgebildet, womit �n �'
��
TG(X)[fXg

wieder eine Funktion ist.

Damit k�onnen wir 'neu, wie folgt, als Funktion de�nieren.

Festlegung 2 'neu : G! Rn ist wie folgt de�niert:

'neu(K) :=

8<
:�

n �'
��
TG(X)[fXg

K 2 TG(X)

'
��
TG(X)nfXg

sonst:

Aussage 3 'neu 2 Emon(G;Rn).

Beweis. Wir betrachten folgende F�alle:

1. M;N 2 TG(X) [ fXg. Aus der Voraussetzung ' 2 Emon(G;R) und der

Abgeschlossenheit von TG(X) [ fXg gegen t folgt

'
��
TG(X)[fXg

2 Emon(TG(X) [ fXg;TR(X
00) [ fXg):

Nach Aussage 2 ist �n 2 Emon(TR(X
00) [ fX 00g;TRn(�

n(X 00)) [ �n(X 00)).

Somit ist �n �'
��
TG(X)[fXg

2 Emon(TG(X)[fXg;TRn(�
n(X 00))[�n(X 00)), und

es gilt 'neu(M) t'neu(N) = 'neu(M tN).

2. M;N 2 TG(Zi) mit i 2 f1; : : : ; ng. TG(Zi) ist gegen t abgeschlossen, und

nach Voraussetzung gilt ' 2 EmonfG;Rg.

Also ist '
��
TG(Zi)

2 Emon(TG(Zi);TR(Z
00
i )), und es gilt

'neu(M) t'neu(N) = '
��
TG(Zi)

(M) t '
��
TG(Zi)

(N)

= '
��
TG(Zi)

(M tN) = 'neu(M tN):

3. M 2 TG(Zi), N 2 TG(Zj) mit i; j 2 f1; : : : ; ng und i 6= j. Nach Aussage 2

gilt '(Zi)t'(Zj) = �n('(X)), und durch Ersetzen mit 'neu erhalten wir

die �aquivalente Formulierung 'neu(Zi) t'neu(Zj) = 'neu(X).

Wir zeigen 'neu(X) = 'neu(M t N). Da nach Voraussetzung Zi; Zj 2

ChG(X) mit i 6= j gilt, folgt Zi \ Zj = ;. Da nach Voraussetzung M � Zi

und N � ZJ gilt, folgtMtN = ZitZj. Aus Zi; Zj 2 ChG folgt ZitZj = X.

Also gilt M tN = X.
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Wir zeigen 'neu(Zi) t'neu(Zj) = 'neu(M) t'neu(N). Da nach Voraus-

setzung ' 2 Emon(G;R) folgt ' 2 Omon(G;R). Damit folgt 'neu(M) �

'neu(Zi) aus der VoraussetzungM � Zi und 'neu(N) � 'neu(Zj) aus der

VoraussetzungN � Zj. Weiter folgt 'neu(Zi)\'neu(Zj) = ; aus Zi\Zj =

;. Somit folgt aus 'neu(M) � 'neu(Zi), 'neu(N) � 'neu(Zj) und

'neu(Zi) � 'neu(Zj), da� 'neu(N) � 'neu(N) = 'neu(Zi) � 'neu(Zj)

gilt.

Abschlie�end folgt

'neu(M) t 'neu(N) = 'neu(Zi) t'neu(Zj) = �n('(X)) = 'neu(M tN):

4. M 2 TG(Zi) mit i 2 f1; : : : ; ng, N 2 TG(X) [ fXg. Wir haben in Punkt 1

gezeigt, da� 'neu(X tN) = 'neu(X) t'neu(N) gilt.

Wir zeigen X tN =M tN. Da M 2 TG(Zi) und N 2 TG(X) [ fXg, folgt

KG(Zi;M) \KG(Ro(G);N) = ;. Damit gilt

X tN = min(KG(Ro(G); X) \ KG(Ro(G);N))

= min(KG(Ro(G);M) \ KG(Ro(G);N))

= M tN:

Wir zeigen 'neu(X)t'neu(N) = 'neu(M)t'neu(N). Es folgt 'neu(N) 2

TRn(�
n(X 00)) aus N 2 TG(X) [ fXg. Mit �n(X 00) = 'neu(X) folgt dann

'neu(N) 2 TRn('neu(X)). Aussage 2 besagt, �n(Z 00
i ) � �n(X 00), wor-

aus 'neu(Zi) � 'neu(X) folgt. Damit folgt KRn(Ro(R
n); 'neu(N)) \

KRn('neu(Zi); 'neu(M) = ;, womit

'neu(X) t'neu(N) = min(KRn(Ro(R
n); 'neu(X)) \ KRn(Ro(R

n); 'neu(N))

= min((KRn(Ro(R
n); 'neu(M)) \KRn(Ro(R

n); 'neu(N))

= 'neu(M) t 'neu(N)

gilt. Abschlie�end folgt

'neu(M)t'neu(N) = 'neu(XtN) = 'neu(X)t'neu(N) = 'neu(M)t'neu(N):

Nach Lemma 4.5 gilt B(KR(A;B)) = KS(B(A);B(B)) f�ur alle A;B 2 Rn mit

B � A. Es bleibt zu zeigen, da� Rn die Kardinalit�at von R besitzt.
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Aussage 4 Rn besitzt minimale Kardinalit�at.

Beweis. Da Ri f�ur alle i 2 f0; : : : ; ng nach Aussage 1 Ersetzungen sind, gilt:

jR0j = jRj+ jTS(B('(X))) o pj- jTR(X 00)j

jRij = jRi-1j+ jTR(Z 00
i )j- jTRi-1(B(Z

00
i ) � fpg)j f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Weiter gilt

jTS(B(X 00))o pj = jTS(B(X 00))j und

jTRi-1(B(Z
00
i ) � fpg)j = jTS(B(Z 00

i ))j f�ur alle i 2 f1; : : : ; ng.

Damit ist

jRnj = jRj- jTR(X
00)j+ jTS(B(X

00))j

-(
X

i2f1;::: ;ng

jTS(B(Z
00
i ))j) + (

X
i2f1;::: ;ng

jTR(Z
00
i )j)

= jRj- c

mit

c = jTR(X
00)j- jTS(B(X

00))j + (
X

i2f1;::: ;ng

jTS(B(Z
00
i ))j) - (

X
i2f1;::: ;ng

jTR(Z
00
i )j:

Aus Aussage 4.5 folgt

B(TR(X
00) n

[
i2f1;::: ;ng

TR(Z
00
i )) = TS(B(X

00)) n
[

i2f1;::: ;ng

TS(B(Z
00
i ));

und damit gilt

jTR(X
00)j-

X
i2f1;::: ;ng

jTR(Z
00
i ))j � jTS(B(X

00))j -
X

i2f1;::: ;ng

jTS(B(Z
00
i ))j:

Also ist c � 0, und da R nach Voraussetzung minimale Kardinalit�at besitzt,

folgt c = 0, womit jRnj = jRj gilt.

Somit gilt Rn 2 RC(G;S).

Verw. von: Lem. 4.2, 4.5, Kor. 4.1; Verw. in: Lem. 4.5.
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