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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Ausarbeitung ist es, gefiihrte Wellen in anisotropen, geschichte-
ten Platten zu untersuchen und eine numerische Lésung zu realisieren. Diese erlaubt
es, vorherzusagen, welche Wellenmoden sich in Abhéngigkeit von Wellenzahl, Frequenz
und Richtung ausbilden kénnen. Zu diesem Zweck wird ein mathematischer Einblick in
die Grundlagen der Themenstellung gegeben und auf dieser Basis ein verallgemeinertes
Eigenwertproblem hergeleitet. Dieses kann mit Hilfe einer Finite-Elemente Methode auf
ein numerisch l6sbares quadratisches Eigenwertproblem reduziert werden. Von mehre-
ren Moglichkeiten der numerischen Berechnung und Visualisierung der Losungen werden
fiir die Thesis drei realisiert und getestet. Dabei wird fiir die Implementierung bei vor-
gegebenen Wellenzahlen auch ein analytischer Konvergenzbeweis angegeben. Aufgrund
fehlender physikalischer Parameter der vorliegenden Platten ist es nicht mdoglich, die nu-
merischen Ergebnisse mit reellen Messdaten zu vergleichen. Es kénnen aber anisotrope
Phénomene in reellen Messungen festgestellt werden, die mit numerischen Berechnungen
vergleichbar sind. Aufserdem sind die numerischen Losungen bis auf kleinere Diskretisie-
rungsfehler stabil.

Abstract

The purpose of this master’s thesis is to study guided waves in anisotropic, layered plates
and to provide a numerical solution. This solution can be used to predict which wave
modes can occur depending on the waves’ number, frequency and direction.

First of all, the thesis provides an overview of the topic’s mathematical basics, which are
then used to deduce a generalized Eigenvalue problem. Using a Finite Element Method,
this problem is reduced to a quadratic Eigenvalue problem with a numerical solution.
There are several methods to calculate the solutions and to visualize them. For this
thesis, three of those methods have been chosen and tested. Furthermore, an analytical
proof of convergence is provided for an implementation with given wave numbers.

In addition, comparable anisotropic Phenomena in actual measurings and numerical
calculations are described. Unfortunately, realized algorithms could not be compared to
real data due to a lack of plate parameters.

While the algorithms could not be verified using real data, the numerical solutions are
stable except for small discretization errors.
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1. Einfithrung

Die vorliegende Masterthesis behandelt die Ausbreitung von Wellen in anisotropen Me-
dien. Dabei wird die Geometrie einer geschichteten Platte betrachtet, in der sich gefiihrte
Wellen ausbilden. Es sind drei Arten gefithrter Wellen von Bedeutung, ndmlich die Ray-
leigh- und Lamb-Wellen, sowie die gefiihrten, horizontal polarisierten Scherwellen.
Gefiihrte Wellen werden z. B. genutzt, um eine sehr diinne Stahlplatte zerstorungs-
frei auf Gefiigefehler zu untersuchen. Reflexions- oder Durchschallungsverfahren, die auf
einer Laufzeitmessung in Dickenrichtung basieren, versagen aufgrund der zu geringen
Plattendicke. Gefiihrte Wellen hingegen kénnen sich in der Platte ausbreiten und zur
Fehlerdetektion herangezogen werden. Nach [19] konnen sich gefiihrte Wellen auch nahe-
zu ungedampft iiber weite Strecken in Bauteilen wie beispielsweise Pipelines ausbreiten.
Gefiihrte Wellen sind also sehr gut fiir Monitoring-Systeme geeignet, da wenige Mess-
systeme an verschiedenen Orten geniigen, um Anderungen im gesamten Gefiige zu de-
tektieren. Aus diesem Grund sind gefithrte Wellen ein wichtiger Bestandteil der zersto-
rungsfreien Priifverfahren.



1.1. Wellen

Nach [6][S.377ff] ist eine Welle eine von Ort z und Zeit ¢ abhéngige Stérung oder Schwin-
gung &, die sich durch eine Kopplung mit dem Nachbargebiet im Raum ausbreitet. Eine
Welle im R™ muss die Wellengleichung

1 9%

2 9247
cp8 t

At =

mit dem Laplace-Operator A = (622 und der Phasengeschwindigkeit c, erfiillen. Die
=11

Wellengleichung ist linear, sodass jede Linearkombination von Lésungen ebenfalls ei-
ne Losung der Wellengleichung ist. In dieser Ausarbeitung werden insbesondere ebene
harmonische Wellen

£(z,t) = Aelt=F"®) (1)

betrachtet mit dem Wellenvektor k € R™, Frequenz f bzw. Kreisfrequenz w = 27 f,
¢p = 57 und konstanter Amplitude A € C". Der Betrag |k| = k ihres Wellenvektors wird
Kreiswellenzahl genannt und der Wellenvektor selbst gibt die Ausbreitungsrichtung der
Welle an. Werden die Ortskoordinaten

mit dem senkrechten Anteil

kt =1k — 2Tk
dargestellt, so ergibt sich fiir den Term

pi(=k"x) _ i(—alk]) _ gi(-ak)
Deshalb bilden sich senkrecht zum Richtungsvektor k& Phasen konstanter Amplituden
aus, die sich mit der Geschwindigkeit ¢, in Richtung k fortbewegen. Zu einem festen
Zeitpunkt t = t, haben die Phasen einer ebenen harmonischen Welle eine feste Periodi-
zitat 5

a = z% fiir z € Z.

Der Abstand zweier aufeinanderfolgender Phasen



ist hergeleitet.

In der vorliegenden Ausarbeitung werden insbesondere Wellen in festen Medien betrach-
tet. Wenn sich eine Schwingung in einem festen Medium ausbreitet, verschiebt sie ato-
mare Teilchen, sodass sich ein von Ort = und Zeit ¢t abhéngiges, wellenférmiges Verschie-
bungsfeld u(z,t) ausbildet. Nach [6][S.375ff] kénnen in festen Kérpern zwei wichtige Ty-
pen von Wellen auftreten, namlich Longitudinalwellen und Transversalwellen. Eine Lon-
gitudinalwelle ist eine Welle, deren Verschiebungsfeld in Ausbreitungsrichtung schwingt,
d. h. fiir die Amplitude gilt A || k. Eine Transversalwelle, auch Scherwelle genannt, ist
eine Welle, deren Verschiebungsfeld senkrecht zu ihrer Ausbreitungsrichtung schwingt,
das heift fiir die Amplitude gilt A L k. Es kénnen allerdings auch Kombinationen solcher
Wellen auftreten. Die Polarisation einer Welle beschreibt die Schwingungsrichtung ihrer
Transversalkomponenten. Eine mathematisch exakte Definition des Verschiebungsfeldes
ist in Kapitel 3.1 Die Gleichung der linearen Elastik zu finden.



1.2. Gefiihrte Wellen

Gefiihrte Wellen sind Wellen, die sich entlang eines Mediums ausbreiten. In dieser Ab-
handlung wird als Medium eine Platte benutzt. Nach [20] und [21] gibt es unter anderem
drei wichtige Beispiele gefiihrter Wellen, ndmlich Rayleigh-, Lamb- und Stonley- Wellen,
die jeweils nach ihrem Entdecker benannt sind. Aufgrund der vorgegebenen Platten-
geometrie sind nur Rayleigh- und Lamb-Wellen, sowie gefiihrte, horizontal polarisierte
Scherwellen von Interesse.

Rayleigh-Wellen sind Wellen, die sich entlang der Oberfliche eines berandeten, unend-
lich ausgedehnten, festen Mediums ausbreiten, wie in Abbildung 1 dargestellt.

Ausbreitungsrichtung
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Abbildung 1: Skizze einer Rayleigh-Welle (Quelle:[20][S.102,1999])

Ein bekanntes Beispiel fiir diese Wellenart sind Erdbebenwellen. Da die Rayleigh-Welle
eine Oberflichenwelle ist, wird sie nach [21][S.267| als eine in der Oberflichenebene lau-
fende, harmonische Welle bzw. als Uberlagerung mehrerer solcher Wellen angenommen.
Die Welle soll sich in Richtung des Wellenvektors k& ausbreiten und die Amplitude soll
mit zunehmender Tiefe schnell abnehmen. Im Allgemeinen sind diese Wellen keine reinen
Longitudinal- bzw. Transversalwellen. Fiir die Teilchenverschiebung der Rayleigh-Wellen
im Punkt 2 € R? wird daher der Ansatz

u(z,t) = A(hn')e@—+"2) (3)

gewithlt, mit einer Hohenangabe h € R und einem Wellenvektor %, der in der Oberflichen-
ebene liegt. Die Amplitudenfunktion A(hnt) € C* hingt allein von der Koordinate in
Richtung des Vektors nt ab, der senkrecht auf der Oberflichenebene steht.

Wird eine Platte zum Schwingen gebracht, konnen sich je nach Frequenz Lamb-Wellen
bilden. In Abbildung 2 ist eine solche Wellenausbreitung skizziert.

MAD> WMV S5

Abbildung 2: Skizze einer schwingenden Platte (Quelle:[20][S.102,1999])




Lamb-Wellen sind ebene harmonische Wellen, die sich in einer unendlich ausgedehnten
Platte ausbilden. Nach [21][S.268| besteht der Zusammenhang von Lamb- und Rayleigh-
Wellen darin, dass sich zwei Wellen unabhéngig voneinander entlang der Oberflichen
ausbreiten konnen, solange die Plattendicke viel grofer als die Wellenldnge A der Wel-
len ist. Liegt die Dicke der Platte in der Grokenordnung der Wellenldnge, so sind die
Rayleigh-Wellen nicht mehr unabhéngig voneinander. Es entstehen Mischungen aus
Transversal- und Longitudinalwellen. Dabei kommt es in der Platte zu unabhéngigen
Verschiebungen bzw. Deformationen u, die symmetrisch und asymmetrisch schwingen.
Abbildung 3 zeigt jeweils eine symmetrische und eine asymmetrische Schwingung einer

Lamb-Welle.
k [ k
REaE

Abbildung 3: Links: Symmetrische Mode
Rechts: Asymmetrische Mode (Quelle [21][S.168])

Zuséatzlich zu den gemischten Wellen kénnen sich reine Transversalwellen ausbreiten, die
in der Horizontalebene bzw. Oberflichenebene der Platte polarisiert sind. Diese werden
SH-Wellen genannt. Abbildung 4 zeigt eine solche SH-Welle.

Freie
Oberflache

Abbildung 4: Horizontal polarisierte Scherwelle (Nach Quelle:[21][S.267])

Ebenso wie bei Lamb-Wellen kann es nach [9] auch hier zu verschiedenen symmetrischen
und asymmetrischen Schwingungsarten kommen, wie aus Abbildung 5 ersichtlich wird.
Die verschiedenen ausbreitungsfihigen Wellen werden Moden genannt. Die Ausbildung
einzelner Moden ist dispersiv, d. h. frequenzabhéngig. Je hochfrequenter eine Platte zum
Schwingen gebracht wird, desto mehr Vielfache des Wellenvektors k sind geeignet, eine
Welle auszubilden, und desto mehr Moden kénnen sich ausbilden. Die verschiedenen
Moden werden nach ihrem Auftreten fiir symmetrische SH-Wellen SSHO, SSH1..., fiir
asymmetrische SH-Wellen ASHO, ASHI..., fiir symmetrische Lamb-Wellen SO, S1... und



fiir asymmetrische Lamb-Wellen A0, Al... abgekiirzt und durchnummeriert. Ziel die-
ser Arbeit ist es, herauszufinden, welche Moden sich in einer anisotropen, geschichteten
Platte ausbilden konnen. Anisotropie bedeutet, dass die physikalischen Eigenschaften
richtungsabhéngig sind. Im Falle eines anisotropen Materials fiihrt die Richtungsabhén-
gigkeit je nach Ausbreitungsrichtung der Welle zu einem unterschiedlichen Verhalten der
Moden.

Abbildung 5: Links: Symmetrische Mode
Rechts: Asymmetri§che Mode mit eingezeichneter Teilchenverschiebung
u, L nt und u, Lk (Quelle [9][S.194])



1.3. Problemstellung

Im Folgenden wird das Problem einer unendlich ausgedehnten, geschichteten Stahlplatte
betrachtet, wobei ein Koordinatensystem wie in Abbildung 6 vorgegeben ist.
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Abbildung 6: Vorgegebene Geometrie

Es wird vorausgesetzt, dass sich die Eigenschaften einer Plattenschicht nicht dndern.
Betrachtet werden gefiihrte Wellen, die sich in der Plattengeometrie ausbilden kénnen.
Deshalb soll das Verschiebungsfeld einer z;-x5-ebenen harmonischen Welle

u(m, t) _ ﬂ(x3)6i(klxl+k2z2i27rft)
entsprechen, wie im vorherigen Abschnitt bei der Lamb-Welle angenommen wurde. Da-
bei ist die Funktion 4(zs) nur von der Hohe z3 abhingig und k& = (ki, k)7 sei der
Wellenvektor der Welle. Der Ansatz des Verschiebungsfeldes erfiillt fiir alle x3 die Wel-
lengleichung in R?

1 0%u(t,x) Q*u(t,x) Ou(t,x)

=0
¢ Ot? o3 3

mit der Phasengeschwindigkeit ¢, = < und k = |k|. Der Wellenvektor kann in Polar-

k
koordinaten als

- (38)



mit Einfallswinkel ¢ dargestellt werden. Abhéngig vom Winkel der sich ausbreitenden
Welle kénnen nur bestimmte Paare von Frequenzen und Wellenzahlen zuldssig sein.
Diese ergeben sich aus einem Figenwertproblem, das aus einer vereinfachten Form der
Cauchy’schen Bewegungsgleichung (8) resultiert. Zur Losung des Eigenwertproblems
wird ein Finite-Elemente Verfahren implementiert.

Werden bei einem festen Einfallswinkel die Kreiswellenzahlen fiir ein Frequenzspektrum
betrachtet, so ergeben sich stetige, von der Frequenz abhéngige, also dispersive Kurven
der Phasengeschwindigkeit ¢, = % Diese Kurven zeigen die verschiedenen Phasen-
geschwindigkeiten der Lamb-Wellen- und SH-Wellenmoden, die sich ausbilden kénnen.
Eine beispielhafte Darstellung dieser frequenzabhingigen Kurven ist in Abbildung 7 zu
finden und wird Dispersionsdiagramm genannt. Die verschiedenen Moden wurden farb-
lich gekennzeichnet.
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Abbildung 7: Dispersionsdiagramm einer 1 [em| dicken Platte mit markierten Moden S0,
A0 und SSHO

Da aber auch die physikalischen Eigenschaften eines Materials auf Grund der Anisotro-
pie vom Winkel abhéngen kénnen, ergeben sich auch bei einer bestehenden Frequenz
Winkelabhéngigkeiten. Abbildung 8 zeigt ein Winkeldiagramm der Phasengeschwindig-
keit bei einer Frequenz von 50 [kHz|. Die Abhéngigkeit der Phasengeschwindigkeit vom
Winkel ist im Diagramm deutlich zu erkennen.

Unter anderem sind Berechnungen solcher Plots wie in den Abbildungen 7 und 8 wich-
tig, da die einzelnen Moden vor allem fiir hohe Frequenzen sehr nahe beieinander liegen
oder neue Moden hinzukommen koénnen. Wird nun beispielsweise eine Platte mit Hilfe
einer Laufzeitmessung untersucht, so muss ein Ultraschallpriifkopf mit einer geeigneten
Frequenz abgestimmt sein. So kann die Laufzeit einer einzelnen Mode gemessen werden,
ohne dass andere Moden das Ergebnis durch Interferenz verfialschen. Ein nicht geeignetes
Frequenzspektrum fiir eine Laufzeitmessung der SO Mode in Abbildung 7 ldge z.B. im
Bereich von ca. 120 [kHz|.



Polarplot der Phasengeschwindigkeit
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Abbildung 8: Beispiel eines Winkeldiagramms der Phasengeschwindigkeiten



2. Mathematische Grundlagen

2.1. Grundlegende Definitionen und Satze

Wie bereits in Kapitel 1 erwdhnt wird die Ausbreitung von Wellen in einer unendlich
ausgedehnten, geschichteten Platte untersucht. Dazu wird die aus der Cauchy’schen Be-
wegungsgleichung resultierende Gleichung der Elastodynamik fiir kleine Verschiebungs-
gradienten betrachtet. Diese partielle Differentialgleichung stellt den physikalischen Zu-
sammenhang des Verschiebungsfeldes und des Verschiebungsgradienten iiber den Elas-
tizitdtstensor eines Materials mit den von aufen auf das Material einwirkenden Kriften
dar. Es stellt sich die Frage, welche Verschiebungsfelder auftreten kénnen, wenn sie zum
Beispiel durch eine ebene harmonische Welle verursacht werden. Diese Fragestellung
fiihrt zu einem verallgemeinerten Eigenwertproblem in einem Hilbertraum, das Frequenz
und Wellenzahl miteinander verkniipft. Das Eigenwertproblem lasst sich als sogenannte
schwache Formulierung zu einer Integralgleichung umformulieren. Wird diese mit Hilfe
eines Finite-Elemente Ansatzes numerisch geldst, so kann das Eigenwertproblem auf eine
algebraische Eigenwertgleichung reduziert werden. Um dieses Vorgehen zu erldutern und
spéter den Algorithmus herzuleiten, werden einige Definitionen und Notationen beno-
tigt.

Im Folgenden sei Q2 ein Gebiet im R”. Dabei bezeichnet C*(Q2) die Menge der k-mal ste-
tig differenzierbaren Funktionen. CF ist der Unterraum von C*(), der alle Funktionen
mit kompaktem Tréger in (2 enthélt. Des Weiteren sei @ € NJ° ein Multiindex. Es gilt
folgende Notation:

n
la| = Z a;,
i=1

olal

0% = —r,
Ox* ... 0xon

=t
s _f 1 firi=
YTV 0 fiiri 4 g

Weiter bezeichnet die Abbildung
I|-]]: V= R*

eine Norm eines Vektorraumes V. Wenn klar ist, welche Norm auf V' angewendet wird,
wird statt (V.|| - ||) nur V verwendet. Insbesondere seien V' und W zwei normierte
Vektorrdume. Die Menge der stetigen linearen Operatoren zwischen den Vektorrdaumen
V und W

LV, W) :={A:V — W|A linear und stetig} (4)
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ist selbst ein Vektorraum. Seien z € V und A € L(V, W), dann ist die Operatornorm
von A beziiglich der Vektorraumnormen || - ||y, und || - ||y durch

|All:= sup [[Az|lw

|z|lv=1

definiert. Die Menge
Ly(Q2) :={f:Q —= R bzw. C: f ist messbar und / |f(z)]Pdz < oo}
0

ist der Raum der Funktionen, deren Betrag quadratisch Lebesgue-integrierbar ist. Der
Lo, mit dem Skalarprodukt

< f,9>1,,=<f,9 >0= /ng(x)dl“

ist ein Hilbertraum. Zusétzlich liegt C§°(€2) dicht in Lo(2) (vgl. [15]). Wird eine Diffe-
rentialgleichung in schwacher Form gelost, so kann die Existenz einer Losung leichter ge-
sichert werden als die klassische Losung einer partiellen Differentialgleichung. Allerdings
konnen Losungen existieren, die weniger glatt sind als es die urspriingliche Gleichung
verlangt. Deshalb werden die Losungen, die mit Hilfe einer schwachen Formulierung
bestimmt werden, auch schwache Lésungen genannt. Trotzdem werden Hilbertraume
benoétigt, die eine gewisse Glattheitsbedingung an die Funktionen stellen, in denen die
schwachen Losungen enthalten sind. Die Sobolev-Riume besitzen die gewiinschten Ei-
genschaften und sind Unterhilbertrdume des Ly. Um diese Rdume einzufiihren, wird der
Begrift der schwachen Ableitung benotigt.

Definition 2.1 (Schwache Ableitung).
u € Lo(Q2) besitzt in Lo(Q2) die schwache Ableitung v = 0%, falls v € Ly(£2) und

<P, v >0= (1) < 9°®,u > fiir alle ® € C°(Q)

gilt (vgl.[4]).

Beispiel 2.2.
Man betrachte die Hut-Funktion

0, reR\[-1,1]
flx)=<¢ z+1, z€[-1,0]
1—z, z€(0,1]

Da einzelne isolierte Punkte Lebesgue-Nullmengen sind, gilt:

Af@)@@(@d:c - /O (x + 1)0®dz + /01(1 ~ 2)0®dx

0
CI>dx—i—/ Odx

-1

— sign(x) x[-1,1] (%) Pda.

%\\
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Damit ist die Ableitung in schwacher Form

Of = —sign(x)x-11().

Um die schwachen Ableitungen besser zu verstehen und im weiteren Verlauf der Arbeit
die schwache Formulierung des Eigenwertproblems aufzustellen, werden an dieser Stelle
die Begriffe Funktional- und Dualraum definiert.

Definition 2.3 (Funktional).
Sei H ein Hilbertraum. Ein Funktional ist eine Abbildung

T:H — R oder C.

Definition 2.4 (Dualraum).
Sei H ein Hilbertraum. Die Menge

H :={T :H — R oder C: T linear und stetig},

ist die Menge aller linearen und stetigen Funktionale von H nach R bzw. C und wird
Dualraum von H genannt.

Die folgende Anmerkung erkldrt den Zusammenhang zwischen schwacher und klas-
sischer Ableitung. Dazu wird ein bekannter klassischer Satz der Funktionalanalysis be-
nutzt, der Fréchet-Riesz’sche Darstellungssatz. Dieser Satz wird im weiteren Verlauf der
Arbeit eine wichtige Rolle spielen und ist zum Beispiel in [17][S. 36] und [1][S.170] zu
finden.

Satz 2.5 (Fréchet-Riesz’sche Darstellungssatz).
Sei H ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem stetigen Funktional | € H' genau ein
w € H, sodass es eine Darstellung des Funktionals gibt mit

[(v) =<v,w> Vv e H.

Somit gilt
] = ] e,

wobei ||l|| die Operatornorm von | bezeichnet. Umgekehrt ist fir ein gegebenes w € H

die Abbildung
v =< v, w >

ein stetiges Funktional mit Operatornorm ||w||g.
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Anmerkung 2.6.
Sei f € Ly(2) mit der Einschrinkung, dass Q2 C R und 0f € L, existieren, so gilt mit
partieller Integration

/Q O®(z) fdr = — /Q ()0 fd. (5)

Da ® € C§° einen kompakten Trager hat, entfallen die Randterme bei der Integration.
Des Weiteren ist

CLf(U) =< f,U > Lo

ein stetiges lineares Funktional, wobei v die schwache Ableitung von u € L ist. Der Satz
von Riesz besagt, dass ein eindeutiges w € Lo existiert, sodass

ap(u) =< w,u > Yu € Ly
gilt. Da der Raum C§° dicht in Lo liegt, gibt es eine Folge {®,, },en, fiir die gilt:
||®,, — ul|r, — 0 fiir n — oo.
Mit (5) ergibt sich

af((I)n) =< f, 8(I)n >1s
=—<0f,®, >,

und indem man den Grenziibergang n — oo bildet, erhilt man

af(u) = lim ap(P,) = — < If,u >, Yu € Lo.
n—oo
Hierbei wird ausgenutzt, dass fiir die Grenzwertbildung die schwachen Ableitungen von
u und ®,, iibereinstimmen, wie die folgende Rechnung zeigt:

|/(a<17n—aa)q>dx12: |/ (@, = 0)0Dda)?
Q Q
< |[|®, — ul]?||0®]”

Es folgt, dass die klassische Ableitung mit der schwachen iibereinstimmt.
Dieses Ergebnis gilt auch fiir die Ableitungen héherer Ordnung in allen Teilrdumen des
RV,

Anmerkung 2.6 zeigt, dass die schwache Ableitung eine Verallgemeinerung der klassi-
schen Ableitung ist. Das Problem der klassischen Nicht-Differenzierbarkeit einer Funk-
tion wird mittels Integration auf eine glatte Testfunktion iibertragen. Der Grad der
Glattheit eines Sobolev-Raumes soll sich durch die Existenz schwacher Ableitungen ho-
herer Ordnung bestimmen.
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Definition 2.7.
Fiir ein ganzzahliges m > 0 bezeichnet H™(Q2) die Menge aller Funktionen u in Lo (£2),
die schwache Ableitungen 0%u, fiir alle |a| < m, besitzen. In H™(2) wird durch

< U,V >ppi= Z < 0%, 0% >

laj<m

ein Skalarprodukt mit der zugehorigen Norm

[ = Z ||8au|’%2(ﬂ)

laj<m

erklart (s. und vgl. [4]).

Anmerkung 2.8.
Es sei angemerkt, dass der Untervektorraum C*° N H™ dicht im Raum H™ liegt. Dies
ist eine Folgerung des Satzes von Serrin und Meyer [18|.

14



2.2. Operator-Theorie

Im folgenden Abschnitt werden zunéchst einige Notationen beziiglich der Operator-
Theorie eingefiihrt. Wie in [23], seien H, H;, H, Hilbertrdume, versehen mit einem
Skalarprodukt < -,- >. Nach (4) bezeichnet £(H;,Hs,) den Raum der stetigen linea-
ren Operatoren von H; nach Hy und definiert £(H) := L(H, H). Fiir einen Operator
T € L(H;,H,) werden das Bild bzw. der Kern des Operators mit R(7) und N(T) be-
zeichnet.

Im Folgenden werden die Begriffe adjungierter Operator und selbstadjungierter Operator
definiert.

Definition 2.9 (Adjungierter und selbstadjungierter Operator).
Sei T € L(H;, Hy). Der Operator T*, definiert durch die Abbildung

< Tv,u>g,=<v,T"u >y, Yve H;,ueH,,

heilst adjungierter Operator. Die Eindeutigkeit des Operators T folgt aus dem Satz
von Fréchet-Riesz, da < Tw,u > ein lineares Funktional in v ist. Ein Operator heifst
selbstadjungiert, wenn

T=T"
gilt.
Weiterhin ist die Positivitit eines Operators relevant.

Definition 2.10 (Positiver Operator).
Der Operator T heift positiv, wenn die Bedingung

<u,Tu>x>0VueH

erfillt ist.

An dieser Stelle wird auf die spezielle Klasse der kompakten Operatoren eingegan-
gen. Sie ist besonders wichtig, da ihre Eigenschaften Voraussetzungen einiger Sitze sind,
mit deren Hilfe die Existenz einer Losung des oben erwdhnten verallgemeinerten Eigen-
wertproblems garantiert werden kann. Zuerst wird der Begriff des kompakten Operators
definiert, dabei ist X ein normierter Banachraum und

B.(z) ={y,r € X und r > 0| ||z —y|| <7}

eine Kugel um den Punkt x mit Radius 7.
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Definition 2.11 (Kompakte Operatoren).
Seien X und Y zwei Banachrdume. Dann heifft eine lineare Abbildung 7" : X — VY
kompakter (linearer) Operator, falls eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften gilt:

1. T(B1(0)) C Y kompakt.
2. T(B1(0)) C Y ist prakompakt
3. M C X ist beschrinkt = T'(M) ist prakompakt

4. Fiir jede beschriankte Folge (2,)nen in X besitzt (T2, )qen eine in Y konvergente
Teilfolge.
(vel. [1]]S.331])

Das folgende kleine Lemma wird bendétigt, um die Kompaktheit eines Produktes von
Operatoren zu zeigen.

Lemma 2.12.
Seien X,Y und Z Banachrdume und Ty € L(X,Y) und Ty € L(Y, Z).
Ist T oder Ty kompakt, so ist die Hintereinanderausfithrung 15T ebenfalls kompakt.

Beweis. Angenommen, T} sei ein kompakter Operator und sei (x,,),en eine beschriankte
Folge in X, dann gibt es eine konvergente Teilfolge (T'Zy)ren von (T'z,)nen in Y, die
gegen ein yo konvergiert. Aus der Linearitdt und der Stetigkeit des Operators T, folgt
die Ungleichung

1 Tayo — To(TaZp)ill = [[T2(yo — (TaZr)e)ll < | T2]] [lyo — (TaZi )il

Bildet man den Grenzwert lim, erhélt man die konvergente Teilfolge T5(71%), und

somit gilt Aussage 4 der Deﬁkr;i)g?on 2.11.

Sei nun 75 ein kompakter Operator. Da x,, beschrankt ist, ist T x,, ebenso eine beschrink-
te Folge, da T} ein beschriankter bzw. stetiger Operator ist. Aufgrund der Kompaktheit
von Ty existiert eine konvergente Teilfolge von (15272, )pen- O
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2.3. Verallgemeinertes Eigenwertproblem

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die Grundlagen der Definition eines verallgemei-
nerten Eigenwertproblems in Hilbertraumen aufgezeigt. Nun wird unter Zuhilfenahme
der Literatur [23|[S.2] das verallgemeinerte Eigenwertproblem definiert.

Seien S, M € L(H), u € Hund A € C bzw. R. Es wird das verallgemeinerte Eigenwert-
problem

Mu = A\Su (6)

betrachtet. Es werden also A gesucht, fiir die nichttriviale Losungen u der Gleichung (6)
existieren. Besitzen die Operatoren M und S noch weitere Eigenschaften, so macht der
nachfolgend zitierte Satz eine Existenzaussage iiber die Losung eines Eigenwertproblems
der Art (6). Zusétzlich wird auch die Existenz einer Basis aus Eigenvektoren bewiesen,
mit der sich jedes v € H darstellen lésst.

Satz 2.13.

Seien M, S € L(H) positive und selbstadjungierte Operatoren. Es wird angenommen,
dass M kompakt und injektiv und S bijektiv ist. Dann ezistiert eine unter Beachtung der
Multiplizitit absteigende Folge 0 < )\, — 0 und eine Folge u,, € H, sodass

Mu,, = \,Su,,

1
" < Uy, Mty > = Opyn, =< Uy, Sty >

n

gilt und jedes uw € H durch eine eindeutige H-konvergente Summe

oo
u = E Oy Uy,
n=1

reprdasentiert wird, wobei o, eine fo-konvergente Folge ist und die einzelnen Folgenglieder
als

Q=< U, Sty >
definiert sind.

Da der Satz 2.13 Wissen iiber Abbildungseigenschaften von Operatoren voraussetzt,
werden die beiden folgenden Lemmata aus [23|[S.2f] zitiert.

Lemma 2.14.
Sei T € L(H) ein selbstadjungierter Operator. Wenn T injektiv ist und das Bild des
Operators abgeschlossen ist, so ist er bijektiv und somit stetig invertierbar.

Lemma 2.15.
Fin Operator T € L(H) ist injektiv und hat ein abgeschlossenes Bild, wenn eine Kon-
stante ¢ > 0 ewistiert, sodass

< u, Tu >r> c||ul|f, YuecH

gilt.
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2.4. Taylorentwicklung von Operatoren

Die dieser Arbeit zugrunde liegende Modell- und Operatorgleichung, die lineare Glei-
chung der Elastik, ist eine Linearisierung der elastischen Gleichung der Elastodynamik.
Da lineare Funktionen einfach zu berechnen sind, werden in Physik und Mathematik hau-
fig nichtlineare Funktionen durch lineare Funktionen angendhert. Ein wichtiges Werk-
zeug hierbei ist die Taylorentwicklung. Um einen Operator mit der Taylorentwicklung
zu linearisieren, muss zuerst der Begriff der Ableitung eines Operators erklirt werden.
Es sei daran erinnert, dass die Ableitung einer Funktion f : 2 — R in einem Punkt
x € Q die beste lineare Approximation ist.

Definition 2.16.
Seien X und Y normierte Vektorrdume und sei I' C X eine offene Teilmenge. Eine
Abbildung f : I' — Y heifst differenzierbar in einem Punkt = € I', wenn ein Element
f'(z) € L(X,Y) des Raumes der stetigen linearen Abbildungen zwischen X und Y
existiert, so dass

fx+h) = f(z)+ f(x)h + o(h).
Dabei liegt der Punkt x + h in I' und die Menge der zuldssigen Vektoren A enthilt eine
Kugel B,.(0) € X mit einem r > 0. Die Notation o(h) bedeutet, dass ein €¢(h) € Y mit

o(h) = [|hlle(h)
und der Grenzwerteigenschaft

lim ||e(h)|| =0

h—0

existiert. Das Element f'(a) € L(X,Y) heikt Fréchet-Ableitung oder Ableitung der Ab-
bildung f im Punkt = (vgl. [5]).

Anmerkung 2.17.
Ist eine Abbildung f differenzierbar im Punkt z, so ist sie wegen der Ungleichung

1f () = F@ + W)y = (1 (@)h+o(M)lly < [IAlIx (1S (@)lly +[le(h)]]y)

stetig.

Ebenso ist die Fréchet-Ableitung im Punkt = eindeutig, falls sie existiert. Dazu seien fj
und f4 zwei verschiedene Fréchet-Ableitungen und ¢ € R, sodass x + th € B,(0) gilt. Es
folgt

HﬁjH 1f3(ha) + £ o) — (o + th) = F o) + Flan -+ th) = )| [l
< ||thH | fi(ha) = f(wo) — f(xo + th)[| |P]|x

+|If (o) + f (o +th) — fo(th)I] ||A]|x
= 2[[e(th)[ly-
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Durch Bildung des Grenzwertes lin% ||le(th)|]y folgt
—

I(fi = f2)Rll =0,
fiir alle h € X. Aufgrund der Homogenitit der Norm folgt

fi= 1

Bildet man die zweite Ableitung, so ist sie eine Abbildung von X in den Vektorraum
der linearen Abbildungen von X nach Y. Somit ist

(') € L(X, L(X,Y))

eine bilineare Abbildung.

Es bezeichnet f™ die m-te Ableitung einer Abbildung f. Fiir m > 2 ist dies eine
Abbildung von X in den Raum der (m — 1)-linearen Abbildungen £, 1(X,Y’) und
somit ist

f € Lon(X,Y)
eine m-lineare Abbildung (vgl. [5](S.22ff)).

Oft kann die Fréchet-Ableitung anhand ihrer Wirkung auf Vektoren berechnet werden,
was zur Definition der Gateaux-Ableitung fiihrt.

Definition 2.18 (Gateaux-Ableitung).

X und Y seien zwei normierte Vektordume. Sei I' eine offene Teilmenge von X und
f:T'C X — Y eine vorgegebene Abbildung. f heift in x € I' Gateaux-differenzierbar,
falls eine lineare Funktion A € L(X,Y) existiert, sodass

o J@+ th) = f(@)

t—0 t

= Ah

fir alle h € X mit ||h]| = 1.
Dann wird 0 f := A als Gateauz-Ableitung bezeichnet.

Ist eine Abbildung f Fréchet-differenzierbar, so ist sie auch Gateaux-differenzierbar
und die Fréchet-Ableitung stimmt mit der Gateaux-Ableitung iiberein. Die Umkehrung
gilt im Allgemeinen nicht. Der nachfolgende Satz ist z. B. in [8|[S.100] zu finden und nennt
Voraussetzungen, unter denen aus Gateaux-differenzierbar auch Fréchet-differenzierbar
folgt.

Satz 2.19.

Sind die Voraussetzungen der Definition 2.18 gegeben, so ist die Abbildung f : ' = Y
Gateauz-differenzierbar und §f : I' — L(X,Y) ist stetig beziiglich der Operatornorm auf
L(X,Y), soist f Fréchet-differenzierbar.

Es werden nun beispielhaft die Gateaux-Ableitungen einiger Abbildungen berechnet.
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Beispiel 2.20.

1. Sei X der Vektorraum der quadratischen n x n-Matrizen M", ausgestattet mit dem

Frobeniusskalarprodukt
A: B :=spur(A'B).

Die Abbildung f : M"™ — R sei differenzierbar. Jede Matrix X € M" hat eine
eindeutige Darstellung

n,n
X = E Xij€ij,
ij=1
wobei e;; die orthonormalen kanonischen Basisvektoren sind. Wird f nun als differen-

zierbare Abbildung von R — R aufgefasst, so existieren alle Richtungsableitungen.
Sei aufserdem H € M". Aus der Rechnung

n,n

FX +tH) = (X + tHj)es;)

ij=1

= F(X) + 3 O, f (@) Hy + o)

ij=1
lassen sich die Komponenten der Gateaux-Ableitung als
(Vo f)(X)ij = Ox, f(X) := 05 f(X)

angeben. Da die Differenzierbarkeit vorausgesetzt ist, entspricht die Gateaux-Ableitung
der Fréchet-Ableitung.

2. Sei f: M"™ — M" differenzierbar. Es gibt also eine Darstellung
f(X) = Z fij(z Hk:lekzl)eij-
ij=1  kl=1

Wird f als Abbildung von R™ — R" aufgefasst, so berechnet sich aus dem vorherigen
Beispiel die Wirkung der Ableitung auf ein Element H als

f(@)H = Z Z O f (x)ei;. (7)
ij=1k,l=1
Der obige Ausdruck (7) lidsst sich mit Hilfe des Frobeniusskalarproduktes als
f'(x)H = spur(ViH) = Vxf:H,

schreiben.
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Die eben erlduterten Definitionen und Sitze sind die Grundlagen fiir den aus |5][S.24]
zitierten nachfolgenden Satz, der eine Verallgemeinerung der Taylorformel einer Abbil-
dung f : R" — R darstellt. Dabei wird fiir die Anwendung des Ableitungsoperators auf
ein Element mit gleichbleibenden Vektorkomponenten die Notation

FmM (@)™ = f(a)(hy, hy, ..., hm) mit h; = h
verwendet.

Satz 2.21 (Taylor-Young Formel).
Seien X und Y zwei normierte Vektorraume, sei I' eine offene Teilmenge von X, sei

[z, x + h] ein geschlossenes Segment in T, sei f: T C X — Y eine Abbildung und sei
m € N mit m > 0.

Wenn f (m —1)-fach differenzierbar in I ist und m-fach differenzierbar in dem Punkt x,
dann st

Flo By = @)+ S @+ = O Bl e(R),

mit lim e(h) = 0.
h—0
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3. Einfithrung in die Elastomechanik

3.1. Die Gleichungen der linearen Elastik

Die Elastomechanik untersucht die Gestaltsinderung eines festen Korpers unter der Fin-
wirkung von Kréften. Dabei wird zwischen anisotropen und isotropen Korpern unter-
schieden. Die physikalischen Eigenschaften anisotroper Korper sind richtungsabhéngig.
Isotropie bezeichnet die Richtungsunabhingigkeit der physikalischen Eigenschaften eines
Korpers. Daher ist der isotrope Fall in der Regel einfacher zu behandeln. Um die Ge-
staltsdnderung zu beschreiben, wird eine Deformation des Korpers im elastischen Bereich
betrachtet, d. h. nach Wegtall aller Kréfte nimmt der Kérper wieder seine urspriingliche
Gestalt an.

Sei nun  C R? und sei ey, €5, e3 eine orthogonale Basis des R3 als Bezugssystem fest
gewahlt. Eine Deformation ist eine physikalisch sinnvolle Abbildung ¢, die die Bewe-
gung eines Punktes z € ) von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration
beschreibt.

Definition 3.1 (Deformation).
Eine Deformation des Korpers () ist eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung
¢ :10,T] x 2 — R3, die orientierungserhaltend ist, d.h. es muss

det Vo(t,z) > 0 V(t,x) € [0,T] x Q

gelten. Dabei ist

99i

volt.a) = (5"

(t,2))ij=1.23 € R®?

die Jacobimatrix nach den Ortskoordinaten. Die Ableitung der Deformation nach der
Zeit wird als Geschwindigkeitsfeld

v(t, x) = ¢(t, x)
bezeichnet (vgl. [5]).

Ein Koordinatenpunkt x € €2 in der Referenzkonfiguration wird Materialkoordinate
genannt. Eine Verschiebung des Punktes ¢ := ¢(¢,7) in die Momentankonfiguration
wird aktuelle Koordinate genannt. In der elastischen Mechanik sind Beschreibung und
mathematische Verkniipfung der Verschiebung eines Punktes 2% aus seiner Ausgangslage
x von Interesse. Dies fiihrt zur Definition eines Verschiebungsfeldes.

Definition 3.2 (Verschiebungsfeld).
Es sei ¢ eine Deformation. Dann ist w : [0, 7] x Q — R?® mit

u(t,z) = o(t,x) —x
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das Verschiebungsfeld der Materialkoordinate x. Der Verschiebungsgradient Vu ist in
Materialkoordinaten

Vu=Vo(t,z)—1
dargestellt, wobei I die Einheitsmatrix ist.

Anmerkung 3.3.
Durch u?(t,z?) = 2% — ¢~ (t,2?) ist das Verschiebungsfeld in aktuellen Koordinaten
gegeben. Es gilt

u(t,z) = u®(t, z%).

In der Literatur [13][S.145f] wird die Gleichung der Elastodynamik in Referenzkoor-
dinaten als

p(x)o(t,x) = div P(t,x) + f(t,x) (8)

angegeben. Dabei bezeichnet f : [0, 7] xQ — R? die von auken wirkende Kraftdichte und
P:[0,T] x Q — R**3 den Piola-Kirschhof schen Spannungstensor. Ein Material heifst
elastisch, wenn die sogenannten konstitutiven Gleichungen existieren. Dies bedeutet nach

15](S.92] und [13][S.8]:

Definition 3.4 (Elastizitét).
Ein Material ist elastisch, wenn eine Antwortfunktion existiert

POxGLE - RY,
sodass die Gleichung
P(t,z) = P(z,V®(x,t)) 9)
fiir alle z € Q und t € [0, 77 erfiillt ist, wobei GL" als
GLY :={Y € R"™" mit det(Y) > 0}

definiert ist. Dabei ist Gleichung (9) die konstitutive Gleichung des Piola-Kirchhof’schen
Spannungstensors.

Anmerkung 3.5.

1. Elastizitdt bedeutet, dass ein Spannungstensor am Ort x durch seinen Verschie-
bungsgradienten vollstéindig bestimmt ist.(vgl [5][S.91f])

2. Ein Material ist isotrop im Punkt x, falls die folgende Bedingung gilt:
P(z,YQ) = P(z,Y)Q VY € GL3,Q € 0%,

wobei O 1= {Q € R*?| det@ = 1 und QQ" = I} die Menge der Rotationsma-
trizen im R3 ist. Ein Material wird isotrop genannt, wenn es an jedem Punkt x
isotrop ist. Andernfalls ist es anisotrop(vgl. [5][S.106]).
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Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 ist ®(0,2) = x und daher V®(0,2) = I. Sei Y € GL}. Es
wird angenommen, dass die Antwortfunktion in der zweiten Komponente beziiglich der
Frobeniusnorm zweimal stetig differenzierbar ist. Dann lisst sich diese nach Satz 2.21
um die Identitdtsmatrix I als Taylorreihe entwickeln und es ergibt sich

P(z,Y)=P(z,])+Cz): (Y =I)+o(||]Y — I||r), (10)

wobei nach Beispiel 2.20 (2.) C(z) = VyP(2,Y)|; gilt. Dabei bezeichnet Vy P(z,Y)|;
die Auswertung der Abbildung Vy P(x,Y) fiir Y = I. Nach [13][S.208] und [5][S.252] ist
die Abbildung C' ein Tensor der 4. Stufe und heift Elastizititstensor. Dieses Ergebnis
wird in einer Definition festgehalten.

Definition 3.6.
Sei x € Q. Der Tensor der 4. Stufe
é(x) R3S 5 R3S
C(x) = VyP(z,Y)|;
ist eine lineare Abbildung und heifst Flastizitdtstensor.

Ein Tensor der 4. Stufe kann nach [2][S.18f] und [14][S.340f] iiber die festgelegten Ein-
heitsvektoren {e, ea, €3} dargestellt werden, deshalb existiert fiir den Elastizititstensor
eine Darstellung

3

3 3
é ZZZZCz]kle €;€LEl,

=1 k=1 j=1 =1

wobei die Menge
{eiejene; =€, ®e; @ e @eli, 7, k, 1 € {1,2,3}}

iiber das Tensorprodukt ,,®“ eine Tensorbasis bildet.
Zusétzlich soll die Annahme getroffen werden, dass der Korper keine Figenspannungen
besitzt. Dies sind Spannungen, die schon im Korper vorhanden sind, bevor er deformiert
wird. Daraus folgt, dass der Term nullter Ordnung in der Taylorentwicklung wegfallt,
also

P(0,2) = P(z,I) = 0.

Weiter wird vorausgesetzt, dass ein hyperelastisches Material betrachtet wird. Solche
Materialien erfiillen nach [13][S.210] das Axiom der Entropieproduktion. Dieses ist dqui-
valent dazu, dass eine potentielle Energiefunktion

U:QxGL? =R (11)

existiert. Das Potential U speichert die durch die Verformung entstandene Energie voll-
stdndig und wird deshalb als Verzerrungsenergiedichte bezeichnet. Aufgrund der Poten-
tialeigenschaften gibt es ein konservatives Kraftfeld P mit

P(z,Y) = Vy¥(z,Y).
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Bei hyperelastischen Materialien gilt nach [13][S.210 und S.335] fiir die 81 Komponenten
des Elastizititstensors C die Symmetrieeigenschaft

Cijkl = Cklij = Clkij = Clkji7 (12)

sodass nur 36 verschiedene Komponenten existieren. Dabei ist anzumerken, dass die
Symmetrie

Cijii = Chiij = Curij (13)

auch fiir nicht hyperelastische Materialien gilt. Durch Anwendung der Symmetrien (13)
ergibt sich fiir den linearen Term der Taylorentwicklung fir Y = V¢

3,3 33
C’(;C) :Vu = Z Z C’ijleukleij

i,j=1k,l=1

3338
=> > 5 (Ciga + Cijire) Ve

ij=1k,=1

33 33 ]
= Z Z Cijkl§(vukl + Ve,
ij=1kl=1

~

C(z) : %(Vu + Vul)
C(z) : e(Vu).

Dabei bezeichnet
1
e(Vu(t,x)) : = §(Vu + (Vu)h)

den linearisierten Dehnungstensor. Weiter soll nun die Annahme getroffen werden, dass
die Frobeniusnorm der Verschiebungsgradienten klein ist, sodass das Restglied der Tay-
lorentwicklung (10) vernachlissigt werden kann. Somit gilt die Annahme des Hook’schen
Gesetzes

P(t,z) = C(z) : (e(Vu)).

25



Zusammenfassend konnen folgende Annahmen gemacht werden:
Annahme 3.7.

1. Die Verformungen eines Korpers liegen im elastischen Materialbereich.

2. Das Material des Korpers ist hyperelastisch.

3. Der Korper besitzt keine Eigenspannungen.

4. Die Betrdge der Verschiebungsgradienten sind klein vm Sinne, dass

|Vul|p := spur((Vu)TVu) klein ist.

Gelten die obigen Annahmen, so kann die Gleichung (8) mit Hilfe des Hook’schen Ge-
setzes in die Gleichung der linearen Elastizitdt aus [13][S.238]

p(l’)d(t, l’) - le(é(l‘) : [E(vu(tv l’))]) = f(t,[t), (14)

iberfiithrt werden.
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3.2. Voigt'sche Notation des Hook’schen Gesetzes

Damit Gleichung (14) des vorherigen Abschnittes eine leichter zu handhabende Form
erhilt, wird eine Matrixschreibweise des Hook’schen Gesetzes

P(x,t) = C(z) : [e(Vu(t, z))]

hergeleitet, die sogenannte Voigt'sche Notation. Dabei ergibt sich fiir den linearisierten
Dehnungstensor e(Vu(t, x)) die Identitét

1
e(Vu(t,x)) : = i(Vu + (Vu)™)
1 alul 82u1 (93u1 81U1 81UQ 81u3
=5 O1uy Oaug Osug | + |Ohuy Oaug  Osug
(91U3 82U3 83U3 83U1 83u2 8371,3

Die Komponenten der Matrix
G(VU(t,I)) = Eij |7i,j:1,2,3
haben die Form
1

Da die Symmetrieeigenschaft (12) gilt, kann eine Matrixschreibweise fiir die einzelnen
Komponenten des Hook’schen Gesetzes hergeleitet werden:

A

(C: [e(Vu)])i

= (Z Z Cijkle(Vu)kl> -

k=1 I=1
= (Cij1r€11 + Cijasean + Cijssess + 2C;j03€11 + 2C; 13613 + 201‘3‘12612),-0

€a-
= (Oijlla Cij22> Cij33a Cij??n Oilea Cile) 5 : (16)

2623
2613
2612

Beachtet man die Symmetrie der Matrix (16), so sind die 6 verschiedenen Komponenten
mit dem Spannungsvektor

022
033
023
013
012
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verkniipft iiber die Gleichung

011 Cinn Cuze Cuss Chaes Ciing Chin €11
022 Cooir Cazz Cozzz Chzz Croiz Cogno €22
933 | _ Cs311 Cszop Cszzz Oz O3z Csapg €33
023 Cos11 Caszn Cazzgs Cozas Caziz Casio 2€93
013 Cisii Cisze Cizzs Cizes Ciziz Cisio 2613
012 _01211 Craza Chazz Cizez Chas 01212_ 2€10

mit der Flastizitatsmatriz

Cllll CY1122 CYll33 C’1123 C’1113 C(1112

02211 02222 02233 C12223 CV2213 02212
L C’3311 C’3322 C’3333 C’3323 03313 03312

C = : (17)

02311 02322 C’2333 02323 C’2313 C12312

01311 01322 CYl3?>3 CYl?)23 CV1313 CV1312

_01211 C11222 C11233 C’1223 C’1213 CY1212_

Anmerkung 3.8.
Die Elastizitdatsmatrix C' ist im Falle der Hyperelastizitit symmetrisch.

Zusammenfassend ergibt sich fiir die einzelnen Komponenten des Spannungsvektors
33
ij = g Cijki€xis
k=1

die sogenannte Indexschreibweise und es bezeichnet

33 33
o= g Cijrieij = E Uij€ie; (18)
ij=1 k=1 ij=1

den Spannungstensor mit Basis {e;e; :=e; ® ¢;}.

Physikalisch gesehen gibt die Anwendung des Spannungstensors auf eine Richtung n € Sy
s(n) = 6(n) = 6 - n die Spannungen s an, die an einer Fliche mit Flichennormalen n
angreifen. Es wird nun ein dreidimensionaler, infinitesimal kleiner Wiirfel betrachtet,
dessen linke, obere, hintere FEcke den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems
markiert. Seine Basisvektoren {ey, €9, e3} laufen parallel zu den Kanten, sodass sich mit
Hilfe des Spannungstensors ¢ fiir die Spannungen, die an einer Fliche mit Flichennor-
male in Richtung eines Einheitsvektors e, anliegen,

oep = Z oijeie;(ex) Zamel (19)

i,j=1

ergibt, wie in Abbildung 9 dargestellt. Dabei wurde die Rechenregel fiir Tensoren aus
[2][S.19]
e; X €€k = eiéjk
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verwendet. Daher sind 011, 099 und o33 die Normalenspannungen, die an einer Seiten-
flache des Wiirfels in Richtung e;, e; bzw. e3 angreifen. 93, 013 und o5 sind die Scher-
spannungen in Tangentialrichtungen einer Seitenfliche und greifen somit senkrecht zum
Normalenvektor der zugehorigen Hauptspannung an. Man beachte, dass aufgrund von
(16) fiir ein hyperelastisches Material nur drei verschiedene Scherspannungen existieren.
Auferdem ist jede Spannung als Linearkombination der Elemente de;

3
s = Z a;o(e;)
i=1

vollstéandig bestimmt.

Anmerkung 3.9.
In der Literatur, wie z. B. in [23|, werden auch die Notationen

€r ‘= €11
€y = €22
€y 1= €33
Vyz = 2623
Yoz = 2€13
me = 2612
oder

Oy = 011
Oy = 022
Oy :— 033
Tyz :— 023
Tzz = 013
Ty *= 012

verwendet, die deutlicher zwischen Scher- und Normalenspannungen unterscheiden. Da-
bei werden die Einheitsvektoren mit e; = e,, es = ¢, und e3 = e, identifiziert.
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Abbildung 9: Spannungen eines infinitesimalen Einheitswiirfels
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3.3. Alternative Formulierung der linearelastischen Gleichung

In diesem Abschnitt wird eine Matrixformulierung der linearelastischen Gleichung
(14) hergeleitet.
Es seien der Matrixdifferentialoperator L und der Spannungsvektor e als

o 0 0
0 0y O
|0 0 o
L= 0 9 0 (20)
ds 0 0O
0, & 0]
€11
€22
L €33
=19, (21)
2613
2612

gegeben. Mit Hilfe des Operators L kann der Spannungsvektor e mit dem Verschiebungs-
feld u verkniipft und das Hook’sche Gesetz umformuliert werden.

Lemma 3.10.
Der Spannungsvektor hat eine Darstellung

e = Lu. (22)
Weiterhin qilt die folgende Operatorgleichung
div(C(z) : [e(Vu(t, z))]) = LTCLe. (23)
Beweis. Aufgrund der Identitédt (15) ergibt sich der Zusammenhang

o 0 0
0 0 0
0 0 05
0 83 82

d3 0 O

dp 01 0

Uy

us

Ohuy

Doty

Osus
Osug + Ogug
63’&1 + 81u3
82u1 + 81U2
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Verwendet man die Voigt’sche Notation des Hook’schen Gesetzes und (22), so gilt fol-
gende Gleichung

. Oo11 + 0a012 + 03013
div(C(z) : [e(Vu(t, x))]) = | 01012 + 02022 + 03093
o013 + Da023 + D3033

011

022

_ 7|93

]

Spaltet man den Operator L nach den einzelnen partiellen Ableitungen auf, so kann
folgende Darstellung verwendet werden

L = L1y + L0y + L5, (24)

wobei L1, Lo, L3 feste Matrizen sind. Diese haben die Form

(25)

OO OO O
_ oo O O O O
O = O O OO
_ o0 O O O O
o O O OO
OO = O OO
SO = OO oo
OO = O OO
OO O = OO

Zusammenfassend erhdlt man die Matrixoperatorform der linearelastischen Gleichung

p(x)ii(t,r) — L'CLu = f(t, ). (26)
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3.4. Geometrie der Aufgabenstellung

In diesem Abschnitt wird die Problemstellung mit Hilfe der linearelastischen Gleichung
formuliert. Als geometrische Grundlage soll eine in x;- und x,-Richtung mehrfach ge-
schichtete, unendlich ausgedehnte Platte betrachtet werden, wobei die kanonischen karte-
sischen Einheitsvektoren verwendet werden. Diese Platte hat in x3-Richtung eine Dicke
von 2H. Der Nullpunkt des kartesischen Koordinatensystems mit Einheitsvektoren in
Z1-, To- und z3-Richtung wird in die Plattenmitte gelegt. Die Positionen der einzelnen
Randschichten werden in x3-Richtung mit

-H=Hy<H,---<H,1<H,=H (27)

angegeben, dies soll einer Platte mit n Schichten entsprechen. Es wird angenommen,
dass in einer Schicht Dichte p(x3), Verzerrungsenergiedichte und somit auch die Elasti-
zitdsmatrix C(z3), konstant sind und deshalb nur von der Koordinate x5 abhingen, wie
in Abbildung 10 gezeigt.

W

N

,_.
.
-~

N

X,

Abbildung 10: Geometrie der geschichteten Platte

Es wird zusétzlich vorausgesetzt, dass keine dufleren Kréfte vorhanden sind und daher
in jeder Schicht fiir den Verschiebungsvektor u

prii(t,x) = LY CyLu(t, x), ¥t und Vo € (H;_y, H)) (28)

gilt, mit den Indizes [ = 1,...,n. Fiir die dufleren Schichtrinder einer spannungsfreien
Platte gelten die Randbedingungen

LIC Lu(t,z)| -y = LYC,Lu(t, x)|y = 0, Vt. (29)
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Der Verschiebungsvektor u soll innerhalb der Platte stetig sein, somit gilt fiir die inneren
Schichtrander

LYC Lu(t, z)|g, = LY Crya Lu(t, 2)|p,, Vt (30)
und alle Indizes [ =1,...,m — 1.

Anmerkung 3.11.
Es gilt der folgende Zusammenhang

033
LgC’lLu = Lga = | o3 | . (31)

013
Wie in Rechenschritt (19) gezeigt, handelt es sich um dieselben Komponenten der Nor-
malenspannung und Tangentialspannungen des Spannungstensors, die auch auf die FI&-

chennormale e3 des Randes einer Plattenschicht im Punkt x angewendet werden. Die
Gleichung (30) ist somit dquivalent zur Aussage

(3'7'63+(3'+'(—63) = 0.

Dabei bezeichnet 6~ den Spannungstensor der unteren und 6% der oberen Plattengrenz-
schicht im Punkt x.

Abbildung 11: Geometrie einer Grenzschicht

Im weiteren Verlauf wird u als eine z;-z5-ebene harmonische Welle

u(t, x) ﬁ(xg)ei(<a,a:>:l:wt)

(l,g)ei(<ar,x>o:twt) —<ay,r>0)

6(

I
>

mit « € C? und o = «, + iy und der Kreisfrequenz w € R angenommen. Dabei
ist allerdings nur der Fall a; = 0 von Interesse, da es ansonsten vom Ursprung der
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Welle ausgehend zu exponentiell wachsenden bzw. fallenden Wellenamplituden kommt.
Deshalb beschrankt sich die Arbeit auf den Ansatz

u(t, x) = t(xz)e krerhawatet) (32)

mit Wellenvektorkomponenten ky, ky € R und der Kreisfrequenz w = 27 f. Durch Einset-
zen des Ansatzes (32) in die Gleichungen (28), (29) und (30) ergeben sich die zeitunab-
hiingigen und nur vom Term @(x3) := (41 (x3), t2(23), 43(z3))" abhingigen Gleichungen

—pw?t = LL O\ Ly, Yo € (Hi_, H) VI=1,...,n (33)
LYC\Lya| = L C, Lyt = 0 (34)
LgClLkuh{l == Lgcl_,_lLkU‘H” Vi = 1, e, — 1 (35)

mit dem Differentialoperator

Lk = il{ZlLl + ikng + 83L3. (36)
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4. Schwache Formulierung

Dieser Abschnitt orientiert sich an der Literatur [23]. Zum Zwecke der besseren Lesbar-
keit und Ubersichtlichkeit werden die Komponenten der Ortskoordinaten in

Ty =,
T2 =Y,
T3 := 2

umbenannt und die Notation der Operatoren und Wellenzahlen an diese angepasst

L, := L17
Ly = LQ,
LZ = L37
kx = kly
/{?y = ]{52.
Des Weiteren sei in diesen Abschnitt
Q:=(-H,H)
und insbesondere wird
H' = HY(Q)

definiert. Es werden nun stiickweise konstante Funktionen der Dichten p und Elastizi-
tatsmatrizen C definiert als

p(z) =p, Clz)=Cy, Yz € (H_1, H)). (37)

Als Ansatz einer schwachen Losung, die die Gleichungen (33), (34) und (35) erfiillt, wird
die Integralgleichung

H H
w? / o pidz = / (Li0) " C(Ly) dz (38)
- —H

betrachtet, wobei die Funktion v(z) als virtuelle Verriickung bezeichnet wird. Es wird
ein ausreichend glattes @ gesucht, das die Gleichung (38) fiir alle ¢ aus einer Klasse
von Funktionen erfiillt. Je nachdem, welche Anforderungen an © gestellt werden, ist
@ eine klassische Losung, welche die Gleichungen (33), (34) und (35) erfiillt. Welche
Eigenschaften an die Funktionsklasse und der Losung @ vorausgesetzt werden miissen,
beantwortet der aus [23|[S.7] zitierte Satz.

Anmerkung 4.1.

Sowohl 4(2) := (G,(2), 4y,(2), 0.(2))T als auch 9 := (0,(z), 0,(2),9,(2))" sind vektorwer-
tige Funktionen. Die einzelnen Komponenten liegen immer im selben Raum. Deshalb
gilt in Bezug auf die Funktionen wu,v, dass die gleiche Symbolik des Raumes fiir die
kartesische Verkniipfung mit sich selbst gewahlt wird. Zum Beispiel wird die Notation
H':=(H")3:= H' x H" x H' bzw. auch C"' := (C')? etc. verwendet.
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Satz 4.2.

Es sei vorausgesetzt, dass U stetig und schichtweise in C? liegt, d. h. 4 € C([—H, H])
und die Einschrinkung |, ny € C*([Hi—1, H))) fir | = 1,...,N. Unter dieser Vor-
aussetzung erfillt i genau dann Gleichung (38) fir alle © € C'([—H, H]), wenn 4 die
Gleichungen (33), (34) und (35) erfiillt.

Aus diesem Satz ergibt sich eine Bedingung, unter der eine schwache Losung auch klas-
sisch ist, aber es wird keine Aussage iiber die Existenz einer Losung u getroffen. Es stellt
sich weiterhin die Frage, ob die Funktionenklassen nicht zu einschrankend sind. Bei
Finite-Elemente Methoden nutzt man hiufig stetige, stiickweise affin-lineare Interpola-
tionen. Wird eine solche Interpolation verwendet, so kénnen die Algorithmen analytisch
relativ einfach hergeleitet und numerisch schnell und einfach berechnet werden. Wiirden
u oder v stiickweise linear zwischen den Platten interpolieren, so wire zwar die Stetigkeit
der Approximation garantiert, aber diese ist im Allgemeinen nicht in C'. Allerdings sind
die Tntegrale aus (38) auch fiir u,v € H' wohldefiniert. Zudem ist nach [15] C* stetig
eingebettet und dicht in H', sodass es nahe liegt, den Funktionsraum auf H'! zu erwei-
tern. Werden die Losungen 4,9 € H' als richtig vorausgesetzt, so lisst sich aufgrund der
Hilbertraum-Eigenschaften eine Existenzaussage finden. Allerdings muss die Gleichung
(38) in ein verallgemeinertes H' Hilbertraum-Eigenwertproblem transformiert werden.
Die folgenden Rechnungen sind aus [23][S.8f] iibernommen und mit Details ergénzt wor-
den.

Es gilt ebenfalls nach [15], dass die Einbettungen
H'"— C°und J: H' — L?

kompakt und stetig sind. Zudem definieren Multiplikationen einer stiickweise konstanten
Funktion p(z) > 0 bzw. einer stiickweise konstanten, symmetrischen, positiv definiten
Matrix C'(z) Operatoren in (£5)%, die bijektiv, positiv, selbstadjungiert und stetig linear
sind. Diese Eigenschaften lassen sich leicht nachrechnen.

Wenn [ die Einheitsmatrix ist, ldsst sich p auch als matrixwertiger Operator p- I schrei-
ben. Da p - I und C stiickweise positiv definit sind, folgt, dass die Operatoren positiv
sind. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der einzelnen Matrizen p; - [ und Cj, die in
(37) definiert sind, sind die Operatoren selbstadjungiert und linear, da Matrizen lineare
und stetige Operatoren sind. Die Operatornormen lassen sich durch

o) = _max (o(2)

bzw.

iCll = max {IICu]l2}

angeben, wobei ||Ck||2 die Spektralnorm der Matrix Cj ist. Mit der Betrachtung der
Gleichungen

p(2)f(2) =0V z € [-H,H] und f € (Ly)°
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bzw.
C(2)f(z) =0fiirV z € [-H, H] und f € (Ly)°

erschlieft sich f(z)=0, da p > 0 bzw. C' stiickweise konstant und invertierbar ist. Damit
sind die Operatoren injektiv und ihre Umkehrabbildungen sind als stiickweise konstante
Abbildungen

bzw.

CY2):=C'V z € [H_, H]
gegeben. Mit Hilfe der Umkehrabbildung ergibt sich auch die Surjektivitét.
Des Weiteren ist der Matrixoperator L; ein stetiger linearer Operator von
(H1)3 - (L2)6>
da

| Liul| 1,6 = ||iksLou + iky Lyu 4+ L.0.ul|p 0
< ||ikaquL26 + ||Z.kyLyu||L26 + ||Lzazu||L26
< ke |[Loul|pyo + Ryl [[Lyullp,e + || L205ul 1,0
= |kal [lullz,s + [kyl llullp,s + [10:ul] L,
< kel (ullpys + 110:ullys) + [kyl (s + 10:ullzys) + (] 4 110:ull,3)
< max{|kz|, [ky|, 1}[ul|m

gilt. Somit kann die linke Seite der Gleichung (38) fiir 0,4 € H' geschrieben werden als
i _r
w2/ O pldz = W < Jo, pJi >=w? <0, pJiu >=w? <0, Mi >,
—H

mit dem kompakten, positiven und selbstadjungierten Operator M := J*pJ. Die rechte
Seite kann umgeschrieben werden als

H
/ (Li0) ' O(Lytt) dz =< Lyt, CLpa >=< 0, L;C Lyt >=< 9, Syt >,
—H

mit dem positiven und selbstadjungierten Operator S, := L;C' L. Daher erfiillt eine
Funktion @& € H' die Gleichung (38) fiir alle ¢ € H' genau dann, wenn

w? < 0, Mt >=<0,Spt >, Yo € H' (39)

gilt.
Die Aussage (39) ist aufgrund des Darstellungssatzes von Fréchet-Riesz dquivalent zu
dem verallgemeinerten Figenwertproblem
WMt = Syt & (v +w?)Mia = yM + Siil (40)
& AMu = Sy, (41)
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mit A := 7+ w? und einem positiven, selbstadjungierten Operator S., := yM + Sy, fiir
ein beliebiges v > 0. Um die Bijektivitét des Operators S, zu zeigen, wurden in [23] die
Lemmata 2.14 und 2.15 ausgenutzt. Dabei wurde die niitzliche Ungleichung

<@, 8,0 >> c||a|[} Vi e H' (42)

fiir ein konstantes ¢ > 0 gezeigt. Damit sind alle Voraussetzungen gegeben, um Satz 2.13
auf das Operatorenpaar M und S, anzuwenden. Dies fithrt zu folgendem Satz aus [23)].

Satz 4.3.
Es existiert eine aufsteigende Folge 0 < w? — oo und eine Folge 4,, € H', so dass
WM, = Sy, (43)
2 N N Y+ W% N N
(v +w;) < Uy MUy, > = 0pm = 5 < A, Skl > (44)
wn

und jedes i € H' kann eindeutig mit einer H'-konvergenten Folge

U = i Ul (45)
n=0

dargestellt werden mit einer lo-Folge

2
(y+w’) L.
Oy, = 2 < U, Skln >w, -

Anmerkung 4.4.

e Der Satz 4.3 garantiert bei festgehaltenen k = (ky, k2)”, dass unendlich viele nicht-
triviale Losungen des Eigenwertproblems (40) existieren.

e Die gefundenen Losungen bilden eine Orthogonalbasis im Skalarprodukt
<0, U >g,=< U, S0 > .
Der folgende Satz beweist zusammen mit Satz 4.2, dass die schwachen H!'-Losungen
der Variationsgleichung (38) ebenfalls klassische Losungen sind.

Satz 4.5.
Wenn ein @ € H' die Integralgleichung (38) fir alle © € H' erfillt, dann ist u stetig
und eingeschrinkt auf eine einzelne Schicht sogar in C.
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5. Herleitung des Algorithmus

5.1. Ansatz der Finite-Elemente Methode

Es ist von Interesse, effizient und einfach die Kombinationen von Kreisfrequenzen und
Wellenvektoren zu bestimmen, fiir die eine nichttriviale Losung u existiert. Diese sollen
mit Hilfe des Ansatzes einer Finite-Elemente Methode berechnet werden. Um diese zu
konstruieren, wird die Integralgleichung (38)

H H

w? / o pit dz = / (Li0) " C(Ly) dz

- —H
betrachtet. Allerdings wird die Gleichung nicht wie in Satz 4.5 gefordert fiir alle ¢ € H*
gelost, sondern nur fiir spezielle Ansatzfunktionen ¥; und ®;. Ausgehend von der vor-
gegebenen Geometrie sollen diese einige Bedingungen erfiillen.
Die vorliegende Geometrie gibt ein Schichtsystem vor und die Lésung der Variations-
gleichung soll mit Hilfe der Ansatzfunktionen zwischen den Plattenschichten interpoliert
werden. Da sich die einzelnen Plattenschichten nicht physikalisch unterscheiden miissen,
kann das Schichtsystem beliebig verfeinert werden, um eine héhere Genauigkeit der ap-
proximierten Losung zu erhalten. Des Weiteren sollen die Ansatzfunktionen wegen Satz
4.5 aus H! stammen.
Es werden daher fiir & und ¢ die linearen Ansatzfunktionen

N

‘Ijﬁ - Z h[Hi—LHHﬂ(Z)Ui? (46)
=0
N

O5 = himjrm,a) (2)V (47)
=0

ausgewsihlt. Dabei sind U;, V; € C?. Die Vektoren Ul = (ul,u!,u’) sind Lésungen

) Yy Yz

von u(z) auf dem Schichtrand H; (vgl. 27) und V; beliebige Vektoren. Die Funktionen

hiw, o m,q) sind firi =1,..., N —1
0, z € R\ [Hi_1, Hij]
H;,—z
h[Hz‘thiH}(Z) = L- W? S [Hi—la Hi] , (48)
1= g5, 2 € (Hi, Hij

fiir den Randterm 7 =0

1+ Ho—a , 2 € [H(),Hl]

— H,—Ho
UUSEAK { 0 , sonst ’ (49)
und fiir den Randterm ¢ = N
1— Hn—z 2 € [Hy_1, Hy]
h pp— Hy—Hyn-1 7 ’
Hy—1,Hy 1] { 0 , sonst (50)
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Aus Beispiel 2.2 kann gefolgert werden, dass die Funktionen ¥; und ®; in H'(—H, H)?
sind und die Losung @ und die virtuelle Verriickung v zwischen den einzelnen Schichten
linear interpolieren. Insbesondere bildet die Menge

N
St i={v € (H')|o =Y hy,_, 1,0 (2)Us mit U; € R} (51)

1=0

einen (N +1)-dimensionalen Unterhilbertraum mit Basisvektoren Ay
der Index

Dabei gibt

—1,Hiy1]

o = sy U= i)
den groften Diskretisierungsabstand an. Im Abschnitt 5.2 Konvergenz wird bewiesen,
dass die Approximation umso niher an der urspriinglichen Losung liegt, je kleiner h,,
gewahlt wird.
Das urspriingliche Eigenwertproblem wird somit in dem endlichdimensionalen Unter-
raum S"» approximiert. Daher wird das Eigenwertproblem

H H
wz/ C}T{)quladz = / (Lk@ﬁ)TCLk\Dﬁdz Vo, € Shm (52)
_-H —-H

fir U; € Shm gelost. Um die Integralgleichung (52) zu losen, werden die schwachen
Ableitungen der Ansatzfunktionen bendotigt, diese sind

N-1 1
7 XHiH; 1)) Ui 53
22:1: H Hz 1X[Hz LHi] T Hi+1 _ H@X[H aHH—ﬂ) ( )
! Ug + ! U
T H, — H, 7 77 X[Ho,H:]Y0 HN_HN_IX[HN,l,HN] N>
N—-1 1
L H) T T XIHiHi)) Vi 54
; H HZ 1X[H171,H'L} Hz+1 _ HZX[H 7Hz+1}> 7 ( )
1
_ mX[H(),Hl]VE) + mX[HNﬂ,HN}VN'

Durch das Einsetzen der Ansatzfunktionen in die linke Seite der Gleichung (52), wobei
gilt
Mty Hy s = Pio ) = 0,

und
hi = Hz — Hi_l,fiir 1= 1, ...7N,
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ergibt sich

H N N
/ Zh[Hg 1 HJ+1]V) ( )(Z h[Hi—lyHH»l]Ui)dZ
-H g i=0

/ Z h[HJ 1 Hy+1 Z h[Hz 1, Hz+1

N H
—T
= w2 Z V} /H(h[Hjlej+1])p(z)(Z h[HiflyHiJrl]Ui)dz
Jj=0 -

=0
N T H;
=’ Z J (/ (h[Hj—%Hj])p(Z)(h[Hj—lijH})dZUj—l
j=0 Hj—1
Hj
+ /H (h[HJ 17Hj+1})p(2)(h[H] 1 HJ+1])dZU
-1
Hj
[ ) O 1) 45)
N—-1 T
= w2 V] .
j=1
H,. — H._ 1 H.— H,
(Jleijj—l +3 (/)j(Hj —Hj 1)+ pjr(Hj — Hj)>Uj + %pﬂ—lUj-&-l)
(1
+ w?Vj (gp (Hy — Ho)Uy + =p1(Hy — Ho)U )
—7( Hy — Hyx_ Hy — Hy_
12 NT (%pNUN—I + %/WUN)
N—-1
—7( h; 1 h
=w' ) V; (g]PjUj—l t3 (Pjhj + Pj+1hj+1> Uj + J6+191+1Ua+1>
j=1

—rf1 1
+ WV} <§p1h1Uo+6P1h1Ul>

—1(h h .
+ WQVNT (%pNUN_l + ?N,ONUN> = w2VMU,

mit der Massematriz M € R3WN+Dx3(N+1) y11q den Vektoren

V=V, ..,Vy)T und U = (Uy, ..., Unx)".
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Die Massematrix hat die Gestalt

ebugp  plug 0 0o .. 0 0 0
pihyp pbitpshsp pehag 0 . 0 0 0
o 0 %I %] pg"#f 0 0 0
: M . . - . h. B on h 7'+p h h
0 0 0 0 N16N 1y N1;V3hl NN 1 ZN(S}LNI
0 0 0 0 .. 0 eI 5

wobei I die 3 x 3 Einheitsmatrix ist.
Durch Einsetzen der Ansatzfunktionen in die rechte Seite ergibt sich zunéchst

H
/ (Lp®:)T'C L,V odz
—H

H
= / (—iky L@y — iky Ly ®5) CLyVs + (L.0,95)" CLyV,dz
-H

H
_ / (—iko LBy — ik, L,®) CLyWa + (0.85) LT C LyWad=
—H

H
— / B, (—ikyLy — ikyL,) CLyWy + (0.%5) " LTC(iky Ly + ik, L, + L.0.)Uadz

H

H
_ / %, (ko Ly + ik, L) C ik Ly + ikyL,)Wa — By (ikoLy + ik, L,) CL.0. ¥,
—-H

+(0,%4) LT C (ko Ly + ikyLy) V4 + (0,95) LTCL,0.Vsdz

H
_ / &, (kyLo + kyL,) Clks Lo + kyLy)Wa — i®;" (kyLy + kyL,) CL.O.W,
—H

+i(0,95) " LT C(ky Ly + kyLy) Uy + (0.05) LY CL,0.V4d2

_ / I; ;" (K2LICL, + kiky(LyC Ly + LCLy) + K2L,CLy ) ¥y (55)
B, (kaICLZ + kyLyCLz> 2.0, (56)
i, (kaZT CL, + kyL” CLy) v, (57)
+0.%, LTCL.0.V,dz. (58)

Wird der Wellenvektor in Polarkoordinaten geschrieben

k:\ , (cos(¢)
<k:y> =k (sin(gb)) (59)
mit ¢ dem Einfallswinkel der erzeugten Welle und k = /k2 + k2 dem Betrag des Wel-

lenvektors, so ist bei festgehaltenem Einfallswinkel ¢ das Integral (55) von k% abhéingig.
Die Integrale (56) und (57) sind von k abhingig; das Integral (58) ist von k génzlich
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unabhéngig. Um eine iibersichtlichere Schreibweise zu erhalten, werden die Operatoren
1
Dij(z) := Dyj == §(L$0Lj + LTCLy) (60)

mit den Indizes i, j = z,y, z eingefiihrt. Diese bestehen wie der Operator C aus stiick-
weisen konstanten Matrizen und es gilt

D;j(z) = D fiir z € (H,_1, Hy).

Ein hochgestellter Index gibt in diesem Kapitel die Plattenschicht der verwendeten Ma-
terialparameter an, z. B. ist céj die 7j-te Komponente der Elastizitdtsmatrix zwischen
den Schichtrandern H; | und H;. Es werden nun die einzelnen Integrale der obigen Glei-
chung berechnet, angefangen mit dem von k* abhingigen Teil (55). Fiir dieses Integral
ergibt sich

—-H
H N . N
= /H Z h[Hj71,Hj+1](Z)V} <kiDﬂcx + kxkyQDwy + kszy) Z h[HithiH](Z)UidZ
—H o i=0
N H N
vl 2 2
=3V / im0 (2) (@Dm + kyky2D,, + kyDyy> > b ) (2)Uidz
j=0 -H i=0
N H J+1
vl 2 2
=3V / e, om0 (2) (@Dm + kpky2D,, + kyDyy) > ) (2)Uidz
5=0 —H i=j—1
N T H;
-3y /H hist, v, o (2) (ngm + kyky 2Dy, + ijyy) hier, oy 111(2)d2U;_y
J=0 -1
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1
by, ' '

22 (EJ (k203 + ko, 2D1, + ki%)) Ujr oy

=1

—71( h; i ] - —h' ! ' ' '
(s <k:§Dix k2Dl 4 R Dg,y> N J3+ (kg Dit' + k,k, 2D + kiDégfl)) U
H T (12D3 + ko202 + kiDéf)) H

=T (hi1( 91 L 2pl
+ Vo 3 (kﬂ?Dm + kohky2D,, + kyDyy) bo

—1( hi/, 9. 1 2pl

T [ hi( 5 N N 2pN

T(h

+Vy

A/
>|

L(K2DY, + ko, 2D, + kiD{L)) Uy
= K2V (A1 cos?(¢) + Az cos(¢) sin(p) + Az sin2(¢)> U, (62)

mit Ay, Ay, Az € R3WH3WNV+D  Diese Matrizen haben eine symmetrische tridiagonale
Matrixformulierung

Mmpl, ~ Mpl ) 0 0 0 0 0
h 1 thzz+h2Dzz h2 2
0 ﬁDm B ﬁDm 0 0 0
Ay = . . ) ,
hy— 1 hy_1DY'+hyDN
0 0 0 0 Dl Mmmmgate IEDg
0 0 0 0 0 by pN by pN
6 T 3 xx
h 1 h 1
top;,  ReDl, 0 0
hi 1 h12Dz +h22DI ho )
FQDacy —y3 Y §2Dx \ 0
ha 2 hQZDzy-i-thDzy h3 3
_ 0 & 2Dy 3 62Dz,
Ay = . . : .
hn-1 . N—-1 thIQD%;lJFhNQDiV
0 0 0 0 Ax-topl, ; 2
0 0 0 0 0 hnopN
6 zy
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hpl hpl
3 Dyy 6 Dyy 0 0

i 2
m 1 thyy+h2Dyy @ 2
0 Dyy s h Dg ?i?yDS ;
ha 2 28yy T3y hg 13
A 0 6Dyy 3 GDyy
3 — .
N-1 N
hn_1 yN—1 hn-1Dyy +hnDyy  hy N
0 0 0 0 3 Dyy . 3 . ?D%
hy hy
0 0 0 0 0 3 Dyy 2] Dyy

Fiir das von k abhéngige Integral (56) ergibt sich

H —T
/ By (kaLaCLs + kyLyCL. ) 0. W5z

_H
N o pHin 7

= / Bty ) ()5 (BeLoCLs + iy LyCL: ) 0.0y
j=0"Hi-—1
N-1 ,p., . j+1 !

-3 /H Bty ) ()Y (Ko LeCLz + iy LyCL: ) > G g X)) Uitz
j=1 Jj—1 i=j % i—
Nl pHjn . J 1

+2 /H ity 1,212V (Ko LaOLs 4 kyLyOL:) 37 (g =, X)) Uidz
j=1 i—1 i=j—1 i i

H, 7 —1 1
b [ g T (RaLaCLe 4 by Ly OL) G Xt Vo + a1 U1
Hy 1 1

Hyn 7 -1 1
+/ Bty 1 VN (kaxC’Lz n kyLyCLz> (Xt )UN=1 4 3 Xlaty a1y UN )2

N-1
1_ 1
_ (21/jT(kaxchz + kyLychZ>Uj + ing(kaxchLz + kyLijHLz) Uj+1>

1 1
_ <2va(ka$ch2 + k:yLyCLZ>Uj_1 + i‘GT(k:ILijHLZ + kyLij+1Lz> Uj>
—7l —7l
~ Vo' 5 (keLoCiL + by LyCrL: ) U + Vo' 5 (KaLaCiLs + kyLyCiLs ) Uy

71 —rl
-3 (KeLoCn L + kyLyCON L. )Un -1 + VN5 (KeLoCN L + kyLyCOn L ) Un

N-1
J—
= (2% (kax(Cj — Cjpa) Lz + ky Ly (C — Cj+1)LZ) Uj)
j=1
N-1 17 11
+ (21@ (KeLoCyi1 Lz + by LyCiia L. ) Uy — 5V (KoLoCyLe + kyLyCi L. ) Uj_1>
j:

1 1
-%'5 (Ko LoCrLs + kyLyCr L2 ) Uo + %5 (Ko LoCrLs + kyLyCi L2 ) Uy

1 71
-3 (KeLoCN L + kyLyCON L. )Un -1 + '3 (KeLoCN L + kyLyCOn L ) Un

v <Bm cos(¢) + By, sin gzb) ut (63)
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mit By, By, € R3WNFDX3(N+1)_ Fiir das noch ausstehende von k abhingige Integral (57) ergibt
sich

H 1T
/ 0:85" (koL.CLy + kyL.CLy ) Wsd>
—-H

o [T 1

1
H; 1 HN
T / » (k: L.CLy + kyL.CL, >¢udz+ VN / (KeLCLy + kyLCL, ) Wydz

Hy hn Hpy_1
Nfli Hj1 1 1
_ ; 7 n (MX[HMH],] _ thX[Hj,HM]) (kazCLJ; n kyLZCLy) Uadz
Hy 1
Vo | (ke LoCLy + kyLoCLy ) tdz
o, M

__ fHN
+ VN — (keL-CLs + k:yLZCLy> Uydz
Hy_1 N

J+1 j+1
_ Z / X[HJ - h Nt ttn]) (keLeCLa + Ky LoCLy) 37 iyt (2)Uidz
i=j—1

W (k L.CL, + kyLZCLy> (h[H_hHl}(z)Uo n h[HO7H2](z)U1)dz
o M1

JE— HN

+ VN/ hN (k L:CLa + kyLZCLy> (h[HN—mHz\f](Z)UN—1 T h[HN*I’HN“](Z)UN) dz
N717 Hjy1 J

= V]/ ( X[HJ 1,H]> (k LZCLz+kyLZCLy) Z h[H¢71,Hi+1}(Z)UidZ

= Hj_, i=j—1
N-1 Hjq J+l

-3V ( iyt1,0)) (K LoCLe + by L.CLy ) 3 his (=) Uiz
j=1 Hj—1 i=j

- Oé(k L.C1 Ly + kyL.C1 Ly ) (Uo + U1 )

+T% vL:Cn Ly + kyL:On Ly ) (Un-1 + Uy)
N-1

:j:1v< (KeLoCi L + kyLoCiLy U1 + 5 (kLC’L + kyL-C5Ly )Uj)
N-1

- 7( (KeLoCii1La + kyLoCin Ly ) Ui + (k L.Cyi1 Lo + kyL:Cyi1Ly ) Uy )

1
—voé(k; L.CiLy + kyL.CLL )(U0+U1>

I vt (k L.CxLy + kyL.CyL )(UN,l +UN)
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P

_ %(mz(cj — Cj1) Ly + kyL:(Cj — Cj+1>Ly)Uj>
j=1

+ Nle(é (KeLoCi L + kyLoCi Ly U1 - %(’%LZCJ‘HLOC +kyLeCiiaLy ) Uy )
j=1

_ 70% (kszcle + kyLZClLy> (Uo - U1)

+ VTV% (KeL-CN L + kyL-CN Ly ) (Un-1 + Uy)
— KV (Bzz cos(¢) + B.y sin qﬁ) U’ (64)
mit By, By, € RIWF3WN+D Fg werden nun dhnlich wie in (60) die Operatoren
Cij(2) = Cyj := L] CL; (65)

mit den Indizes i, j = x,y, z eingefiihrt. Da der Operator C stiickweise konstant ist, iibertragt
sich die Eigenschaft auf die Operatoren Cj; und es gilt

Cz](z) = Czl] fiir z € (Hl—hHl)'
Werden nun die beiden Integrale (56) und (57) zusammengefasst, ergeben sich die Matrizen

By = By — By.. (67)

Diese haben im Gegensatz zu den Matrizen A; eine antisymmetrische tridiagonale Matrixfor-
mulierung

B. — 1 C:%z + C;x _(C;z - Cg%z) + (Czlz - sz) _(ng + C,?:r) 0
etc.
C%Z — C%y 1 —-(Cy, +CL) 0 0
— 1 Cyz + Czy _(Cyz - ng) + (C;}y - ng) _(CSZ + Cz?y) 0
B, =
Y 0 02 02 02 03 02 CS C3 03
2 Yz + 2y _( yz yz) + ( zy zy) _( Yz + zy)
etc.
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Nun wird das von k unabhéngige Integral (58) berechnet, es ergibt sich

/ 9.0, Dzza\lfdz

N 1
H 1

H i+1

H

1 — 1 _

+ / ( X [Ho,H1) Vo + h—X[HN,l,HN]VN> D..0,Vudz
H 1 n

_Z/ —X H;_ IH]VDzzﬁ\I/
th

H
1 1
+/ __XHO Hi] %Dzza \If + h, X[HN 1,HN] VNDzzg \I[ dz

‘, ,H_l]v’iDZZaZ\Ij’[LdZ

g M
Z/ 1U +1U)d+/Hi+117D(1U 1U)d
- zzz i— —U;)daz T Vil \ 77— Uy — 77— U4 z
- hi Uk u, i hici ' i
H H
11 1 N 1 1
+/ —VoD..(—U, 1y / —VND..(——U, | +—U,)dz
o hi (hl O, o+ oy P ( h, "' h, )
N—-1 1
=3 <VD’ Uiy + ~U,) + VD (g, — —Ui“))
i1 h; hit1 iy
+7D(1U U)+VD( 1U +1U)
0zz hl 0 hl 1 N zz hn n—1 hn n
=VGUT
mit G € R3WH)x3(N+1) Die Matrix hat die Gestalt
DL, —LD., 0 0 . 0
~1pl lpl i ipe _Lp2 0 0
G: h1 zz h1 zz ho zZz ho zz (68)
0 —DZ, wD? + 3D —-D3 0
etc.

Zusammenfassend folgt aus den Berechnungen (62), (63), (64) und (68) die schwache
Gleichung

VI(K*A+4 ikB + G)U = w*VIMU YV € C3WVHD), (69)

Da die Gleichung (69) fiir alle Vektoren V € C3W+1 gilt, muss nur das algebraische
verallgemeinerte Figenwertproblem

(K*’A+ikB+ G)U = w*MU (70)

gelost werden. Ublicherweise wird die Losung U nach den Komponenten uy, u, und u,
umsortiert und das Eigenwertproblem

(KA +ikB + G)U = w*MU (71)
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1 N+1 .1

gelost mit UT = (ux,...,ux T

, U

Y

N+1

ul

3 PN

U

). Um nun das Gleichungssystem

aufzustellen und zu l6sen, wird die Gestalt der Operatoren D;; und Cj; fiir eine Schicht

[ benotigt. Es gilt

L _ i
sz_cmz

I _
Dyy_cyy

DL, =C.,
cl, =Cl,
D, = %

Cl,=Cl,
Cy. = CL,

C11
C16
C15

Ce6
C26
C46

Cs5
Cy45
C35
C16

C66
Cs56

2016
C12 1 Ce6
C14 + Cs6

C15
Cs6
Cs5

Cs6
Ca5
Cyq5

Ci6
Ce6
Cs6

C26
C22
C24

C45
Cq4
C34

C12

C22
C25

C12 + Ceg
2022
C25 + C46

C14
C46
C45

C46
Co4
Cq4

Ci5
Cs6
Cs5

C46
C24
Cq4

C35
C34
C33

C14
C46
Cq4

C13
C36
C35
C36

C23
C34

C14 + Cs6
Co5 + C46
2044

Y

Nun wird das Eigenwertproblem (71) aufgestellt, dabei haben die Matrizen A, B, M
und G aufgrund der Symmetrieeigenschaften die Darstellung

Arx Aa:y
A=A, A, A,
sz Ayz
Ga:x Gacy
G=|G., Gy,

G.. G

, M

B =

20

Bycy sz

Byy BZ/Z

-BI - ByTZ B..
0 0
M,,. 0

0 Mgy
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Es ergeben sich die in der Literatur angegebenen Matrizen [12||S.1577ff].
Die Matrix A,, hat die Form

%Ch %0%1 0 0
b1 (hil . hy 2 hy 2
A =] ey ( 3C11 1t 3 ci1) 3 C11 0 cos(¢)
e 0 @C%l (h_%%l + EiC:fl) hicilsl
3 3 3 3
ete.
1.1 hi 1
e Ale 0 0
3 ~16 6 16
hy .1 (@01 _i_@cQ) ha 2 0
6 16 3 ~16 3 ~16 3 16 -
+ ho 2 ho 2 hs .3 hs .3 2COS<¢>SZTL(¢) (73)
0 3 C16 (?CIG + ?C1G> 3 C16
ete.
hi .1 h1
e “Lle 0 0
3 C66 6 C66
+ 6 66 3 66 3 66 3 66 Sin(gb)
ho 2 ha .2 hs .3 hs .3 :
0 ha he hs hs
3 C66 3C66 T 35 Co6) 3 Cob
ete.

Da die Matrizen A, A.., Ay, Ay, und A, dieselbe Struktur wie die Matrix A,, haben
und sich nur in den Materialkonstanten ¢;; unterscheiden, wird eine Substitutionstabelle
1 angegeben, um diese zu bestimmen.

Tabelle 1: Substitutionstabelle A;;

Amc ‘ Ayy Azz A:cy Aa:z Ayz
C1 Cé6  Cs5 Ci6 Ci5 Cs6
Ci6 | C26  Ca5 %(012 + Ce6) %(014 + cs6) %(025 + Ca6)
Cé6 | C22  Caq C26 C46 Co4

Anmerkung 5.1.
In der Substitutionstabelle wurde ein Schreibfehler der Literaturangabe [12][S. 1577]

korrigiert. Dort fehlte der Faktor % in den Spalten A, A,. und A,..

Des Weiteren haben zwar alle Matrizen B,,, By, B.., By, B;. und B, dieselbe
tridiagonale Struktur, da aber CL, = C bzw. Cl. = C’Z gilt, sind die Matrizen B,,,
B,. und B, von vier Materialkonstanten und die Matrizen B,,, By, und B,, nur von
zwei Materialkonstanten abhéngig. Daher wird beispielhaft

0%3 - 0%5 _(0%3 + Cé5) 0 0
B.— - 13+ iy —(ci3 — ci3) + (chs — c35) —(ci5 + c35) 0
2 0 5+ cds —(ci3 — cl3) + (s —cds)  —(cl3 + )
etc.
1 1 1 1
C36 — Cy5 —(c36 + ¢45) 0 0
T cyg + i —(chg — ) + (cls — cis) —(c36 + cis) 0
0 36 + i —(c36 — &36) + (cFs — cls)  —(c3 + cis)
ete.

aufgefiihrt. Die iibrigen Matrizen sind iiber die Substitutionstabelle 2 angegeben.
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Tabelle 2: Substitutionstabelle B;;

sz Bzy Byz Bzx Byy Bzz
C13 Ci4 C36 C15 C46 C35
Cs5 Cs6 Cy5 C15 C46 C35
C36 Ci6  C23 Cs6 Coq  C34
Cy45 C25 Cq4 C56 C24 C34
Um die Matrix G zu berechnen, wird
i _ck 0 0
11 1 hl 2 2
_ %5 S + 55 __ %5 0
Gpz = hi1  hi ha 2 | )
2 2 3 3
0 _ G55 Cs5 + Css _ G55
ho ho hs h3
ete.

angegeben. Die iibrigen Matrizen werden iiber die Substitutionstabelle 3 berechnet.

Tabelle 3: Tabelle G;
wa ‘ ny GZZ G:By ze Gyz

Cs5 ‘ C44  C33
Zuletzt wird die Massematrix
%hlm %hlm
_ %hlpl %(hlpl + hapo)
Mxyz - 1
0 gthz
etc.

berechnet.

Cy5

C35

0

%h202
5(haps + haps)  shaps

C34

(74)

(75)

Um nun geeignete Paare & und w = 27 f bei festen 6 zu erhalten, bestehen folgende

Optionen:

1. Es wird ein Frequenzspektrum (f1, ..., f,) vorgegeben und die dazugehorigen Kreis-
wellenzahlen £ werden berechnet.

2. Es werden zu verschiedenen Kreiswellenzahlen (k..

quenzspektren berechnet.
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5.2. Konvergenz

Dieses Kapitel orientiert sich am Abschnitt Eigenvalue Problems von 1. Babuska und
J. Osborn in Buch [3]. Es sei a(u, v) eine symmetrische Bilinear- bzw. Sesquilinearform,
definiert auf dem Hilbertraum H. Auferdem sei b(u, v) eine symmetrische Bilinear- bzw.
Sesquilinearform, definiert auf einem Hilbertraum W, in den H kompakt eingebettet ist.
Diese Bilinear- bzw. Sesquilinearformen erfiillen folgende Bedingungen:

Annahme 5.2.
1. a(u, v)| < Cuf|ul | |v]a
2. sup |a(u,v)| >0 Vv € H mit v # 0.
3. b(u,v)| < Collullw||v||w Yu,v e W
4. |b(u,u)| >0 Vu e H
Weiterhin sei H mit a(u, v) das Skalarprodukt des Hilbertraums, mit induzierter Norm
lulle = Valu,u)

und einer weiteren Norm
ulls = v/b(u, u).

Der Satz von Riesz impliziert, dass lineare, stetige Operatoren A und B existieren, sodass

a(u,v) =< Au,v >,
b(u,v) =< Bu,v >g

gilt. Die Operatoren A und B sind selbstadjungiert, da a(u,v) und b(u,v) als symme-
trisch vorausgesetzt sind. Statt des Eigenwertproblems

Au = ABu
wird das Eigenwertproblem in der schwachen Formulierung
a(u,v) = Ab(u,v) Yo € H (76)

mit u € H gelost. Dann hat nach [3][S. 701 und S. 696 f | das Eigenwertproblem (76)
eine abzahlbare Folge reeller Eigenwerte

O< A< <. =+

und dazugehoriger Eigenvektoren
Uy, U,y ...,

die so gewahlt werden kénnen, dass sie die Orthogonalbedingung

alui, uj) = Ajb(ui, uy) (77)
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erfiillen und eine Basis in H bilden. Wie in den Sétzen 2.13 und 4.3 gibt es somit fiir
jedes u € H eine Darstellung

o

u= Z aju; mit a; = au, u;).
j=1

Des Weiteren kénnen die Eigenwerte ); als Extremum des Rayleigh-Quotienten

a(u,u)

R(u) := b, ) (78)
charakterisiert werden.
Satz 5.3 (Minimumprinzip).
Sei B, = spann{uy, ...,u;}. Dann gilt
M =g R,
Ak = UILI}EllI}1 R(u) = R(ug).

Beweis. Sei € € R. Ein Punkt u, der die Eigenwertgleichung (76) erfiillt, ist ein Punkt,
in dem die Gateaux-Ableitung des Rayleigh-Quotienten verschwindet, da

R(u + ev) (79)
_alu+ev,u+ ev)
~ b(u+ ev,u + ev)

a(u,u) + 2ea(v,u) + €2a(v,v)

b(u, w) + 2eb(v,u) + €2b(v,v)
~a(u,u) | (a(u,u) + 2ea(v,u) + €a(v,v))b(u, u)
b(u,u)  (b(u,u) + 2eb(v, u) + €2b(v,v))b(u, u)
_ (b(u,u) + 2eb(v, u) + €b(v, v))a(u, u)
(b(u, u) + 2eb(v, u) + €2b(v,v))b(u, u)
ofuw) 2ol u)blu,u) — alu, wh(v, w) + E(a(v, v) ~ blo,0)b(u )
bEu, u)) ( o <b§ )(—i— 2;6((1} u)) + €2b(v,v))b(u, u)
a(u, u u,u) — a(u, u)b(v,u 9
~ b(u, u) b(u, u)? +ol€)
a(u,u) ( u) — Ab(v, u) + o(e)
(u,u) b(u,u)

gilt. Wird nun
o
u = Z anl
n=1
mit den Basisvektoren u,, dargestellt, so gilt wegen

a(fo:l Oénumef:l Q) . fo:l | [* A >\
)

Rlu) = b(Zfﬂ Qi Un, Ziil Qi) N Zi’f:l o |?
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dass im Falle des stationdren Punktes u; € N; der Eigenwert A\; das Minimum des
Rayleigh-Quotienten ist, also

A1 = min R(u). (80)

ueH

Werden nun u betrachtet, die keinen Skalaranteil an den ersten [—1 Eigenwerten besitzen,
weshalb die Bedingungen
a(u,u;) =0 Vu; € B4

gelten, so kann der [. Eigenwert als

A= min R(u) (81)

ULEl_l
berechnet werden. OJ

Das Minimumprinzip benotigt zur Charakterisierung der Eigenwerte \; die Eigen-
vektoren u;. Diese sind allerdings meist unbekannt. Jedoch kénnen nach den Litera-
turangaben [22, 3| die Eigenwerte auch unabhéngig von den Eigenvektoren durch das
Min-Max-Prinzip berechnet werden.

Satz 5.4 (Min-Max-Prinzip).
Wenn der Rayleigh-Quotient tiber einen [-dimensionalen Unterraum S; mazimiert wird,
so ist der kleinste mogliche Wert des Mazimums A, d. h.:

— mi : 2
Y r%inr&%i(R(u) (82)

Beweis. Fiir den speziellen Fall S; = Ej ist das Maximum von R(u) exakt \;. Um nun
die Formel (81) zu beweisen, muss

>
max R(u) > N

gezeigt werden. O.B.d.A werden nur u* aus Untervektorrdumen S; betrachtet, die zu F
orthogonal sind und somit die Bedingungen

<wu,u; >5,=0Vu; € £
erfiillen. Es folgt aus (80), da u* L E;_4, dass
A < R(u”).
Somit gilt die Formel (81) und das Min-Max-Prinzip ist bewiesen. O

Um nun die Eigenwerte und Eigenvektoren der Gleichung (76) zu approximieren, wird
eine endlich dimensionale Familie von Unterriumen S” C H ausgewihlt. Fiir die Familie
soll abhingig vom Index h die Bedingung

lim o ! inf [ju—€||lg =0 Vu € H (83)

h—o0 gesh
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gelten mit inf sup |a(u®,v")| > a > 0.
uhESh vhegh
[ |=1 |k ] |=1

Die Approximation wird nun im Unterraum S* durch das Eigenwertproblem
a(ul,v") = Mb(u, ") Vo € 5" (84)

berechnet, wobei u" € S" Die Eigenwertgleichung (84) hat eine endliche Folge von
Eigenwerten

0< M <A< <A

N = dim S"
und dazugehorigen Eigenvektoren
h h
ul 9 ey uN’

die so gewéhlt werden konnen, dass sie die Orthogonalbedingung

a(ul, o) = )\?b(uh o) = i (85)

17 7] 17 7]

erfiillen. Ebenfalls kann die im Unterraum S" approximierte Gleichung (84) mit Hilfe
des Rayleigh-Quotienten

a(u, u)

b(uh, uh)

wie in (79) in ein extremales Punkteproblem umformuliert werden und es gelten sowohl
das Minimumprinzip

R(u") =

A= min R(u"), (86)
uh LEP |
Bl = spann{u’, ..., ul'}, (87)
als auch das Min-Max-Prinzip
Al = mi R(u"). 88
(= min, max f(u?) (88)

Werden die Min-Max-Prinzipien von approximierter und nicht approximierter Gleichung
verglichen, so folgt
N <A VLe{l,...,N}

und im Falle einer Konvergenz folgt, dass jeder Eigenwert \; von oben durch A} appro-
ximiert wird. Fiir 7 = 1,2, ... wird vorausgesetzt, dass \;, ein Eigenwert der Gleichung
(76) mit Multiplizitdt ¢; ist. Es gelte somit die Ungleichungskette

Meim1 < My = oo = Mg < Mg = Mt

wobei k; = 1, ky der kleinste Index des zweiten Eigenwertes ist, k3 der kleinste Index
des dritten Eigenwertes etc..
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Sei
M(X) = {u| u ist ein Eigenvektor von (76)

zu einem entsprechendem Eigenwert A, ||u|lg = 1}.

und seien
,7)=inf inf |ju—¢&|le, T=1,..., ¢, 89
en(is J) ueﬁl(w;enshllu Ellas q (89)
a(u,up) = ... = a(u,uziH_Q) = 0.

Der nachfolgende, in [3][S.702] bewiesene Satz gibt eine obere Schranke fiir die Differenz
)\? — /\l all.

Satz 5.5. FEs gibt Konstanten C' und hg, sodass
Metio1 — M1 < Cep(i, ) (90)
VO<h<hgy j=1,..,¢, i=12 ..,
gilt und die Eigenvektoren uy,us, ... der Gleichung (76) so gewdhlt werden konnen, dass
||uﬁi+jf1 — U tj-1]la < Cen(t, 7), VO<h<hgy j=1,...,¢, i =1,2,...,
und die Orthogonalbedingung (77) gilt.

Fiir den vorgeschlagenen Algorithmus, der die Gleichung

<, Spu>=w?<v,Mu> Yve H
& <v,Su>=\<v,Mu> YveH'

numerisch 16st, wurde der Approximationsraum S"» gewéhlt.

Die Bilinearformen a(u,v) =< u, S,v >; und b(u, v) =< u, Mv >; erfiillen nach Kapitel
4 Schwache Formulierung die Annahme 5.2 und S™ erfiillt ebenfalls Bedingung (83).
Es gilt mit der Positivitdt des Operators S,

inf  sup | <u" S0" > | = inf | < Su" >
uh%S’Lm oheshm uh%Shm
[ [I=1 Jjoh||=1 llu™l]=1
>c
=a >0,

mit « aus (82). Fiir den zweiten Term der Bedingung (83) muss die Approximationsei-
genschaft

lim inf ||u — 1=
hgx(l)élélghﬂu |l =0 Vu e H

bewiesen werden. Da nach Anmerkung 2.8 C*° N H! dicht in H' liegt, kann 0.B.d.A.
angenommen werden, dass u € C* N H'. Zunichst wird fiir u" € S" mit U; = u(H;)
die Konvergenzeigenschaft

lu(z) = u"lo = O(hm)
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bewiesen. Die Funktion u” ist stetig und bis auf die Stellen H; iiberall differenzierbar.
Zuerst wird ein (u — u")(2) fiir 2 € K; = [H;, H;y1] betrachtet. An den Grenzen ist

(u—u")(H;) = (u—u")(Hia) = 0,
sodass nach dem Mittelwertsatz bzw. Satz von Rolle ein £ existiert fiir das
(u—u"y(€) =0
gilt. Es gibt daher die Integraldarstellung

(0 — Y () = /f (= Y (£t = /€ Cu (b,

wobei ausgenutzt wurde, dass u" linear interpoliert und somit (u”)” = 0 ist. Dann folgt
mit Cauchy-Schwarz
lu — u” / 11 " (t)|dt

< |z — €2 [Ju"||o
1
< h? [u"[lo
fiir alle 2 € K;, also auch fiir das max lu —u"| = |ju — uhHLoo . Mit der Ungleichung

kann die Ableitung (u — u”)’ in der L2 Norm mit

i+1
10— Y12, = / | / £)dt?da
+1
:/ |/ (t)dt|*dx
o " 2 "2
< /H B 112 e = B2 11|12,
abgeschétzt werden und somit

1w = ") oy < i [l 2o, (91)
Da (u — u")(H;) = 0, gibt es eine Integraldarstellung

w—uh(z) = / (= Y (1)t

H;
Mit Hilfe der Integraldarstellung ergibt sich
e — | oo < max| / (u — Y (t)d|
< by
h max | (u — ) (1)]
< hillu — u"|| 1

3
< B2 ||| Lok
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und somit

Hitq z %
o=l = ([ 1] ety @atPaz)” <Rl ©02)

H; H;

Aus (91) und (92) ergibt sich fiir
N
|Ju — UhH?{l = Z |Ju — uhH%{i(Ki)
i=1

N
= Z |Ju — UhH%Q(Ki) + [[(u — Uh)’H%Q(Ki)
=1

WE

< R,y + RN k)

=1

N
< W2 || @ (14> h?)
=1

< (H? + Dhnl [0 || o(o

die Approximationsordnung
lu = u"[|mn1 = O(hun)

und Bedingung (83) ist erfiillt. Ebenso kann die Ordnung von €, (i, ) als
€y (15 5) = O(him)

angegeben werden. Deshalb kann nach Satz 5.5 eine Approximationsordnung der Eigen-
werte

Ai — /\? - O(h'?n)

bei vorgegebenen Wellenzahlen (&, ..., k,), erwartet werden.
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6. Algorithmen

Im Zuge dieser Ausarbeitung wurden Algorithmen entwickelt und realisiert, die das Fi-
genwertproblem (71) lsen. Dabei wurden drei Vorgehensweisen implementiert. Zu die-
sen gehort erstens ein Algorithmus mit Funktionsaufruf FEM6K, der bei vorgegebenen
Kreiswellenzahlen k£ und einem festen Einfallswinkel der Welle ein Frequenzdiagramm
berechnet. Der zweite Algorithmus mit Funktionsaufruf FEM6S erzeugt ein Phasenge-
schwindigkeitsdiagramm bei einem vorgegebenen Frequenzspektrum und festem Winkel.
Der dritte Algorithmus mit Funktionsaufruf FEM5SW berechnet einen Polarplot der
Phasengeschwindigkeiten in Abhéngigkeit vom Einfallswinkel der Welle. Alle Algorith-
men wurden in MATLAB implementiert.

Die verschiedenen Algorithmen wurden unter anderem mit den Elastizitdtsmatrizen

(1—v3,/T)Ey (v32+v3,) Eq (v32+v3y /T)Ey 0 0 0

. (1*1’9)1‘31 (1/32+%2 VE1
3A2 ABQ 0 0 0

_2

o) = e S
symmetrisch o 0
L 0
242392 P
2+2v32

evaluiert, die schon in der Literatur [23] verwendet wurden. Dabei wird der Parameter
des Elastizitatsmoduls

E, =70 [GPa]
gewihlt. Die Poissonzahl wird
V39 = 0.3

vorausgesetzt und

A:=1- (% +1)v3, — %1/32
ist eine von I abhingige Funktion.

Wird I" = 1 gewdhlt, so entspricht C'(1) einer Elastizitdtsmatrix eines isotropen Materi-
als. Fiir ein I' > 1 wird C(I") eine Elastizitdtsmatrix eines transversalisotropen Materials,
d. h. Struktur und physikalische Eigenschaften einer Platte sind um eine Achse rotati-
onssymmetrisch. In diesem Fall ist die Rotationsachse die y-Achse. Je grofer v gewihlt
wird, desto anisotroper wird die Platte.

Die Algorithmen wurden auch mit der Elastizitdtsmatrix

0,123  0,0773  0,0773 0 0 0
0,4498 0,049 0 0 0
B 0, 4498 0 0 0 11
Cork = symmetrisch 0,2004 0 0 107 [Pd]
0,0367 0
0,0367
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eines carbonfaserverstirkten Kunststoffs mit einer Dichte von 1540 [%} getestet. Die

Matrix wurde im Zuge der Dissertation [10] experimentell bestimmt. Aufgrund der in
x-Richtung ausgerichteten Faserstruktur ist das Material transversalisotrop um die x-
Achse.

Zusitzlich wurde eine fiir die Verdffentlichung [11] berechnete Elastizitétsmatrix

28524  1,1186  1,0370 0 0 0
2,8031  0,99622 0 0 0
B 29748 0 0 0 .
Cras = symmetrisch 0,77249 0 0 107 [Pd]
0,85395 0
0,84526

einer kaltgewalzten Stahlplatte mit Dichte = 7860 [%} zur numerischen Evaluation
genutzt.
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6.1.

Vorgegebene Wellenzahlen

Zunichst wird der Algorithmus der Funktion FEM6K erlautert. Der Funktionsaufruf

lautet

function [|=FEM6K( Anzv_Platten, Plattendicke , Genauigkeit,
Loesergenauigkeit ,Dichten ,d,k0,kend ,L, Theta, Plotoptionen) .

Diese Funktion berechnet die zugehdrigen Frequenzspektren f; vorgegebener Wellenzah-
len k; = ko+j- L im Intervall [kg = kO, keng = kend] mit Diskretisierungsabstand L € R,
7 =0,1,... und einem festen Einfallswinkel Theta = O, der dem Winkel ¢ in Kapitel 5.1
entspricht.

Die berechneten Daten werden in einem 2D-Punkte-Plot k; in Abhéngigkeit von f; vi-
sualisiert. Weitere Parametereingaben sind:

Der Parameter Plotoptionen € R bestimmt die obere Grenze des gezeichneten
Bereichs der berechneten Frequenzspektren f;.

Der Parameter Anzv_ Platten erwartet einen Integerwert N. Dieser entspricht der
Anzahl einzelner Plattenschichten des Modells (27).

Der Parameter Genauigkeit erwartet einen Integerwert a oder die Eingabe eines
Vektors aus Integerwerten (ay, ..., ay)?. Eine einfache Integereingabe wird in einen
Vektor a = (a, ...,a)’ umgewandelt. Die einzelnen Plattenschichten werden in wei-
tere a; Schichten unterteilt, um eine bessere Approximation der Eigenwerte zu
garantieren.

Fiir den Parameter Dichten muss ein Vektor mit den Dichten (py,...,p,)" der
einzelnen Plattenschichten eingegeben werden.

Der Parameter d ist eine Matrix. Diese hat die Form
d=(dy,..., dN)T

mit d; € R%*® wobei d; der symmetrischen Elastitzitdtsmatrix (17) der zugehori-
gen i-ten Plattenschicht entspricht.

Der Parameter Loesergenauigkeit gibt einen reellen Wert vor, den der Betrag des
Imaginérteils numerisch gefundener Losungen eines berechneten Frequenzspek-
trums f; unterschreiten muss, sodass der Realteil als zuldssige Losung angenom-
men wird. Bei einer Parametereingabe des Strings 'No’ werden alle Losungen als
zuléssig betrachtet.

Der Hauptteil des Algorithmus ist die Berechnung der quadratischen Eigenwerte w? des
Problems

(k2A+ik;B + G)U = w*MU
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mit den Matrizen aus (71). Allerdings wird statt des quadratischen Problems das dqui-
valente einfache Eigenwertproblem

(0 )= 0)

mit u = (U, wlU)T geldst, wobei

K(kj) = KA+ ik;B+ G
gilt.
Um die Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen, wurde die MATLAB Funktion
Polyeig im Quelltext folgendermafen genutzt:

| X, omegaq|=polyeig ([[Axk"2+sqrt (—1)*«Bxk+G, zeros (size (A)) |;
| zeros (size (A)) M|], —[[zeros(size (M)) M]|;[M, zeros(size (M))]]) .

Die Matrizen A, B, G und M wurden nach (72) initialisiert. Der Quellcode ist im
Anhang A.1 wiedergegeben. Fiir die im Quellcode erzeugten Matrizen A;; = Aj; mit
1,j = x,y, z wurden Unterfunktionen Azz! und Azy2 genutzt. Fiir die erzeugten Matri-
zen B;;=B;; wurden die Funktionen EBzz verwendet. Fiir die Matrizen G;; = G; bzw.
M,, wurde EGzz bzw. EM benutzt. Alle Programme sind im Anhang A.2 zu finden.
Fiir die numerische Evaluation wurde zunéchst eine einfach geschichtete Platte bei einem
Einfallswinkel der Welle von 0° bzw. 45° mit folgenden Parametern getestet:

Plattendicke = 0,01 [m],
Genauigkeit = 16,
K
Dichten = 7900 {—g} ,
m
Loesergenauigkeit = 0,1,
s

4
L—Ojl.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 12 zu finden. Dort sind links die Plots fiir den Ein-
fallswinkel 0° und rechts die Plots fiir den Einfallswinkel 45° abgebildet.
Der Algorithmus wurde auch fiir eine zweifach geschichtete Platte numerisch mit folgen-
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den Parametern getestet:

. 0,005
Plattendicke = (07005) [m],

Genauigkeit = 8§,

) ~ (7900 Kg
Dichten = (7900) [W}’

Loesergenauigkeit = 0,1,
T

4

Fiir jeweils eine Schicht wurden die Elastizititsmatrizen C(2) und C(4) gewéhlt. Das
Ergebnis ist in Abbildung 13 zu finden.
Aufserdem wurde die Copg-Matrix zur Evaluation herangezogen. Es wurden die Para-

meter

Plattendicke = 0,005 [m],
Genauigkeit = 6,
Dichten = 1540 {@} ,

m3

Loesergenauigkeit = 'No’,
T
O =0 bzw. —
Zw.
L =0,01.
verwendet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 14 zu finden.

Zuletzt wird auch die Elastizitdtsmatrix des kaltgewalzten Stahls fiir numerische Tests
verwendet. Es wurden die Parameter

Plattendicke = 0,0015 [m],
Genauigkeit = 2,

K
Duﬁwn:7&m[—§}
m
Loesergenauigkeit = 'No’,
T
O =0 bzw. —
ZW. o

L =0,01.

verwendet. Die Ergebnisse sind in Abbildung 15 zu finden.
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Matrix C(1):
2000

2000 -
1800 5 e 1800 | I
1600 - 1600
1400 1400 -
1200 1200
o =y
% 1o000F Z 1mr
800 - ‘_(/ 800 F //
600 GO0
400 400
200 a0t
0 " , 0 /T
o 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200 o 20 40 B0 a0 100 1200 140 160 180 200
. Wellenzahl k [1/m Well ik [14
Matrix C(2): (] llenzahlk [1/m|
2000 om0 -
1800 & e ————— R L m———e———T
1600 - 1600 |
1400+ b
1200 1200 | -
) ¥
% 1000 < qo00 e
o / ook
600 600 &
400 - 400
gl / anr
0 ! . . ) 0 \ . . )
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 1) 0 40 60 80 00 1200 140 160 180 200
Wellenzahl k [1/m] Wellenzahl k [1/m]
Matrix C(4):
2000 - 2000
N
B ———— e r—— 1800 —e—
1600 - 100k
1400 - Jam )
.l / |
o ™
i 1000 < 1000
800 - / 800
B00 600
400 - 400
200 / 200 /
0 n . . . ) 0 n . . . . )
o 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200 o 20 40 G0 a0 00 120 140 160 180 200

Wellenzahl k [1/m] Wellenzahl k [1/m]

Abbildung 12: Frequenzdiagramm einer einfach geschichteten Platte bei vorgegebener
Wellenzahl, linke Seite Einfallswinkel 0°, rechte Seite 45°
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2000

2000
100 ——— 1800 _—
1600 - 100k
1400 - 1400 F
12004 / 1200 (—/{—.
- —
Z 100 z 1om i
s a0 / B 800 /
500 600 &
400t amf
200 a0l
) / /

! |
0 20 40 60 80 100 1200 140 160 180 200
Wellenzahl k [1/m]

0

L L . |
0 20 40 =] 80 100 120 140 160 180 200
Wellenzahl k [1/m]

Abbildung 13: Frequenzdiagramm einer zweifach geschichteten Platte bei vorgegebener
Wellenzahl, linke Seite Einfallswinkel 0°, rechte Seite 45°
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o
1000 /
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BO0

f [kHz)

400+

200+

0
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12000

1000 &

Go00F

GO0

400 F

2001

0 100 200 300 400 500 GO0 70O 800 900 1000
Wellenzahl k [1/m]

0 100 200 300 400 500 600 700
Wellenzahl k [1/m]

Abbildung 14: Frequenzdiagramm einer einfach geschichteten carbonfaserverstirkten
Kunststoffplatte bei vorgegebener Wellenzahl, linke Seite Einfallswinkel

0°, rechte Seite 45°
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5500 5500
5000 5000
4500 4500
4000 4000
3500 3500
3000 + 3000
T T
= =
o~ 2500 2500
2000 2000
1500 1500
1000 1000
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0 . L . ' 0 L L '
a 100 200 300 400 500 60O 700 600 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 GO0 %00 1000
Wellenzahl k [1/m] Wellenzahl k [1/m]

Abbildung 15: Frequenzdiagramm einer kaltgewalzten Stahlplatte bei vorgegebener Wel-
lenzahl, linke Seite Einfallswinkel 0°, rechte Seite 45°
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6.2. Vorgegebene Frequenzen

Die Funktion FEM6S mit dem Funktionsaufruf

function [|=FEM6S( Anzv_Platten, Plattendicke , Genauigkeit,
Loesergenauigkeit ,Dichten ,d, f0 ,fend ,I., Theta, Plotoptionen )

berechnet die Wellenzahlen k;;, € C fiir die vorgegebenen Frequenzen f; = fo+j- L im
Frequenzspektrum [fo = f0, fena = fend) mit L€ R, j =0,1,..., h=0,1,... und einem
festen Einfallswinkel ©.

Bei dieser Vorgehensweise ist es wichtig, die schon in Abbildung 7 des Abschnitts 1.3
gezeigten stetigen Kurven der Phasengeschwindigkeiten zu erzeugen. Um diese zu berech-
nen, sind nur reelle Losungen der Wellenzahlen k;;, von Interesse, weshalb der Parameter
Loesergenauigkeite R, besonders wichtig ist. Wird das quadratische Eigenwertproblem

(kjn’A + ik, B + G)U = 4n® f7 MU

gelost, so sind die Losungen k;;, € C. Ist der Betrag des Imaginérteils kleiner als die
Schwelle Loesergenauigkeit, so wird der Realteil als reelle Lésung der Wellenzahlen ge-
wertet. Dadurch wird eine Auswahl zuldssigen Phasengeschwindigkeiten getroffen.
Auch in diesem Algorithmus wird statt eines quadratischen Eigenwertproblems das dqui-
valente einfache Eigenwertproblem

(5 P (G Pt 0y gy

mit u = (U, k:MU)T gelost. Dabei wird wieder die MATLAB-Funktion Polyeig genutzt.
Sowohl die restlichen Parametereingaben als auch die im Algorithmus benotigten Matri-
zen werden nach dem Prinzip des Algorithmus FEM6K implementiert. Die Ergebnisse
werden in 2D-Linien- bzw. 2D-Punkte-Plots mit der Phasengeschwindigkeit ¢, = 27 !

k] h

in Abhéngigkeit von der Frequenz f; visualisiert.

Um den Linien-Plot zu zeichnen, miissen die einzelnen giiltigen Losungen einer Auswahl
von Wellenzahlen k;; den passenden Moden, der vorher gefundenen giiltigen Losun-
gen k;_1;, zugeordnet werden. Dazu wird der von Loveday und Long vorgeschlagene
Sortieralgorithmus aus [20][S.140] verwendet, der im Folgenden beschrieben wird. Dazu
sei

0 G — (2nf;)2M G— (2nf)?M 0
K(ki;) =K :=| ~ ~ 7 F .= J <.
(k54) (G —rfat B ) 0 A
Der Algorithmus nutzt die Orthogonalitédtsrelation
Um! Fu; 20 fiilr m =1 (94)
Unl Fuy =0 fiirm #1

der Eigenvektoren u; und u,,. Dabei ist vorausgesetzt, dass

kj,l 7£ kj,m
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gilt. Fiir ein ausreichend kleines L kann fiir zwei Eigenvektoren u,,(w) und wu,,(w + L)
benachbarter Frequenzen, die nicht zur selben Mode gehoren, die Relation

U (W) Fuy(w + L) = 0
angenommen werden. Gehoren sie zur selben Mode, so kann die Relation
U ! (W) Fuy(w + L) #0

angenommen werden. Zwei Eigenwerte k;_ ., k;q zu den Eigenvektoren u.(w—1L), uq(w)
gehoren also zu einer Mode, wenn die Eigenvektoren

max T (w — L)FU(W)ay| = U (w — L)FU(w)e.|

a,

erfiillen, wobei U = (uy, ..., u,) die Matrix aller Eigenvektoren ist. Die Implementierung
in MATLAB ist im Anhang A.3 dargestellt. Fiir die numerische Evaluation wurde zu-
nichst eine einfach geschichtete Platte bei einem Einfallswinkel der Welle von 0° und
45° getestet. Es wurden die Parameter

Plattendicke = 0,01 [m],
Genauigkeit = 16,

K
Dichten = 7900 {_g} ,
m
Loesergenauigkeit = 0,1,
T
© =0 bzw. —
ZW. 7

L = 250

verwendet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 16, 17, 18 zu finden, dabei sind die
oberen Plots fiir den Einfallswinkel 0° und die unteren Plots fiir den Einfallswinkel 45°
berechnet worden. Die linksseitigen Diagramme sind nach dem von Loveday und Long
entwickelten Algorithmus sortiert und als Linienplots abgebildet. Die Diagramme auf der
rechten Seite zeigen die an den diskreten Punkten berechneten Phasengeschwindigkeiten.
Da der Plot, der mit der Elastizitdtsmatrix C(2) bei einem Winkel von 0° berechnet wird,
grofere Fehler aufweist, wird er in Abbildung 19 mit L = 150 und einer Genauigkeit =
24 nochmals berechnet. Die Plots, die mit der Elastizitdtsmatrix C'(4) berechnet werden,
sind ebenfalls mit den Parametern L. = 150 und Genauigkeit = 24 neu berechnet
worden. Das Ergebnis ist in Abbildung 20 zu finden.

In Abbildung 21 ist der Plot einer zweifach geschichteten Platte dargestellt, dabei werden
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die Parameter

. 0,005
Plattendicke = (0, 005) [m],

Genauigkeit = 8,
K
Dichten = (7900) [ g],

7900) |'m?
Loesergenauigkeit = 0,1,
T
© =0 bzw. —
ZW. 1
L =150

verwendet. In Abbildung 22 wird der Algorithmus mit Elastizitdtsmatrix Copg getestet.
Dabei werden folgende Parameter verwendet:

Plattendicke = 0,005[m],
Genauigkeit = 24,

K
Dichten = 1540 {—2}
m
Loesergenauigkeit = 0,1,
T
© =0 bzw. —
W

L = 150.

In Abbildung 23 werden ebenfalls die Phasengeschwindigkeiten einer kaltgewalzten Stahl-
platte mit Elastizitdtsmatrix C'xgs mit folgenden Parametern berechnet:

Plattendicke = 0,0015[m],
Genauigkeit = 24,
K
Dichten = 7860 {_g} ,
m
Loesergenauigkeit = 0,1,
T

© =0 bzw. —
ZW. 1
L = 500.
Bei den vorgestellten Plots sind Diskretisierungsfehler zu erkennen. Diese Fehler wirken

sich auf den von Loveday und Long vorgeschlagenen Algorithmus aus, sodass einige
Phasengeschwindigkeiten der Linienplots den falschen Moden zugeordnet werden.
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Abbildung 16: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten Platte mit
Elastizitdtsmatrix C'(1), Einfallswinkel oben 0°, unten 45°
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Abbildung 17: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten Platte mit
Elastizitdtsmatrix C'(2), Einfallswinkel oben 0°, unten 45°

72



12000

10000

a000 -

6000

4000 -

Phasengeschwindigkeit[m/s]

2000 ¢

12000

10000

&000

6000

4000

Fhasengeschwindigkeit[m/s]

2000

] L

!
100

I I I I
180 200 250 300

Freguenz[kHz|

I
380

!
400

I
450

)
a00

1} 50

!
100

1 1 1
200 250 300
Frequenz[kHz|

I
180

I
380

!
400

I
450

)
a00

Phasengeschwindigkeit[rm/s]

Phasengeschwindigkeit[rm/s]

12000

10000

8000

6000

4000

2000

12000

10000

8000

G000

4000

2000

1 1 I 1 1 I 1 1 )
100 180 200 250 300 350 400 450 500

Freguenz[kHz]

brseE L s b+ W

0 a0

I 1 1 I 1 1 )
200 250 300 350 400 450 500
Freguenz[kHz]

1 1
100 150

Abbildung 18: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten Platte mit
Elastizitdtsmatrix C'(4), Einfallswinkel oben 0°, unten 45°
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Abbildung 19: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten Platte mit
Elastizitatsmatrix C'(2), Einfallswinkel 0°
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Abbildung 20: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten Platte mit
Elastizitdtsmatrix C'(4), Einfallswinkel oben 0°, unten 45°
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Abbildung 21: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer zweifach geschichteten Platte mit
Elastizitdtsmatrizen C'(2) und C(4), Einfallswinkel oben 0° , unten 45°
Winkel
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Abbildung 22: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer einfach geschichteten carbonfa-
serverstarkten Kunststoffplatte mit Elastizitdtsmatrizen Copg, Einfalls-
winkel oben 0°, unten Winkel 45°
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Abbildung 23: Phasengeschwindigkeitsdiagramm einer kaltgewalzten Stahlplatte mit
Elastizitatsmatrix C'kxag, Einfallswinkel oben 0°, unten 45°
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6.3. Winkeldrehung bei fester Wellenzahl

Das Programm FEM5SW berechnet einen 360° Polarplot. Dabei wird der Einfallswinkel
© gegen die verschiedenen Phasengeschwindigkeiten c, bei fester Frequenz f in einem
Polarplot aufgetragen. Dabei werden die Phasengeschwindigkeiten nach FEM6S durch
das Eigenwertproblem (93) berechnet, wobei in jedem Schritt die Matrizen an den neuen
Winkel angepasst werden miissen. Die Funktion FEM5SW wird mit

function [|=FEM5SW( Anzv_Platten, Plattendicke , Genauigkeit,
Dichten ,d, f, Delta, LG )

aufgerufen. LG entspricht dem Parameter Loesergenauigkeit des Algorithmus FEMG6S.
360

Der Kreis wird in 52— diskrete Winkel unterteilt. Zu diesen Winkeln werden die ver-
schiedenen Phasengeschwindigkeiten berechnet und diese dann in einen Polarplot aufge-
tragen. Der Plot selbst wird mit der Funktion PolarplotMi2V2TP erstellt.

Diese Plotfunktion iibertragt das Ergebnis in Polarkoordinaten, wobei nur ein Intervall
des Radius [Rin, Rmaz| geplottet wird. Das Intervall [0, R,,;,] liegt deshalb im Ursprung
und wird nicht dargestellt. Dabei garantiert der Algorithmus FEM6S, dass R,,;, in der
Grofsenordnung der kleinsten Phasengeschwindigkeit liegt und R,,., der grofsten Pha-
sengeschwindigkeit entspricht. Dies hat zur Folge, dass auch kleinere Anderungen der
Phasengeschwindigkeit im Plot erkannt werden konnen. Der Quellcode der Funktion
PolarplotMi2V2TP ist im Anhang A.4 zu finden.

Fiir die numerische Evaluation wird zunéchst eine einfach geschichtete Platte bei jeweils

50 [kHz] und 120 [kHz| getestet. Es werden folgende Parameter verwendet:

Plattendicke = 0,01 [m],
Genauigkeit = 36,

Dichten = 7900 {K_g} ;
m
f=50-10° bzw. 120 - 10°,
LG =0,1.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 24 zu finden. Dabei sind auf der linken Seite die
Polarplots der Frequenz 50 [kHz| und auf der rechten Seite die Winkeldiagramme der
Frequenz 120 [kHz| abgebildet.
Zusatzlich wird der Algorithmus fiir eine zweifach geschichtete Platte mit folgenden
Parametern numerisch getestet:

. 0,005
Plattendicke = (0’ OO5) [m],
Genauigkeit = 8§,

) ~ (7900 Kg
Dichten = (7900) [W}’

f=50-10° bzw. 120 - 10°,
LG =0,1.
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Die Elastizitatsmatrizen C(2) und C(4) werden fiir jeweils eine Schicht verwendet. Das
Ergebnis ist in Abbildung 25 zu finden.

Auferdem wird der Algorithmus mit der Matrix Copg getestet, dabei werden folgende
Parameter verwendet:

Plattendicke = 0,005 [m],
Genauigkeit = 36,

K
Dme:lMOPé}
m
f=50-10° bzw. 120 - 10,
LG =0,1.

Das Ergebnis ist in Abbildung 26 zu finden.
Auch wird der Algorithmus mit Elastizitdtsmatrix C'xgg, den Parametern

Plattendicke = 0,0015 [m],
Genauigkeit = 24,

K
Duﬁwn=7&m{—§}

m
LG =0,1

und den Frequenzen 460 [kHz| und 1020 [kHz| getestet. Das Ergebnis ist in Abbildung
27 zu finden.
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Matrix C(1):

Matrix C(2):

Matrix C(4):

X
XL A s
&gj‘ﬁ%

4

Abbildung 24: Winkeldiagramme der Phasengeschwindigkeiten, links 50 |kHz|, rechts
120 [kHz]
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Abbildung 25: Winkeldiagramm der Phasengeschwindigkeiten einer zweifach geschichte-
ten Platte, links 50 |kHz|, rechts 120 [kHz|
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Abbildung 26: Winkeldiagramm der Phasengeschwindigkeiten einer einfach geschichte-
ten, carbonfaserverstarkten Kunststoffplatte, links 50 [kHz|, rechts 120
[kHz|
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Abbildung 27: Winkeldiagramm der Phasengeschwindigkeiten einer einfach geschichte-
ten, kaltgewalzten Stahlplatte, links 460 [kHz|, rechts 1020 [kHz]
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7. Experimentelle Laufzeitmessung

Neben den numerischen Berechnungen werden fiir diese Ausarbeitung experimentelle
Winkeldiagramme der Laufzeiten einzelner Moden in gewalzten Stahlplatten ermittelt.
Dabei wird iiber eine Messstrecke von 23 [cm| gemessen. Die aus der Messung resul-
tierenden Geschwindigkeiten werden in Abhéangigkeit vom Einfallswinkel berechnet. Die
folgenden Platten werden vermessen:

Plattennr. | Materialbez. | Dicke[mm| | Dehngrenze [MPal
1 H260Z 1,2 260-330
2 DC042C 1,5 226

Allerdings sind keine Parameter der Platten bekannt, die es erlauben, die Elastizitats-
matrix der vermessenen Objekte aufzustellen. Daher konnten numerische und experi-
mentelle Ergebnisse nicht verglichen werden.

In den Abbildungen 28 - 31 sind die Ergebnisse einer Laufzeitmessung und die resultie-
renden Phasengeschwindigkeiten der Platten dargestellt. Dabei gehoren die Abbildungen
28 und 29 zu Stahlplatte 1 und die Abbildungen 30 und 31 zu Stahlplatte 2. In den Ab-
bildungen 28 und 30 sind die Anderungen der A0 Moden dargestellt. In den Abbildungen
29 und 31 sind die Anderungen der SO Moden dargestellt.

Die Winkelabhéngigkeit der Laufzeit ist bei diesen Platten sehr gut zu erkennen. Die
schwarzen Linien in den Plots sind Spiegelungen der Daten, da die Abmessung des
verwendeten Priifkopfes zu grof ist, um ein Winkeldiagramm vollstéindig aufzunehmen
(Abbildung 32). In Abbildung 31 liegen zusétzlich grofe Messfehler vor, da es bei der
vorgegebenen Frequenz von 120 [kHz| zu Interferenzen mit anderen Moden kommt.
Zusatzlich werden auch die Phasengeschwindigkeiten der SO Mode in Abbildung 33 der
1. Platte ohne Verzerrung geplottet. Zwar kann aufgrund der fehlenden Parameter kein
direkter Vergleich zu den Berechnungen des Algorithmus hergestellt werden, aber das
Verhalten der Phasengeschwindigkeiten ist d&hnlich wie in dem Diagramm Abbildung 27
der kaltgewalzten Stahlplatte.
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Abbildung 28: Links: Messung der Laufzeiten in [us] bei einer Anregungsfrequenz von
460 [kH z| auf einer Strecke von 23 [em]

Rechts: Resultierendes Geschwindigkeitsdiagramm in [m/s]

i :‘ !‘- o
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Abbildung 29: Links: Messung der Laufzeiten in [us] bei einer Anregungsfrequenz von
1020 [kHz] auf einer Strecke von 23 [cm)]
Rechts: Resultierendes Geschwindigkeitsdiagramm in [m/s]
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Abbildung 30: Links: Messung der Laufzeiten in [us| bei einer Anregungsfrequenz von
460 [kH z| auf einer Strecke von 23 [em]
Rechts: Resultierendes Geschwindigkeitsdiagramm in [m/s]

Abbildung 31: Links: Messung der Laufzeiten in [us] bei einer Anregungsfrequenz von
1020 [kH z] auf einer Strecke von 23 [em)]
Rechts: Resultierendes Geschwindigkeitsdiagramm in [m/s]
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Abbildung 33: Platte 1: Messung der SO Mode {iber den vollen Radius aufgetragen
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8. Ausblick

8.1. Parallelisierung und andere Approximationsraume

Um die Laufzeiten der Algorithmen effektiv zu verkiirzen, kdnnen diese parallelisiert
werden. Exemplarisch wird eine Moglichkeit fiir ein vorgegebenes Frequenzspektrum
diskutiert. Der Ansatz ist, das Frequenzspektrum f = (fo, ..., fy) in mehrere Unterab-
schnitte f[(z) = (fra), ---» fra41)—1) mit einer Indexmenge 0 = 1(0) < I(1)... < I(l;,) = fn
aufzuteilen und die Berechnungen mit einer parfor-Schleife auf mehrere Prozessoren zu
verteilen. Mit Hilfe der Funktion FEM6S kénnen die Losungen berechnet werden.

Um spater die Moden mit Hilfe des Algorithmus A.3 automatisiert zu sortieren, miissen
zusitzlich die Eigenvektoren der vorgegebenen Irequenzen f;g) und frq)—fir 1 <1 <1,
gespeichert werden. Ausgehend von der Sortierung, die die Anfangsfrequenz f; den Lo-
sungen der Frequenz fr;)—; vererbt, miissen alle Losungen fiir jeden Frequenzunterab-
schnitt nach der Orthogonalrelation (94) der benachbarten Frequenzen froy und froy—
umsortiert werden.

Ebenso kénnen die Algorithmen FEM6K und FEM5SW parallelisiert werden. Allerdings
entfillt hier die Sortierung nach Moden. Ein Algorithmus zur Sortierung oder farblichen
Codierung der Diagramme wurde noch nicht entwickelt bzw. implementiert.

Auch ein Trennen der S0, S1,... und A0, Al,... Moden von den SSHO, SSH1,... und
ASHO, ASH1,... Moden kann eine weitere Aufgabenstellung sein. Eine Zuordnung kann
moglicherweise mittels der unterschiedlichen Polarisationen der Lamb- und SH-Wellen
gelingen.

Eine weitere Verbesserung der Algorithmen kann durch die Wahl anderer Approxima-
tionsrdume geschehen. So konnen statt einer stiickweisen linearen Interpolation auch
Polynome hoéherer Ordnung verwendet werden. Die Grundlagen dafiir liefert der Satz
5.5. Allerdings werden die Matrizen des zu losenden Eigenwertproblems der Art (69)
eine kompliziertere Struktur besitzen.
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8.2. Gruppengeschwindigkeit

Bei einer Messung wird hédufig ein sogenanntes Wellenpaket genutzt, i.e. eine zeitlich
oder rdumlich begrenzte Welle. Diese wird meist nicht mit nur einer Frequenz angeregt,
sondern es wird ein Frequenzspektrum genutzt, das die gewiinschte Frequenz umgibt.
Die Geschwindigkeit eines Wellenpaketes ist die Gruppengeschwindigkeit

vy = Opw(k). (95)

In der Literatur [20] wird, basierend auf den nachfolgenden Rechnungen, ein Algorithmus
zur Berechnung der Gruppengeschwindigkeit vorgeschlagen. Dazu seien @), die rechts-
seitigen Eigenvektoren und @), die linksseitigen Eigenvektoren des quadratischen Eigen-
wertproblems

(KA +ikB+G)Q, = w*MQ,,
Qi(k*A +ikB + G) = Quw* M.

Es ergibt sich

O (HQUAQ. +ikQUBQ. + QiGQ, — w*QuNQ,)
= 2kQIAQ, + iQIBQ, — 2wOwQMQ,
=0,

sodass

_ 2kQIAQ, +iQBQ,
B 2leMQr

gilt. Die Berechnung der Gruppengeschwindigkeit kann mit (96) in die Funktion FEM6S
eingebunden werden.

8kw (96)
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8.3. Anwendung zum Sender- und Empfangerbau

Um eine Laufzeitmessung in einer Stahlplatte durchzufiihren, muss eine Welle erzeugt
und gemessen werden. Dazu kann z. B. die Technik eines elektromagnetischen Ultra-
schallwandlers, kurz EMUS-Wandlers, genutzt werden. Solche Wandler kénnen nach
[16] sowohl zum Empfangen als auch zum Senden einer Welle verwendet werden. Ein
Priifkopf, der geméafs dem FEMUS-Prinzip gebaut ist, erzeugt nach Artikel 5 der Lite-
ratur [16] eine Ultraschallwelle in elektrisch leitendem Material. Dies geschieht durch
die Lorentz-Kraft, den magnetostriktiven Effekt oder durch eine Kombination beider
Phianomene. Ein EMUS-Wandler besitzt eine HF-Spule, die eine feste Wellenlénge Ag
vorgibt, die von einem Priifkopf erzeugt bzw. empfangen werden kann. Mit (2) ergibt
sich eine Ursprungsgerade
Cp = )\Ef

Wird diese Gerade in ein Phasengeschwindigkeitsdiagramm eingezeichnet, ergeben die
Schnittpunkte mit den einzelnen Moden die Frequenzen, bei denen die Moden erzeugt
bzw. empfangen werden. In Abbildung 34 sind solche Geraden mit Steigungen A\g; und
Apa beispielhaft eingezeichnet. Ein Priifkopf, der eine Welle mit Wellenldnge A\p; an-
regt, wire in der Lage, bei der Frequenz des Pfeils 1 die S0 Mode anzuregen bzw. zu
empfangen. Er wire jedoch ungeeignet fiir die Anregung einer Mode A0. Hingegen wire
ein Priifkopf, der eine Welle mit Wellenléinge \go anregt, in der Lage, bei der Frequenz
des Pfeils 2 die A0 Mode dieser Platte anzuregen. Das Messen der SO Mode ist jedoch
schwierig, da der Priifkopf die Mode bei einer ungeeigneten Frequenz erzeugt.

Mit Hilfe dieses Diagrammes ist im Vorfeld von Messungen die Konstruktion eines in-
dividuellen Priifkopfes moglich, da die Spule des Messgerites an die Parameter des zu
vermessenden Werkstoffes angepasst werden kann. Dabei ist anzumerken, dass die meis-
ten Sensoren entweder Lamb- oder SH-Wellen anregen bzw. wahrnehmen koénnen, da
diese unterschiedlich polarisiert sind. Deshalb erfolgt beim Bau eines Priifkopfs meist
eine Fokussierung auf einen der beiden Wellentypen.

12000
10000
8000
BO00 -

4000 -

Phasengeschwindigkeit[m/s]

oo SSHO

| | 1 | 1 |
0 il 40 60 80 100 120 140 180 180 200
Frequenz[kHz]

Abbildung 34: Dispersionsdiagramm mit zwei eingezeichneten Ablesegeraden der Stei-
gungen A\g; und Ago
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9. Fazit

In dieser Arbeit wurde das analytisch kaum zu berechnende Problem der Wellenausbrei-
tung in anisotropen Platten numerisch geldst.

Es wurden insgesamt 3 Algorithmen fiir die Wellenausbreitung realisiert, wobei der Kon-
vergenzbeweis fiir einen der Algorithmen erbracht wurde.

Ein exakter Vergleich der numerischen Ergebnisse mit der Realitdt war aufgrund fehlen-
der Parameter nicht méglich und muss an anderer Stelle vorgenommen werden.
Stattdessen konnte nachgewiesen werden, dass eine numerisch berechnete Stahlplatte
und die fiir die Ausarbeitung vermessenen Stahlplatten ein vergleichbares anisotropes
Verhalten der Phasengeschwindigkeiten zeigen. Dieses Ergebnis untermauert die Reali-
tatsndhe des verwendeten Modells.

Des Weiteren erfolgte eine numerische Testung der Algorithmen. Die Ergebnisse dieser
Algorithmen sind bis auf kleinere Diskretisierungsfehler stabil.

Der hauptséchliche Nutzen dieser Arbeit liegt in ihrer Anwendungsorientierung. Die Er-
gebnisse kénnen im Bereich der zerstorungsfreien Priifverfahren praktisch angewendet
werden. So konnen die berechneten Daten beispielsweise fiir den Bau von Priitkdpfen
oder im Rahmen experimenteller Laufzeitmessungen herangezogen werden.

Aus theoretischer Sicht kénnen die Berechnungen als Grundlage dafiir dienen, Algorith-
men fiir andere Geometrien wie z. B. Rohre herzuleiten und diese Algorithmen auf eine
analytische Basis zu stellen.
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A. Quellcode
A.1l. Matrixinitialisierung

WISTITISTISISTISITTISIISISTISISTISTITISTISISTISTI o
% Matrixinitialisierung %

%Axx

Axx=Axx1(1,1,d, Anzv_ Platten,Genauigkeit ,Abstand )xcos(Teta) ~2;

Axx=Axx+Axx1(1,6,d, Anzv_ Platten,Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta) *2;

Axx=Axx+Axx1(6,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )x*sin (Teta
) "2

JoAyy

Ayy=Axx1(6,6,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,Abstand )*cos(Teta) ~2;

Ayy=Ayy+Axx1(2,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta) *2;

Ayy=Ayy+Axx1(2,2,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )x*sin (Teta
)" 2;

Y%Azz

Azz=Axx1(5,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand )*cos(Teta) ~2;

Azz=Azz+Axx1(4,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta) *2;

Azz=Az7+Axx1(4,4,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,Abstand )xsin (Teta
) "2

%Axy

Axy=Axx1(1,6,d, Anzv_ Platten,Genauigkeit ,Abstand )xcos(Teta) ~2;

Axy=Axy+Axy2(1,2,6,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta);

Axy=Axy+Axx1(2,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )x*sin (Teta
) "2

Y%A xz

Axz=Axx1(1,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand )xcos(Teta) ~2;

Axz=Axz+Axy2(1,4,5,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta);

Axz=Axz+Axx1 (4,6 ,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,Abstand )xsin (Teta
)" 2;

%Ayz
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78

Ayz=Axx1(5,6,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,Abstand )xcos(Teta) ~2;
Ayz=Ayz+Axy2(2,5,4,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand )

xcos (Teta)xsin (Teta);
Ayz=Ayz+Axx1(2,4,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,Abstand )xsin (Teta

) "2

WIS TSI T Gesamtmatrix A zum FEigenwert k™2 %S0T
A=[[Axx,Axy, Axz | ;[ Axy,Ayy,Ayz|; [ Axz, Ayz, Azz || ;
WITTTTTH Erzeuge B YISATTTSTSTITTTITSTS
Bxx= EBxz(1,5,1,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )xcos(Teta);
Bxx=Bxx+ EBxz(5,6,5,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xsin(Teta);

Byy= EBxz(4,6,4,6,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xcos(Teta);
Byy=Byy+ EBxz(2,4,2,4,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xsin(Teta);

Bzz—= EBxz(3,5,3,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )*cos(Teta);
Bzz=Bzz+ EBxz(3,4,3,4,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )*sin(Teta);
Bxy= EBxz(1,4,5,6,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )xcos(Teta);

Bxy=Bxy+ EBxz(4,6,2,5,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xsin(Teta);

Bxz= EBxz(1,3,5,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )*cos(Teta);
Bxz—Bxz+ EBxz(3,6,4,5,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xsin(Teta);

Byz= EBxz(3,6,4,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )*cos(Teta);
Byz=Byz+ EBxz(2,3,4,4,d, Anzv_Platten, Genauigkeit )xsin(Teta);
WIS TGesamtmatrix B zum Eigenwert k %%9%%
B=||Bxx,Bxy, Bxz|;| = Bxy’,Byy, Byz|;| = Bxz’,—=Byz’ ,Bzz | | ;

WISIAAIIIS, Erzeuge Matrix GOSIAASISSIIY,

Gxx=EGxx(5,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand );
Gyy=EGxx(4,4,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand );
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Gzz=EGxx(3,3,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand );
Gxy=EGxx(4,5,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand );
Gxz=EGxx(3,5,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand );
Gyz=EGxx(3,4,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit , Abstand );

TSI TTTSTISTTTSIS TG esamtmatrix FITTSSIITTTSSITHITISSISo
G=||Gxx,Gxy, Gxz | ; | Gxy, Gyy, Gyz | ;| Gxz,Gyz,Gzz | | ;

MEEM( Anzv_ Platten , Genauigkeit , Abstand , Dichten );
M=[[M, zeros (size (M) ) ,zeros(size (M) ) |;
| zeros (size (M)) ,M, zeros (size (M)) |;
[zeros (size (M)) ,zeros (size (M)) M]];
WITSTISTTITSTISTTISTISTISSIISTISSTISTISSITSTISSTIS o
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A.2. Unterprogramme zur Erzeugung von Matrizen
A.2.1. Die Funktion Axx1

1 function | Axxl| = Axxl(z,s,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand
)

o ZWUNTITLED2 Summary of this function goes here

s % z Zeile der benoetigten Elastizitaetsmatrix

% s Spalte der benoetigten Elastizitaetsmatrix

%  Anzv_Platten

N

%Erzeuge erste Eintraege

Axxl=zeros (sum( Genauigkeit ) +1,sum( Genauigkeit)+1);
Axx1(1,1)=Abstand (1) /3xd(z,s);

1w Axxl(1,2)=Abstand (1) /6xd(z,s);

o Axx1(2,1)=Axx1(1,2);

12 H:1;

1z for i=1:Anzv_Platten

1w for k=1:Genauigkeit (i)

15 if k<Genauigkeit (i)

16 Axx1(n+k,n+k)=2/3xAbstand (i )xd(z+6«(i—1),s);

17 Axx1(n+k,nt+k+1)=1/6xAbstand (i )*d(z+6x(i—1),s);
18 Axx1 (n+k+1,n+k)=Axx1 (n+k,n+k+1);

19 end

© oo -~ =] ot

20

21 if k=—Genauigkeit (i) && i<Anzv_Platten

2 Axx1(n+k,nt+k)=1/3«(Abstand (i+1)*d(z+6xi,s)+Abstand (i)=d(z
+6x(i—1),s));

23 Axx1(n+k,n+k+1)=1/6xAbstand (i+1)xd (z+6%i ,s) ;

24 Axx1(n+k+1,n+k)=Axxl (n+k,n+k+1);

25 end

26 if k=—Genauigkeit (i) && i==Anzv_Platten

27 Axx1(n+k,n+k)=1/3%Abstand (i) *d(z+6%(i—1),s);
28 end

29 end

30 n=nt+Genauigkeit (i);

a1 end

32 end

97



© 00 ~ =] ot - w M)

-
o

11

12

13

14

15

16

17

18

19

27

A.2.2. Die Funktion Axy2

function | Axxl] = Axy2(z,s,z2,s2,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit ,
Abstand )

%Erzeuge erste Eintraege
Axxl=zeros (sum( Genauigkeit ) +1,sum( Genauigkeit)+1);
Axx1(1,1)=Abstand (1) /3x(d(z,s)+d(z2,s82));
Axx1(1,2)=Abstand (1) /6x(d(z,s)+d(z2,82));
Axx1(2,1)=Axx1(1,2);
n=1;
for i=1:Anzv_Platten
for k=1:Genauigkeit (i)
if k<Genauigkeit (i)
Axx1(n+k ,ntk)=2/3xAbstand (i) *(d(z+6x(i—1),s)+d(z2+6x(i
_1)782));
Axx1(n+k,ntk+1)=1/6«Abstand (i) *(d(z+6x(i—1),s)+d(22+6%(
i-1),52));
Axx1(n+k+1,n+k )=Axx1 (n+k,ntk+1);
end

if k=Genauigkeit (i) && i<Anzv_Platten
Axx1(n+k,nt+k)=1/3%(Abstand (i+1)*(d(z+6%i,s)+d(2246%i,s2
))+Abstand (i) *(d(z+6x(i—1),s)+d(z2+6%(i—1),s2)));
Axx1(nt+k,ntk+1)=1/6«Abstand (i+1)*(d(z+6%i,s)+d(z246xi,
82));
Axx1 (nt+k+1,n+k)=Axx1 (ntk,ntk+1);
end
if k=—=Genauigkeit (i) && i==Anzv_Platten
Axx1(n+k,ntk)=1/3xAbstand (i) *(d(z+6x(i—1),s)+d(z2+6x(i

_1)782));
end
end
n=n+Genauigkeit (i);
end
end
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A.2.3. Die Funktion EBxz

function | Bxz| = EBxz(z,s,z2,s2,d, Anzv_ Platten, Genauigkeit )

%Erzeuge erste Eintraege

Bxz=zeros (sum( Genauigkeit)+1,sum( Genauigkeit)+1);
Bxz(1,1)=d(z,s)—d(z2,s2);
Bxz(1,2)=—(d(z,s)+d(7z2,s2));

Bxz(2,1)=—Bxz(1,2);

n=1;

for

end

i=1:Anzv_Platten

for

end

k=1:Genauigkeit (i)

if k<Genauigkeit (i)

%Bxz (n+k,ntk)=0;

Bxz (n+k ,n+k+1)=—(d (z+6x(i —1),s)+d (22 +6%(i—1),s2));
Bxz (n+k+1,n+k )=—Bxz (n+k ,n+k+1);

end

if k=—Genauigkeit (i) && i<Anzv_Platten

Bxz (n+k,ntk)=—(d(z+6%(i—1),s)—d(z2+6%(i—1),s2) ) +(d(z+6%(
i),s)=d(2z2+6x%(i),s2));

Bxz (ntk ,ntk+1)=—(d (z+6%i ,s)+d(2z2+6xi ,s2));

Bxz (ntk+1,n+k)=—Bxz (n+k,ntk+1);

end

if k=—Genauigkeit (i) && i==Anzv_Platten

Bxz (n+k,n+k)=(d(z+6%(i—1),s)—d(z2+6%(i—1),s2));

end

n=n+Genauigkeit (i) ;

Bxz=0.5%xBxz;

end
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A.2.4. Die Funktion EGxx

function | Gxx| = EGxx(z,s,d, Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand

)
%UNTITLED2 Summary of this function goes here

% z Zeile der benoetigten Elastizitaetsmatrix

'

oo ~ =] ot

10

11

12

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

%
%

s Spalte der benoetigten Elastizitaetsmatrix

Anzv_Platten

%Erzeuge erste Eintraege
Gxx=zeros (sum( Genauigkeit ) +1,sum( Genauigkeit)+1);

Gxx(1,1)=d(z,s)/Abstand (1) ;

Gxx(1,2)=—Gxx(1,1);
Gxx(2,1)=Gxx(1,2);

n—1;

for

end
end

i=1:Anzv_Platten
for k=1:Genauigkeit (1)
if k<Genauigkeit (i)

Gxx (n+k,ntk)=2%«d (z+6%(i—1),s) /Abstand (i)
Gxx (n+k,ntk+1)=—d(z+6%(i—1),s) /Abstand (i
Gxx(n+k+1,n+k)=Gxx(n+k,ntk+1);

end

if k=Genauigkeit(i) && i<Anzv_Platten
Gxx (n+k,ntk)=(d(z+6%i,s)/Abstand (i +1)+d (z+6%(i—1),s)/

Abstand (1)) ;
Gxx(n+k ,ntk+1)=
Gxx(nt+k+1,ntk)
end

if k=—Genauigkeit (i) && i==Anzv_Platten
Gxx(ntk,ntk)=d(z+6x%(i—1),s)/Abstand (i) ;

end
end
n=n+Genauigkeit (i) ;

—d(z+6xi,s)/Abstand (i+1);
=Gxx(ntk,nt+k+1);
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A.2.5. Die Funktion EM

function [M] = EM( Anzv_Platten, Genauigkeit , Abstand , Dichte )
YUNTITLED2 Summary of this function goes here

% z Zeile der benoetigten Elastizitaetsmatrix
% s Spalte der benoetigten Elastizitaetsmatrix
%  Anzv_Platten

%Erzeuge erste Eintraege

M=zeros (sum( Genauigkeit ) +1,sum( Genauigkeit)-+1);
M(1,1)=1/3%Dichte (1)«Abstand (1) ;
M(1,2)=0.55M(1,1):

M(2,1)=M(1,2);

n=1;

for i=1:Anzv_Platten

for k=1:Genauigkeit (i)
if k<Genauigkeit (i)
M(n+k ,n+k)=2/3+«Dichte (i)*Abstand (i) ;
M(n+k ,n+k+1)=Dichte (i)*Abstand (i) /6;
M(n+k+1,n+k)=M(n+k,ntk+1);
end

if k=Genauigkeit(i) && i<Anzv_Platten
M(n+k ,n+k)=(Dichte (i+1)«Abstand (i+1)+Dichte (i)*Abstand (i
))/3;
M(n+k,nt+k+1)=Dichte (i+1)xAbstand (i+1)/6;
M(n+k+1,n+k)=M(n+k ,ntk+1);
end
if k=—Genauigkeit (i) && i==Anzv_Platten
M(n+k ,n+k)=Dichte (i)*Abstand (i) /3;
end
end
n=n+Genauigkeit (i) ;
end
end

101



A.3. Moden Sortieralgorithmus

Es sind X und X1 die Eigenvektormatrizen und lambda die Eigenwerte von X1.
WTSTTSTISTISTISTSTTSTTSTISTTes ox tier e SIS SISSTTo

Vmatrix=abs (X1’ [[G—(2xpixf) "2xM, zeros (size (M)) | ;| zeros (size
(M) ), =A]]+X) ;

[VM, IX]=sort (Vmatrix ) ;

hlambda=zeros (size (lambda) ) ;
hX=zeros (size (X));
%lambda wird umsortiert
for i=1:length (lambda)
hlambda (IX (length (IX) ,i))=lambda(i);
end
%X wird umsortiert
for i=1:length (lambda)
hX (:,IX (length (IX) ,i))=X(:,i);
end

lambda=hlambda;

X=hX;
clear hlambda;
clear hX;
TSI ITTITTSFsortieren  end SIITTSITTTIII e
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A.4. Polarplotfunktion

function | output args | = PolarplotMi2V2TP (Datenl ,RMax, RMin,
DMax, DP, WA, WB, Winkel , Zahl)
%lst Zahl==1 wird das Kooridnatensystem geplottet

RMax=RMax—RMin ;

wl=Winkel ;

xl=zeros (size (Datenl));

yvl=zeros (size (Datenl));

for i=1:length (wl)
for 1=1:size (Datenl, 2)
x1(i,1)=cos(wl(i))*(Datenl(i,]l)—RMin);
yl1(i,1)=sin(wl(i))=*(Datenl(i,l)—RMin);
end

end

figure (2)

title ("Polarplot”)

hold on

set (geca, 'XTick’, [|], *YTick’, [], 'Box’, ’off’,
"XColor’, ones(1,3), 'YColor’, ones(1l, 3));

axis (equal ")

%Koordinatensystem

if Zahl==1

for 1=10:WA:360

plot ([0 ,RMax*cos (pi/180xi)],[0,RMax*sin (pi/180xi)]|, Color’ ,[.5
5 .5])
u=num?2str(i);
if mod(i ,WB«WA)==
if 1==360
text (RMaxxcos (pi/180%i), RMax«sin (pi/180xi), '0°
/360°7, 'FontSize’, 12)
else
text (RMaxxcos (pi/180%1), RMaxxsin (pi/180%i), [u, °’],
FontSize’, 12)
end
end
end
%Koordinatensystem fertig
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50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

63

64

for

end
end

for

p=plot (x1(:,i),y1(:,i),

end

h=DMax : DMax: RMax

a=0:DP/h:360;
rx=zeros (size (a))
ry=zeros (size(a))
for i=1:length(a)
rx (i)=hxcos(a
ry (i)=hxsin (a
end
plot (rx,ry,  Color’ |[.5
u=num2str (h+RMin) ;

.0

(i)+pi/180);
(i)*pi/180);

51) 5

text (0, h, u, "FontSize , 12)

clear rx;
clear ry;

i=1:size(yl,2)

hold off

end

Y 9 .
)
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B. Erklarung des Studierenden

Hiermit versichere ich, dass die vorliegende wissenschaftliche Arbeit mit dem Titel Ge-
fiihrte Wellen in geschichteten, anisotropen Platten selbstindig verfasst worden ist, dass
keine anderen Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt worden sind und
dass die Stellen der Arbeit, die anderen Werken - auch elektronischen Medien - dem
Wortlaut oder Sinn nach entnommen wurden, auf jeden Fall unter Angabe der Quelle
als Entlehnung kenntlich gemacht worden sind. Dies gilt in gleicher Weise fiir Bilder und
Zeichnungen, die nicht von mir selbst erstellt wurden. Alle im Anhang und auf der CD
befindlichen Programme sind von mir selbst programmiert worden.

Ort, Datum Unterschrift
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