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1 Einleitung

Zu Beginn der Fotografie war man allgemein der Meinung, dass Bilder nicht
liigen konnen. Diese Sichtweise ist mittlerweile iiberholt, denn dhnlich wie bei
Gemailden werden Bilder von Fotografen oder Herausgebern in der Regel arran-
giert, um eine bestimmte Interpretation beim Betrachter zu provozieren. Einfa-
che Moglichkeiten sind Farbmanipulationen, um z. B. Wasser wie Blut aussehen
zu lassen, oder eine verdnderte Bildgeometrie, die Personen dicker oder diinner
erscheinen ldsst [Mar12]. Besonders in der Modefotografie sind moderne Tech-
niken der Bildverarbeitung so weit verbreitet, dass der franzosische Gesetzge-
ber eine Kennzeichnungspflicht nachbearbeiteter Fotos eingefiihrt hat, um jun-
ge Menschen vor unrealistischen Schonheitsidealen zu schiitzen [Rob17]. Eine
weitere einfache Moglichkeit die Aussage eines Bildes zu manipulieren, ist die
Wahl eines passenden Bildausschnitts, welcher die Aussage des Bildes in ihr
Gegenteil verkehren kann. Komplizierter wird es, wenn Bildelemente innerhalb
des Bildes retuschiert werden sollen. Dabei ist nicht immer boser Wille im Spiel,
wenn beispielsweise vom Zahn der Zeit beschddigte Bilder oder Dokumente re-
konstruiert werden sollen. Mogliche Beschddigungen sind hier Kratzer, Locher
oder Flecken. In Museen wird diese Aufgabe von Restauratoren iibernommen,
die aufgrund ihrer Ausbildung dazu in der Lage sind, Restaurierungsarbeiten
an wertvollen Gemaélden fachgerecht durchzufiihren.

In Abbildung 1.1 sind zwei Beispiele zu Rekonstruktion und Loschen von Bild-
elementen zu sehen. Im Jahre 2012 hatte eine 80-jahrige Dame Mitleid mit dem
Jesusfresko ihrer Kirche in Borja, Nordspanien, und versuchte sich an einer Re-
konstruktion. Uber die Qualitit ihrer Arbeit wurde danach ausgiebig diskutiert
(Abbildung 1.1(a)). In Abbildung 1.1(b) ist von links oben nach rechts unten die
zeitliche Entwicklung einer Fotografie von Stalin und einigen Weggefdhrten zu

sehen. Nach und nach fallen die abgebildeten Personen in Ungnade oder dem
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Grofien Terror zum Opfer. Parallel werden die Personen im Bild entsprechend

abgeschnitten und retuschiert.

(a) Rekonstruktion des Ecco Homos von Borja (b) Der Grofle Terror - Finf, vier,
[Foc12] drei, zwei. [Nin17]

Abbildung 1.1: Historische Beispiele

Die Methode, bei der beschaddigte oder verlorene Bildteile rekonstruiert werden,
heifit Inpainting oder Ubermalen. Dabei bestimmt die Gesamtheit des Bildes,
wie es an beschddigten Bildteilen fortgesetzt werden soll, um eine stimmige Re-
konstruktion zu erhalten. Wichtig ist insbesondere, dass der Ubergang an den
Randern des beschddigten Bereichs unauffallig ist. Eine verbreitete Methode, die
von professionellen Restauratoren verwendet wird, verdeutlicht Abbildung 1.2.
Ein Bild mit einem schwarzen Kreis wurde beschadigt und wird in drei Schrit-
ten rekonstruiert. Zuerst werden die Konturlinien, also der Rand des Kreises,
die den Rand der Beschddigung beriihren, entlang ihrer gedachten Verlinge-
rung weitergefiihrt. Diese Linie definiert unterschiedliche Regionen innerhalb
der Beschddigung, die im zweiten Schritt mit einer passenden Farbe aufgefiillt
werden. Im letzten Schritt wird die Textur, also kleinskalige Bildinhalte, wie
Bildrauschen oder feine Muster, hinzugefiigt, die das Bild natiirlich erscheinen
lassen. In der computergestiitzten Bildverarbeitung fiir digitale Bilder wird die-
ses Vorgehen von vielen Algorithmen fiir Inpainting imitiert.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir
das des Cahn-Hilliard-Inpaintings und einer Erweiterung fiir Grauwertbilder,

die dafiir geeignet ist, den strukturellen Anteil von Texturen in 3D-Modellen zu
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(a) Beschadigtes Bild, (b) Kontur wird fortge- (c) Regionen werden (d) Textur wird hinzu-
setzt mit Farbe aufgefiillt  gefuigt

Abbildung 1.2: Rekonstruktion eines Kreises

bereinigen. In diesem Kapitel wird das Thema der Arbeit in den Kontext zur
Arbeitsgruppe am Fraunhofer IOSB gestellt, die in der Praxis vorkommende
Problemstellung formuliert und ein Uberblick iiber die verfiigbare Literatur ge-
geben. Im zweiten Kapitel wird die mathematische Modellierung von Bildern
erklédrt, sowie eine kurze Einfiihrung in variationelle Methoden und partielle
Differentialgleichung fiir Inpaintingaufgaben gegeben. Anschlieffend wird bei-
spielhaft ein Bildmodell aus der Segmentierung fiir Inpainting angepasst. Das
dritten Kapitel beschéftigt sich mit der mathematischen Analyse der Cahn-Hil-
liard-Inpainting-Gleichung, welches zum Inpainting von bindren Bildern geeig-
net ist. Hier wird insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
fiir den dynamischen Fall und die Existenz von Losungen im stationdren Fall in
den entsprechenden Losungsrdumen gezeigt. Anschlieffend wird ein effizien-
tes numerisches Verfahren zur Losung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
vorgestellt. Das vierte Kapitel beschreibt die Erweiterung des Cahn-Hilliard-In-
painitings fiir Grauwertbilder, das TV-H!-Inpainting und passt das Losungs-
verfahren an. Im letzten Kapitel wird das Verfahren angepasst, um Klassifika-
tionsergebnisse in den Inpaintingalgorithmus einzubeziehen und einige prakti-

sche Resultate vorgestellt.

1.1 Motivation und Problemstellung

Die Abteilung Szenenanalyse (SZA) am Fraunhofer IOSB entwickelt automati-

sche Verfahren zur Auswertung multisensorieller Bilddaten im Aufklarungsver-
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bund. Hintergrund der Forschungsarbeiten sind die Kernforderungen nach ei-
ner zeitnahen Verfiigbarkeit von Auswertungsergebnissen und Geoinformatio-
nen. Hierzu werden unter anderem Modelle zur Beschreibung urbaner Gebiete
aufgestellt und automatische 3D-Szenenrekonstruktionen durchgefiihrt. Fiir die
Texturierung der 3D-Modelle werden Luftbilder verwendet.

Ein Problem dabei ist, dass Fassaden und Dacher von Vordergrundobjekten, wie
z. B. Bdumen, tiberdeckt sein kénnen. In Abbildung 1.3 wird das linke Bild da-
zu verwendet, um ein Gebdudemodell zu texturieren. Im mittleren Bild ist der
Baum, der das Gebdude verdeckt, in der Textur enthalten, was in einer Win-
terszene unrealistisch aussieht. Im rechten Bild ist die optisch ansprechendere
Texturierung des Modells nach der Texturbereinigung mit Inpaintingmethoden
zu sehen.

(a) Luftbild zur Texturextrakti- (b) Ohne Texturbereinigung (c) Mit Texturbereinigung
on

Abbildung 1.3: Gebdudemodell einer Winterszene (erstellt von Loic Elsholz).

Der grofSe Teil der verarbeiteten Daten liegt in Form von digitalen Bildern als
sogenannte Rastergrafiken vor. Diese bestehen aus einer rasterférmigen Anord-
nung von Pixeln, denen jeweils ganzzahlige Werte zugeordnet sind. In Grau-
stufenbildern wird jeweils ein Wert fiir die Lichtintensitdt, der zwischen 0 (kein
Licht bzw. schwarz) und 255 (viel Licht, bzw. weif3) skaliert ist. In Farbbildern
werden zur Farbkodierung fiir jeden Pixel analog drei Werte gespeichert (oft
rot, gelb, griin), welcher den Farbwert kodiert. Das gleiche Prinzip kann auch
zur Speicherung von Klassifikationsergebnissen verwendet werden, hier wird

jedem Pixel eine Objektklasse zugeordnet.

Zunichst wird ein kurzer Uberblick iiber die verfiigbare Literatur zum Thema
Inpainting gegeben.
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1.2 Literaturrecherche

Inpainting ist ein interessantes Forschungsfeld, in dem viele verschiedene An-
sdtze und Philosophien entwickelt wurden. Die Ansédtze lassen sich in sechs
Kategorien einteilen: Textursynthese, strukturbasierte Methoden, texturbasier-
te Methoden, Markov-Random-Field-basierte Methoden, Methoden mit exter-
nen Bildern und hybride Methoden. Diese Unterteilung ist allerdings nicht ex-
akt. Zum einen ist manchmal eine feinere Unterteilung moglich (strukturelles
Inpainting kann entweder auf Interpolation oder auf partiellen Differentialglei-
chungen basieren). Zum anderen passen viele der besonders guten Ansétze in
mehr als eine Kategorie und werden daher intuitiv zugewiesen. Verfahren, wel-
che mehrere Ansdtze aus den genannten Kategorien verwenden, werden den
hybriden Methoden zugeordnet. Obwohl es im Laufe der Jahre schon viel Fort-
schritt gegeben hat, wurde noch keine Methode gefunden, die alle Situationen
zufriedenstellend abdeckt. Es gibt jedoch spezialisierte Verfahren beziiglich ein-
zelner Aspekte, wie Bildinhalte (Struktur, Textur), Art der Bilddaten (Farbbilder,
SAR, Tiefenkarten, etc.), Einzelbilder oder Bildsequenzen.

Textursynthese

Der Hauptzweck der sogenannten Textursynthese ist, kiinstliche Texturen mit
Hilfe eines parametrischen Modells aus einer Grundfunktion zu erstellen. Hier-
fiir werden die Parameter mit einer vorher durchgefiihrten statistischen Ana-
lyse an Beispielen ermittelt. Die Autoren in [PSO0] verwenden beispielsweise
komplexe Wavelet-Koeffizienten und beziehen Varianz, Schiefe und Wolbung
der Beispiele sowie Intensitdtsbereich, Schiefe und Wolbung jeder Grundfunk-
tion mit ein. In [HB95] wird die Textur beginnend mit einer groben Auflosung
schrittweise synthetisiert und die Auflosung nach und nach erhoht. In jedem
Schritt wird eine Faltung mit verschiedenen Filtern durchgefiihrt und das In-

tensitits-Histogramm angepasst.

Die Methoden der Textursynthese liefern eindrucksvolle Ergebnisse, wenn es
darum geht, sich stark wiederholende Muster, wie Tierfell, Sand oder Feuer, zu

modellieren, ohne dabei aber die geraden Kanten und Kurven zu erhalten. Aus
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der Perspektive der Szenenmodellierung konnen diese Methoden zur Erzeu-
gung von Unterholztexturen unter den extrahierten Baumen verwendet wer-

den.

Methoden mit externen Bildern

Die Hauptidee dieser Methoden ist, externe Bilder zu beriicksichtigen, um feh-
lende Farb- oder Intensitdtswerte vorherzusagen.

In [SLC*15] wird eine Videosequenz als externe Quelle verwendet, um Ob-
jekte aus einem Einzelbild zu loschen. Hier konnen zeitliche Nachbarschaften
ausgenutzt werden. Im einfachsten Fall kann ein gewichteter Durchschnitt ent-
sprechender Pixel in der Sequenz verwendet werden, um unbekannte Pixel zu
filllen. Das Worst-Case-Szenario ist, dass aufgrund der Beleuchtungsdnderung,
des Aufzeichnungswinkels etc. die Farben verschoben werden konnen. In die-
sem Fall werden Korrespondenzen von benachbarten Bildern verwendet, um
die Farben auszugleichen. Beispielsweise im Nahbereich ist das Ausrichten der
Bilder eine nicht-triviale Aufgabe, da 3D-Strukturen Uberdeckungen verursa-
chen konnen. Ein Losungsvorschlag fiir diesen Anwendungsfall findet sich in
[BCK16]. In der Arbeit von [YCL*16] werden Deep-Learning-Algorithmen an-
gewendet, um Bilder zu vervollstindigen, die nur eine sehr kleine Anzahl von
bekannten Pixeln haben. Bisher produziert dieser Ansatz beeindruckende Er-
gebnisse auf Beispielbildern, benotigt aber eine grofle Bilddatenbank.

Methoden, die auf externen Bildern basieren, sind in der Lage fehlende Informa-
tionen mit plausiblen Daten der gleichen Szene auf zumindest realistische Art
und Weise zu fiillen (vgl. [HE07]). Sie benétigen aber viel Vorbereitungszeit und

sind unzuverldssig, wenn keine passenden Daten zur Verfiigung stehen.

Texturbasierte Methoden

Die Grundidee dieses Ansatzes ist ein intelligentes Kopieren und Einfiigen von

Umgebungen von Pixeln im Bild. Dafiir wird um jedes Pixel ein Fenster, also
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eine quadratische Umgebung gelegt, und anschliefSend die Fenster von unbe-
kannten Pixeln stiickweise mit dhnlichen Fensterinhalten bekannter Pixel ge-
fullt. Das grofste Problem bei dieser Methode ist die Rechenzeit, da theoretisch
jedes Fenster von unbekannten Pixeln mit jedem Fenster von bekannten Pixeln
verglichen werden miissen. Ahnlich wie bei [Tel04] wurde deswegen ein Fast-
Marching-Verfahren vorgeschlagen, um die Suche einzuschrianken und nicht zu
weit weg von dem unbekannten Pixel zu suchen. Seitdem wurden viele Ver-
besserungen vorgeschlagen. Zum Beispiel haben Criminisi et al. [CPT04] einen
prioritdtsbasierten Ansatz entwickelt, der nicht nur an der Grenze des Inpain-
ting-Gebiets sucht, sondern auch entlang der Kanten. Durch die Gewichtung
der beiden Ansitze findet die Methode eine Aulffiillreihenfolge, die die Kan-
ten fortsetzt, aber gleichzeitig eine Uberglattung vermeidet. Es wurden mehrere
Aspekte kritisch iiberpriift und punktuell verbessert: Anderung der Prioritéten-
terme in [LMGGI11] oder Kombinieren von Fenstern, um Rauschen und Arte-
fakte zwischen eingefiigten Fenstern zu unterdriicken und Suchrdume einzu-
schranken [BDTL15a]. Fiir weitere technische Erklarungen verweisen wir hier
auf die beiden Ubersichtsartikel [GLM14] und [BDTL15b]. Weitere Modifikatio-
nen dieses Algorithmus finden sich in [LZ11] oder [HKAK14].

Bisher ist dieser Algorithmus Stand der Technik, weil texturbasierte Ansétze
einen Kompromiss zwischen akzeptablen Ergebnissen auch fiir grofse Locher
bei kontrollierbarer Rechenzeit eingehen. Deshalb scheinen sie in der Tendenz
mehr Aufmerksamkeit zu erhalten als die strukturbasierten Methoden und Me-
thoden mit externen Bildern. Die Rechenzeit ist allerdings immer noch grofs und
die Ergebnisse in der Mitte von Inpainting-Gebieten sind oft doch nicht zufrie-
denstellend. Die Priorisierung der Aulffiillreihenfolge bleibt eine der wichtigsten
Herausforderungen. Eine Verbesserung ldsst sich mit Markov-Random-Field-
basierten Methoden erreichen. Hier werden die Pixel als Zufallsvariablen be-
trachtet, die lokal miteinander wechselwirken. Aufgrund einer hohen Anzahl an
Unbekannten und der Komplexitdt der Nachbarschaftsstrukturen konnen diese
Algorithmen fiir grofie Luftbilder beliebig zeitaufwendig werden.
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Strukturbasierte Methoden

Strukturbasierte Methoden konnen fiir Inpainting von texturarmen Bildern ver-
wendet werden, oder wenn das Inpainting-Gebiet in einer Raumrichtung klei-
ner ist als die Skala der Textur. Als Teil von hybriden Methoden sind sie auch
fiir texturierte Bilder vorteilhaft. Von den Autoren in [SLC15] wurden sie noch-
mals in Interpolationsmethoden, Diffusionsmethoden und variationelle Metho-

den unterteilt.

Zur ersten Untergruppe wird auf Methoden verwiesen, die auf der Gaufipro-
zess-Regression basieren [RDB94], [ZHW10] und sich fiir Fernerkundungsbilder
bewéhrt haben.

Im Bereich Maschinelles Sehen ist das Fast-Marching-Verfahren von Telea [Tel04]
verbreitet. Die Grundidee besteht darin, Farbintensitiat senkrecht zur Grenze
zwischen dem Inpainting-Gebiet und dem bekannten Bereich auszubreiten. Bei
dieser Methode wird das Inpainting-Gebiet Stiick fiir Stiick von aufSen nach in-
nen aufgefiillt. Ein schmales Band um das Inpainting-Gebiet wird als Quellmen-
ge verwendet, mit dem die Intensitdten in jedem Schritt berechnet werden. Fiir
die Zuordnung der Farbwerte wird ein gewichteter Durchschnitt der Farbwerte
innerhalb des schmalen Bandes berechnet, der die Randstruktur erhilt, indem
auch der Gradient einbezogen wird. Verbesserungen der Methode von Talea ist
immer noch Teil aktueller Forschung, z. B. werden in [BM07] die Wahl der Ge-
wichte verbessert oder in [Mér11] die Priorisierung der Elemente im schmalen
Band. Der Algorithmus ist schnell und einfach, aufserdem konnen Klassifizie-
rungsergebnise fiir verschiedene Klassen berticksichtigt werden, indem man die

Gewichte anpasst.

In den variationellen Inpainting-Methoden wird ein Regularisierungsterm hin-
zugefiigt, der eine Modellannahme beinhaltet. Zum Beispiel haben wir in [CS01]
die Warmeleitungsgleichung. In [KBS16] wird eine modifizierte Warmeleitungs-
gleichung vorgeschlagen, die Klassen berticksichtigt und die Kanten zwischen
Klassen erhilt. Eine weitere Moglichkeit ist bewédhrte Modelle anzupassen, z. B.
Segmentierungsmodelle (vgl. [ES02]), Stromungsmodelle (vgl. [BBS01]) oder fiir
bindre Bilder die Cahn-Hilliad-Gleichung, ein Modell aus den Materialwissen-
schaften (vgl. [BEG07]). Zu letzterem gibt es eine Erweiterung auch fiir Grau-
wertbilder, das sogenannte TV-H™-Inpainting (vgl. [BHS09] und [SB11]). Ein
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mathematischer Uberblick {iber Inpainting-Methoden, die auf partiellen Diffe-
rentialgleichungen basieren, wird in [SC02] gegeben und ein allgemeiner ma-
thematischer Rahmen entwickelt.

Hybride Ansatze

Die hédufigste Unterklasse von hybriden Ansitzen ist eine Kombination von
struktur- und texturbasierten Techniken. In [BVSO03] und [CBDAN14] werden

die Bilder in eine strukturelle und in eine texturelle Komponente zerlegt.

Fiir die Trennung wird ein sogenanntes Cartoonbild berechnet, welches den
strukturellen Anteil reprasentiert. Dafiir werden Techniken angewendet, die auf
stiickweise glatten Bildmodellen basieren, wie z. B. nichtlinearer Diffusion oder
bilateraler Filterung [WOGO06], totale Variationsminimierung [VO03], TV-H!-
Inpainting [HLZ*16] oder Segmentierungsalgorithmen [JT03]. Die Textur-Kom-
ponente ist die Differenz von Cartoonbild und Originalbild. Die zwei Kompo-
nenten werden danach jeweils mit einem strukturbasierten und einem texturba-

sierten Ansatz rekonstruiert und wieder zusammengefiigt.

Von besonderem Interesse ist das Cahn-Hilliard-Inpainting und das TV-H™-
Inpainting, mit dem sich diese Arbeit beschiftigt. Zum einen gibt es effiziente
Losungsverfahren, zum anderen hat die Losung niitzliche Eigenschaften fiir das
Inpainting von Strukturbildern. Als Teil einer hybriden Methode, also in Kom-
bination mit einer texturbasierten Methode, ist es hervorragend zur Bereinigung
von Fassadentexturen geeignet. Als Stand der Technik gilt hier die Methode von
Criminisi, die fiir die Beispiele im letzten Abschnitt verwendet wird.

Im néichsten Kapitel betrachten wir eine Moglichkeit, wie man Bilder mathema-
tisch behandeln kann und setzen uns mit einer kurzen Einfiithrung in variatio-

nelle Methoden fiir Inpainting auseinander.
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In diesem Kapitel werden variationelle Methoden fiir Inpainting eingefiihrt. Zu-
erst stellt sich die Frage, wie man ein Bild mit mathematischen Objekten be-

schreiben kann.

2.1 Mathematischer Rahmen

Wir bezeichnen den (oft rechteckigen) Bildbereich mit 2 C R?, welches ein be-
schranktes und offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand ist. Ein Bild im kontinuierli-
chen Modell wird reprasentiert durch eine Funktion I : Q — R? mitd = 1 fiir ein
Graustufenbild oder d = 3 fiir ein Farbbild. Weiter ist D C () ein Gebiet, auf dem
das Eingabebild beschéddigt ist (Inpainting-Gebiet). Fiir das Inpaintingproblem
ist eine geeignete Funktion u : Q — R? zu finden, welche das Eingabebild I auf
dem unbekannten/beschadigten Bildbereich D C  rekonstruiert und in Q\D
dem urspriinglichen Bild moglichst dhnlich ist. Im folgenden sei stets d = 1.

Fiir das Bildmodell wihlen wir ganz pragmatische Funktionsraume mit mathe-
matisch ,guten” Eigenschaften. Geeignet sind beispielsweise Banachrdume, also
vollstandig normierte Funktionsrdume. Diese Wahl ist sinnvoll, da wir mit der
durch die Norm erzeugten Metrik Abstinde zwischen Bildern berechnen kon-
nen und so die Ahnlichkeit zwischen Bildern quantifizieren kénnen. Aulerdem
haben wir durch die Vollstindigkeitseigenschaften keine Probleme, wenn wir

Grenzwerte ausrechnen wollen.

Bemerkung 2.1
Haufig werden die Funktionsrdume L%(Q2) und H" = W"2(Q) verwendet, die

zusatzlich zur Vollstandigkeitseigenschaft mit einem Skalarprodukt ausgestattet
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2.1 Mathematischer Rahmen

und damit Hilbertraume sind. Wir verwenden die Notation

(u, v}y = (U, V) 12(q) :/ u(z)v(z)de,

Q
lully = llull 2y = /(s ), fiir u, v € L2(Q) und
<u7 U)HT = Z <aozu7 aoﬂ}>27
|af<r
||U||Hr = <u>v>Hh far u,v € H"(Q).
Bemerkung 2.2

Ein abgeschlossener Unterraum U eines Hilbertraums V' ist mit dem V'-Skalar-
produkt und der V-Norm selbst ein Hilbertraum. Es gilt die Cauchy-Schwarz-
und die Young-Ungleichung

€ 1
(u,v) < JJull o]l < = Jull® + = [Jv]1?, Ve > 0. (2.1)
2 2e
Ferner werden mitunter die LP-Raume verwendet mit den Normen
1
llvll, = (/ |v|P d:n) ", fir 1 <p < oo bzw.
Q
[v][oo = €88 sUp,eq [v()].

Ein Nachteil ist, dass die LP-Rdume fiir p # 2 keine Hilbertraume, sondern nur
Banachrdaume sind, d. h. kein Skalarprodukt besitzen. AufSerdem gilt fiir % + % =
1,1 < gq,p < oo die Holder-Ungleichungen und die Young-Ungleichung

9
/QU(H?)U(H?)dx < lully [lvll, < » lully + lollg, Ve <O.

qed/P

Ein weiterer Raum, welcher in der Arbeit verwendet wird, ist H~!(Q2), der Dual-

raum von H}(Q2) mit der Norm ||-||_, definiert durch
2 _ 1% _ ~1¢)?
1712, = [vats], = [ (vaTs) do (22)
und dem Skalarprodukt
, = VAT f) (VA Lg) da. 2.3
(foghyi= [ (7A7F) (VaTlg) do 23)

11



2 Mathematische Grundlagen

Der Operator A1 : H71(Q) — H}(Q) bezeichnet das Inverse der Laplace-
Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen, d. h.: u = A™lf € H}(Q) fiir f €

H~Y(Q) ist die eindeutige schwache Lésung von

{—Au: f inQ, 2.4

u= 0 aufof.

Auferdem gilt fiir f € H!(Q) die Abschdtzung || f]|_; < C1||fl| < C2|IV S,

falls f zusitzlich in L%(Q) bzw. H} () liegt fiir Cy, Cy > 0.
Eine weitere wichtige Ungleichung ist die Poincaré-Ungleichung.

Satz 2.3 (Poincaré-Ungleichung)
Sei Q) ein Lipschitz-Gebiet, dann existiert eine Konstante C, > 0, so dass gilt

lu = ll oy < CpIVull oy, — Vu€ WH(Q)

mit u = ﬁ Jo udz.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Eval0, Kap. 5.8 Theorem 1, S. 290]. O

Wir benétigen auflerdem die Sobolev-Einbettungen.

Satz 2.4 (Sobolev-Einbettungen)
Sei Q) ¢ R? offen und beschriinkt mit Lipschitzrand und q > 1, dann ist

e die Einbettung WH1(Q) — C(Q) stetig,
e die Einbettung H?(Q)) = W22(Q) — C(Q) stetig,

e und die Einbettung W12(Q) — L%(Q) stetig und kompakt.
Beweis. Ein Beweis findet sich in [AF03, Kap. 4 Satz 4.2 S5.80]. O

Nach Hadamard konnen Probleme in zwei Klassen eingeteilt werden, den gut-
gestellten und den schlecht-gestellten Problemen. Bei schlecht-gestellten Proble-
men sind zusidtzliche Annahmen noétig, um eine zufriedenstellende Losung zu

erhalten.

12



2.2 Variationelle Methoden

Definition 2.5 (Gut-gestellte und schlecht-gestellte Probleme)

Seien X, Y normierte Riaume mit offenen Teilmengen U C X,V CYund F : U —V
ein stetiger Operator. So heifit die Gleichung F(x) = y mit y € V gut gestellt, wenn
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

o F(x) = y besitzt eine Losung fiir alley € V' (Existenz),
e F(x) =y besitzt hochstens eine Losung fiir alle y € V (Eindeutigkeit),

e jede Folge x,, C U, welche F(z,,) — y = F(x) filr n — oo geniigt, konvergiert
gegen die Losung x (Stabilitiit).

Das Problem heif$t schlecht-gestellt, falls eine der Eigenschaften nicht erfiillt ist.

Inpainting gehort in die Klasse der inversen schlecht-gestellten Probleme, d. h.
man will von der Wirkung auf die Ursache zuriickschliefien. Das direkte Pro-
blem ist das Loschen des Bildes auf dem beschddigten Bereich und die Aufgabe
ist es, das Bild zu rekonstruieren, indem das Loschen wieder riickgangig ge-
macht wird. Dies ist ein schlecht-gestelltes Problem, da die geloschten Informa-
tionen nur geraten werden kénnen und ohne weitere Informationen das Pro-

blem nicht eindeutig lsbar ist.

2.2 Variationelle Methoden

Variationelle Methoden berechnen das rekonstruierte Bild als Minimierer eines
geeigneten Funktionals. Da wir minimierende Folgen suchen, sind die Vollstan-
digkeitseigenschaften der Banachrdume niitzlich. Das Funktional besteht aus
zwei Termen, dem sogenannten Treueterm, der das Bild im bekannten Bereich
erhilt, und dem Bildmodell. Mit variatonellen Methoden tiberfithren wir das
schlecht-gestellte Problem mit einem passenden Bildmodell in ein gut-gestelltes

Problem.

Das Minimierungsproblem lautet wie folgt: Seien B; und B; Banachrdaume tiber
R2 mit B, ¢ By und I € B das gegebene Eingabebild. Wir minimieren das
Funktional J : By — R

Tw) = R(u) + 5 AT = w), 25

13



2 Mathematische Grundlagen

wobei der erste Term R : By — R einen Regularisierungsterm bezeichnet, wel-

cher ein inhdrentes Bildmodell enthilt und

0 =zeD,

Az) = Xolg\p = {)\ v € O\D (2.6)
0

fiir eine Konstante Ao > 1. Der zweite Term 3 || A(] — u))|| p, wird mit Treueterm
bezeichnet und erzwingt, dass der Minimierer aufSerhalb des Inpainting-Gebiets
,Mahe” am Originalbild I ist.

In dieser Formulierung hat das Bildmodell einen entscheidenden Einfluss auf
das Inpaintingergebnis, so dass man je nach Wahl des Regularisierungsterms
unterschiedliche Resultate erhélt. In der Bildverarbeitung wurden schon einige
solcher Bildmodelle fiir die Verbesserung von Schérfe, Rauschen und Bildseg-
mentierung vorgeschlagen, die fiir Inpainting angepasst werden konnen.

Es ist allerdings nicht jedes Bildmodell gleichermafien geeignet. Ein Problem ist
beispielsweise, dass bei Rauschen und Unschirfe, die Storungen nur lokal sind
und beim Inpainting unter Umstdnden grofle Inpainting-Gebiete rekonstuiert

werden miissen.

Um die Extremstellen des Funktionals J zu bestimmen benotigen wir einen Ab-

leitungsbegriff fiir Funktionale.

Definition 2.6 (Fréchetableitung, Gradient)
Sei V ein Hilbertraum. Dann heif$t eine Abbildung J : V' — R Fréchet-differenzierbar,
wenn die Fréchetableitung definiert durch G : V. — V* mit

T ) = T(w) — Gy (B) =0, fiir Ry — 0
151y

existiert sowie linear und stetig ist.

Im Falle V- = L*() ist der Gradient ¥V 12J beziiglich des L?-Skalarprodukts definiert
durch
G(u)(h) = (V2 J (u), h)y .

Im Falle V. = H~Y(Q) ist der Gradient V -1 J beziiglich des H~1-Skalarprodukts
definiert durch
Gu)(h) = (Vg-1J(u),h) ;.

14



2.2 Variationelle Methoden

Auflerdem erhalten wir mit der Rechnung

(Vi—1J(u),h)_, = <VA_1VH71J(u),VA_1h>2

= (-A7'Vgd(w), h>2 + [ AWy J(w) VA hdo
N ————
=0

= <VL2J(u)a h>2

eine formale Beziehung Vy-1J(u) = —A (Vy2J(u)), wobei dann Vi2J € H} ()
gelten muss.

Unter einigen Regularitditsannahmen an den Minimierer v und an das Funk-
tional J 16st ein Minimierer die Optimalitdtsbedingung, d. h. dass die Fréchet-
Ableitung von J im Punkt u verschwindet. Im Falle B; = L?(Q2) ist das

—VR(u)+AXI —u)=0 in Q. (2.7)

Dies entspricht einer stationdren partiellen Differentialgleichung.

Eine zeitabhédngige Version von (2.7), welche man Gradientenverfahren inter-
pretieren kann. Dabei bezeichnen wir mit u(-,¢) die zeitliche Entwicklung eines

Minimierers und suchen Losungen von
Ou = —VR(u) + I —u) in (2.8)

mit einem beliebigen Anfangswert u(-,0) = uo. Falls es eine Losung der parti-
ellen Differentialgleichung (2.8) gibt, fiir die zuséatzlich der Grenzwert ¢ — oo
existiert, dann ist dieser Grenzwert Losung von (2.7). Eine weitere Klasse von
Inpainting-Verfahren dieser Form ergeben sich nicht als Variationsproblem, son-
dern direkt als Evolutionsgleichung:

O = F(z,u, Du, D*u,---) + M1 — u), (2.9)

wobei F : Q x R x R?,--- = R.
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2 Mathematische Grundlagen

2.3 Beispiele - Segmentierung fir Inpainting

Die Erzeugung von zusammenhingenden Regionen durch Zusammenfassung
benachbarter Pixel entsprechend einem bestimmten Homogenitétskriterium be-
zeichnet man als Segmentierung. Als Beispiel fiir ein Segmentierungsmodell fiir
Inpainting wird in diesem Abschnitt das Mumford-Shah-Funktional nach [ES02]
vorgestellt. Das Mumford-Shah-Funktional wurde 1989 von David Mumford
und Jayant Shah eingefiihrt. Es wird fiir die Segmentierung von Bildern ein-
gesetzt. Das bedeutet, dass die Flachen mit signifikanten Objekten aus dem Bild
extrahiert und mit einer Durchschnittsfarbe gefiillt werden.

Dafiir wird das folgende Minimierungsproblem gelost: Finde fiir das Eingabe-
bild I € L?(Q2) ein u € L%(Q) und ein K C ), welches das folgende Funktional

minimiert:
MS(u, K) = / IVul? dz + B Length(K) + Ao / (I—ulde,  (210)
Q\K Q

wobei K C () eine Vereinigung von Kurven bezeichnet, die die Kanten des ge-
gebenen Bildes I(z) approximieren, Length(K') das 1-dimensionale Hausdorff-
maf von K bezeichnet, welches die Lange der Menge K misst und Ao, 5 nicht-
negative Konstanten sind, welche die drei Terme von (2.10) gewichten. Anschau-
lich misst der erste Term die Homogenitit der einzelnen Flachen, der zweite
Term die Lange der Rander der Flachen und der dritte Term den Abstand zum
Originalbild. Bei einem segmentierten Bild sollen alle Grofien moglichst klein

sein.

Das Funktional kann fiir Inpainting Probleme angepasst werden, indem der
letzte modifiziert wird. Hierfiir wird die Konstante \g durch die Funktion A\ =

Aol p ersetzt, also
MSI(u, K) = / Vul? dz + 8 Length(K) + / Ao —u)de.  (211)
O\K Q

Funktionale der Form (2.11) sind schwierig zu behandeln, weil unter anderem
tiber eine Vereinigung von Kurven minimiert werden soll. Beispielsweise fiihr-
ten Ambrosio und Tortorelli eine Familie von elliptischen Funktionalen ein, wel-

che das Mumford-Shah Funktional approximiert und deren numerische Behand-
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2.3 Beispiele - Segmentierung fiir Inpainting

lung leichter ist.

Als zweites Beispiel fithrten Esedoglu und Shen eine Variante des Mumford-
Shah-Funktionals (2.11) ein, welche die Kriimmung der Kanten einbezieht. Es
hat die Form

MSE(u, K) = /

Q\K’VUP dx+/}((a—l—ﬁf;2) dg+/§2)\($)(1_u)2’ 2.12)

wobei k die Kriimmung von K bezeichnet. Eine Approximation von (2.12) lau-
tet:

1
MSE. (u, 2) :/ (z2|vu|2+a [5|V2|2+5F(z)]
Q

+§ {ZEVz — iF’(z)} i d:r) + /Q MI — u)?d, (2.13)

wobei F(z) das Doppelmuldenpotential F(z) = 2%(z — 1)? bezeichnet. Hier
wird die Funktion z eingefiihrt, welche die Kanten approximiert. Das Gradi-
entenabstiegsverfahren von (2.13) im Bezug auf das L?-Skalarprodukt ergibt ein
System von gekoppelten Diffusionsgleichungen. Die zusédtzlichen Krimmungs-
terme, welche in (2.12) eingefiihrt wurden, ermdglichen die Kontrolle iiber die

Kantenrichtungen und Lage der Kanten.

Ein bedeutender Nachteil des zugrundeliegenden Modells ist die Existenz vieler
lokaler Minima. Das hat zur Folge, dass das entsprechende Gradientenabstiegs-
verfahren leicht in einem lokalen Minimum héangen bleiben kann, selbst wenn

robuste, stabile und effiziente Losungsverfahren eingesetzt werden.

Im nédchsten Abschnitt stellen wir das Cahn-Hilliard-Inpainting vor, welches
dem Modell in (2.13) dhnlich, aber numerisch leichter zu behandeln ist.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Die Cahn-Hilliard-Gleichung wurde von John Cahn und John Hilliard 1957 ver-
wendet, um die Phasentrennung von Fliissigkeiten und Festkorpern zu beschrei-
ben. In [BEG07] wird vorgeschlagen, die Cahn-Hilliard-Gleichung als Modell
zum Inpainting von bindren Bildern (z. B. Schatten oder Masken) zu verwenden.
Auflerdem ist sie verwandt mit dem Esedoglu-Shen-Modell des vorherigen Ab-
schnitts und hat viele Eigenschaften mit dessen Gradientenabstieg gemeinsam.
Der Vorteil ist allerdings die Verfiigbarkeit von schnelleren Losungstechniken
(siehe Abschnitt 3.3).

Nattirlich stellt sich die Frage, ob die einfachere Cahn-Hilliard-Gleichung auch
fiir Inpainting verwendet werden kann. Wir formulieren das Cahn-Hilliard-In-

painting wie folgt:

Sei I € L?(0) ein gegebenes binires Bild auf dem beschrankten, offenen Gebiet
Q C R? mit Lipschitz-Rand und D C © das Inpainting-Gebiet. Wir definieren
u: Q x R>o — [—1,1] und u(-, t) als die rekonstruierte Version von I zum Zeit-

punkt ¢ > 0 unter der Gleichung
Ou = A (—EAU + c}F’(u)) + A1 —u) (3.1)

mit A = Aol p und F(u) = (u+1)*(u— 1) (vgl. Abbildung 3.1).

Die Gleichung (3.1) entspricht der Cahn-Hilliard-Gleichung mit zuséatzlichem

Treueterm auf der rechten Seite.

Es ist zu beachten, dass das Cahn-Hilliard-Inpainting kein Gradientenabstiegs-
verfahren eines Funktionals ist, sondern als Superposition von Gradientenab-

stiegsverfahren von zwei verschiedenen Funktionalen interpretiert werden kann.
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Abbildung 3.1: Das Potential F' bewirkt, dass u(-,t) im Laufe der Evolution
Funktionswerte nahe an —1 und 1 annimmt.

Die Cahn-Hilliard-Gleichung ist das Gradientenabstiegsverfahren beziiglich des
H'l-Skalarprodukts des Funktionals E; : H? — R definiert durch

Br(u) = /Q <; Vul? + iF(u)) dz (32)

welches schon als Teil des Variationsproblemes fiir das Esedoglu-Shen-Modell
im vorherigen Abschnitt erschienen ist. Den Gradienten kann man mit der La-
grangefunktion von E; bestimmen. Sie ist gegeben durch

€ 1
Li(p,s) = 5172 + EF(S)y

und damit gilt

Vi2Ei(u) = -V - <88];1> (Vu,u) + <8&];1> (Vu,u) = —eAu + %F'(u)

Also ist V ;-1 gegeben durch

Vi Ei(u) = —AV 2 By (u) = —A <—5Au + iF’(u)) . (3.3)

Auflerdem ergibt sich der Treueterm aus dem Gradienten des Funktionals Ej :
L?(Q)) — R definiert durch

By(u) = 3 AT — )20y 34
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Mit der Lagrangefunktion
1 2
LQ(S) = 5)\ (I — S)
gilt

oL u) = —=Mu—1). (3.5)

Vi2Ea(u) = g( )

In den folgenden Abschnitten werden einige wichtige Resultate beziiglich der
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Cahn-Hilliard-Inpainting-Glei-
chung (3.1) und die Existenz von schwachen Losungen im stationédren Fall ge-

zeigt.

3.1 Schwache Lésungen im dynamischen Fall

Die Frage zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir die Cahn-Hilliard-
Inpainting-Gleichung ist eng mit der Losbarkeit der Cahn-Hilliard-Gleichung
verwandt, die sich fiir den Fall \y = 0 ergibt. Der Unterschied zwischen den

Gleichungen ist der Treueterm, der zusétzlich betrachtet werden muss.

Wir betrachten das zeitabhidngige Problem auf einem kompakten Gebiet 2 C R?

mit dem Inpainting-Gebiet D C {2 mit Neumann-Randbedingungen, also

1
Ou = A (—eAu + €F’(u)) +A(I —u) in{,

u(0,z) = ug in Q, (3.6)
ou O0Au
% = 8U =0 auf 89

Wir wollen untersuchen, in welchen Raumen die Losungen fiir diese Gleichung

liegen. Zu Beginn definieren wir den Raum

V:{feHQ(Q):gJ;:O auf 89}. (3.7)
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3.1 Schwache Losungen im dynamischen Fall

Ausgestattet mit dem H?({))-Skalarprodukt ist V ein abgeschlossener Unter-
raum von H2((2), denn es gilt fiir alle f,, C V mit f,, — f in H(Q)

| Vfovdo = [ (V= Vfi)evdo = [ div(VF -5 0) do
o o0 Q

= [ V(I = VI +0(Af — Afa)dz 0, Ve C=(Q),
Damit ist V auch ein Hilbertraum.

Ein sinnvolles Setting fiir Losungen von (3.6) sind die Bochnerraume

T

L2([0,T]; V) = {v: [0,T] = Vit v v(-,2) : /0 (-, t)|% dt < oo} , (3.8)

C([0,T]; L*(Q)) := {v [0, T] — L2(Q),t — v(-, 1) : tS[%pT] lo(-, )y < oo} ,

(3.9)

%/*dt<oo}.

(3.10)

2 ) — . * . . g .
(0.7 V) = {0 (0.7) = Vit o) = [ o)
0

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, einen schwachen Losungsbegriff zu formu-
lieren, je nach dem, ob auch die partielle Ableitung nach der Zeit auf die Test-
funktion gelegt wird oder nicht.

Eine schwache Losung von (3.6) ist definiert durch: Finde u: 2 — R mit
1
(Opu, v) + (eAu, Av) + <EF"(u)Vu, Vv> = Mx)(I —u),v), YweV, (3.11)

wobei wir noch ndher bestimmen miissen in welchem Raum u genau liegt.

Lemma 3.1
Klassische Losungen der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung (3.6) sind auch schwache
Losungen.

Beweis. Seiu Losung der Differentialgleichung (3.6). Dann gilt

Oy + A(eAu) — AéF’(u) —MI—w) Q.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer Funktion v € V' und integrieren tiber
Q

/8tuvdx+/ A(eAu)de—/ AEF’(u)vda::/)\(I—u)vdx.
Q Q Q € Q

Mit partieller Integration erhalten wir fiir den zweiten und dritten Term un-
ter Bertiicksichtigung der Randbedingungen, die in V' enthalten sind, und den

Randbedingungen von (3.6)

do

/ A(eAu)vdr = / V- V(eAu)vdr = —/ V(eAu)Vvdzr + wﬁAu
Q Q Q o Ov

:/EAUV-VUda:—/ 5Auavda:/€AuAUda:
Q a0 ov Q

und

—/ AEF’(u)vdx: —/ V-VEF’(u)vdx
Q € Q 5

= /QV (iF’(u)) Vodz — /89 vV (iF'(u)) -vdo
ou

=/, éF”(u)Vqudx — /anal‘F”(u)Byda

= 1F”(u)Vqu dz.
Qe

Insgesamt 16st u die Gleichung (3.11). ]

Man konnte die Gleichung (3.11) als semi-schwache Formulierung bezeichnen,
da die Testfunktionen nur von der Ortsvariablen abhdngen. Die Integrale exis-
tieren, wenn I € L%*(Q), 0; u(-,t) € V*(Q) und u(-,t) € V fiir t € [0,T]. Wo-
bei noch zu priifen ist, ob dann auch das Integral fiir den nichtlinearen Term
<%F”(u)Vu, Vv> endlich ist.

Lemma 3.2
Seien u,v € H?(Q), dann ist

1
<€F”(u)Vu, Vv> < 00.

Beweis. Laut Voraussetzung ist u € H?(2) und Q C R? ein kompaktes Gebiet.
Nach der Soboleveinbettung ist H2(Q2) — C({) stetig. Also ist auch u* € C(Q)
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3.1 Schwache Losungen im dynamischen Fall

und [ju?|| < oc. Indem wir die Holder-Ungleichung zweimal anwenden, er-

halten wir die Abschétzung

<1F”(u)Vu, V1)> = / 1F”(u)Vqudnlf = / ! (12u2 — 4) VuVudz
€ e Qe

1
= / (12u2Vqu - 4Vqu) dz (3.12)

| /\

H 2| 1vuly [0l + Hw||2||wu2.

Da alle Normen auf der rechten Seite existieren, ist die Behauptung gezeigt. []

Damit haben wir sinnvolle Losungsraume zu einzelnen Zeitpunkten. Um Lo-
sungsraume fiir ganz u zu erhalten, betrachten wir die Energieungleichung fiir
glatte Losungen. Diese erhalten wir, wenn wir v = (-, ¢) in (3.11) einsetzen und

die Zeit integrieren, also erhalten wir mit (3.12)

2 lu()|? + / 1A u(t) \dt+/ 2 e Ivute? as

—I-/ (Au(t ) dt

T T
< / u(0)? dt +/ 4||Vu(®)|? dt +/ Ou(®), 1)t (3.13)
0 0 0
Die Integrale existieren hier, wenn wir u € L?([0,T]; V) fordern.

Mit diesem Ergebnis konnen wir unter bestimmten Voraussetzungen an )\ zei-
gen, dass fiir schwache Lésungen u € L%([0,T]; V) von (3.6) eine hohere Regu-
laritdt erreicht werden kann. Dafiir benotigen wir das folgende Lemma und die

Gronwall-Ungleichung.

Lemma 3.3

Sei u eine schwache Losung von (3.6), dann existieren Konstanten C' > 0, welche nur
abhingig ist von e, Ao, I, | D| und ||, sowie eine Konstante § € R, welche nur abhingig
ist von \o, I, € mit

1@/ w2dz < C — 9/ w?da. (3.14)
2 Q Q

Auflerdem gilt O(Xo, I,e) > 0 fiir Ao > 122’3.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Beweis. Fiir den Beweis benotigen wir die folgenden drei Ungleichungen:

1. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass Vé > 0 gilt:

/Q|Vu|2 dz < 5/{2(Au)2daj+§/ﬂu2d$. (3.15)

Mit partieller Integration und der Youngschen-Ungleichung ldsst sich nach-

rechnen:

/]Vu\Q dm:‘/ —uAudzr + | uVu-vder
Q Q 00 T

0
§/ le Au| v
Q £

Die Ungleichung (3.15) folgt mit § = % und C = 1.

e? 2 1 2
‘dxﬁQ/Q(Au) dx+@/9|u| dz.

. Es existiert eine Konstante C' > 0 mit

/u dz < c/ ]v daz+C’ w?dz, (3.16)
Q Q\D

denn mit der Poincaré-Ungleichung ladsst sich nachrechnen:
1
T — u?dy

2 |€2] 2 /
de — de <
/ﬂ |Q\D| Q\Du "= a |Q\D| Jo\p

< Cp/ ‘V(uQ) dz
Q

dx

. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle § > 0 gilt:

/\v dz <& /uQ\Vu|2dx+20. (3.17)
(0]

Denn mit der Holderungleichung und der Youngschen Ungleichung gilt:

/ ‘V(UQ)’ dx:/ |2uVu| dx < 2\// 1dx\// luVul? dz
Q Q Q Q

‘ Q
§s/ u? | Vul? dx+u.
Q €

Die Ungleichung (3.17) folgt mit « = 5 und C = %.
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3.1 Schwache Losungen im dynamischen Fall

Durch Kombination der drei Ungleichungen erhalten wir

/|vuy d:c<5/ Aude + €8

\vu|2d:c+c/ 2dz+ -, (3.18)
26 5 Jop

200

Nun kénnen wir die Anderungsrate der L2-Norm der Lésung berechnen und
erhalten mit partieller Integration und der Eigenschaft von F’, dass Konstanten
C > 0und v > 0 existieren mit F"(z) > ya? — C:

1d
/u dx——s/(Au) dx + - /uAF’ )dl‘+)\0/ u(l —u)dz
2dt Q\D

= —5/(Au)2dx— 7/ F"(u) |[Vul? dx—i—)\o/ u(l —u)dz
Q e Ja Q\D
2 v 2 2 c 2
< —5/(Au) dx—f/u |Vul d:z:—l——/ |Vu|” dz
Q €JQ g JQ

+ )\0/ u(l —u)dx.
O\D

Auflerdem kann man den letzten Term mit der Young-Ungleichung durch

)\0/ u(l —u)dr = )\0/ uldz — )\0/ u?dz
QD Q\D O\D

<& Ide—&

2
u”dx 3.19
— 2 Jop 2 Ja\p (3.19)

abschitzen. Mit (3.16) schiatzen wir den letzten Term von (3.19) weiter ab und

erhalten insgesamt:

1d
f—/ u?da < —5/(Au)2dx—l/ u? | Vul? da:+c/ |Vul? dz
2dt Jo Q e Ja e Ja

A A A
+2 Pdz+ 22 ’V(uQ)‘dx——O u*dz.
2C Jo

2 Jo\p 2

Nun kénnen wir mit (3.17) und o« = §; den vorletzten Term und mit (3.18) den
dritten Term abschdtzen, wobei wir wieder o = d; und 6 = d2 wahlen. Insgesamt

erhalten wir:

1d/u2dx§—5/(Au)2dx 7/ IVul? dz -l-% (Au)?dz
Q €JQ Q

2dt Jo
+ — u’ |Vul® doe + —l——/ udx—i——/ I°dx
2ed2 Jo\D Vul 26102 €02 Jo\D 2 Ja\p
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

/\0(51 2 2 C/\O )‘0 2
1 u”|Vu|” do + 5, 2 Qu dz

§< 5+C52)/(Au) d1:+( 7+C(51—|-)\051)/u2|Vu|2d33
I3 9} 26(52 4 Q
C X ) c X Co
- Y d - I2dr + 222
+ (652 20) /Qu T <2€(5152 + 2 Q\D + 451 )

Wir beobachten:

1. falls % < ¢ gilt, sind die Terme mit [,(Au)?dz insgesamt negativ,

2. falls 26;(;1 + ’\OT‘sl < ’\5—0 gilt, sind die Terme mit [, u? |Vu|* dz insgesamt

negatlv,
3. und falls & 5 < 56 20 gilt, sind die Terme mit [;, u?dz auch insgesamt negativ.

Wir wihlen zuerst §; = %, dann ist die erste Bedingung erfiillt. Dann wahlen
4e2~

W1r51m1t0<51 <m

tir die zweite Bedingung.

Mit einer den Konstante C(e, Ao, I, |D|, |2]) > 0 und 6(Xo, I, €) gilt also

1d/u®<0@MIWHm%ﬂMJ@/ﬁM.
2dt Q
Unter der Voraussetzung Ao > 16C [
Lemma 3.4 (Gronwall-Ungleichung)
Sei u differenzierbar und erfiille die Ungleichung
Oru < g(t)u(t) + h(?) (3.20)

fiir eine stetige Funktion g und lokal integrierbare Funktion h. Dann gilt die Unglei-
chung

t
u(t) < u(0)ef®) +/ YOG (s)ds (3.21)
0
fiir

G(t) = /Otg(s)ds. (3.22)
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3.1 Schwache Losungen im dynamischen Fall

Beweis. Setze ¢(t) = e~C(), dann ist
O (pu) = udid + pdru = —gdu + ¢du < —gdu + ¢(gx + h) = ph.

Also gilt mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

t

Btu(t) = o(0)u(0) < [ G()h(s)ds

0

und mit ¢(0) = 1 und nach Division durch ¢ die Behauptung. O

Das Gronwall-Lemma angewandt auf Ungleichung (3.14) liefert uns

/ u?dr < (/ uddx — C) ceT0 4 ¢ (3.23)
Q Q 0 0

und damit eine a priori Schranke fiir die L>-Norm von u in jedem endlichen
Zeitintervall [0, 7). Falls )\ ausreichend grof ist, und damit die Konstante 6 >
0, erhalten wir sogar die gleichmaflige Beschranktheit der L?-Norm fiir unbe-
schrianktes ¢ > 0, d. h.

AM > 0: ||u(-, )] 2 < M, Vit > 0.
Also ist sup,c (o 7 [[v(+,t) ||y < oo und damit
u € C([0,T]; L*(Q)). (3.24)

Satz 3.5 (Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Lésungen)
Fiir alle ug € L*(Q) und alle T > 0 hat das Anfangswertproblem (3.6) genau eine
schwache Losung

u e C([0,T]; L*(Q)) N L2([0,T); V).

Beweis. In [Tem88, Theorem 4.3. (S. 155)] hat Temam die Existenz und Eindeu-
tigkeit von schwachen Losungen fiir die gewohnliche Cahn-Hilliard-Gleichung,
also fiir den Fall Ao = 0, gezeigt. Der Beweis von Satz 3.5 verlduft analog zu

diesem und wird hier nur skizzenhaft fiir das Inpainting-Problem angepasst.

Die Existenz hat Temam mit der Faedo-Galerkin-Methode bewiesen. Analog da-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

zu wird die Gleichung (3.6) in einen linearen Operator A : V — L*(Q) mit
(Au,v) = a(u,v) = (eAu, Av)
und einen nichtlinearen Operator B : V — L?(£2) mit
(B(u),v) = b(u, v) = <iF”(u)VU, Vv> + O, )
aufgeteilt. Die Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung kann man nun mit
Ou+ Au+ B(u) = f

fiir ein geeignetes f € L? in der Operatorschreibweise darstellen. Man bemerke,
dass im Vergleich zu [Tem88] nur B leicht verdndert ist.

Die Faedo-Galerkin-Methode basiert darauf Losungen in endlich-dimensiona-
len Unterrdumen zu finden, die von Eigenfunktionen von A aufgespannt wer-
den. Seien dafiir y1; > pp > ... die Eigenwerte von A mit den dazugehorigen

Eigenfunktionen w;. Wir suchen nach Funktionen
m

um(t) = Z Gim ()i,
i=1

definiert als Losung von

(Opttm, wy) + a(tm, w;) + b(um, w;) = (f,w;), Vi=1,...,m
Um(O) = PmUOa

wobei P,, die Projektion von V' auf span{w;:j =1,...,m} bezeichnet. Dies
ist ein System von m gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Funktionen
gjm(t). Die Existenz und Eindeutigkeit fiir die Funktionen g;,(t) und somit auch
fur u,, erhalten wir mit dem Satz von Picard-Lindelof aufgrund der Lipschitz-

Stetigkeit der rechten Seite. Dies ist wiederum dquivalent zu

Oty + Aty + P B(um) = P f. (3.25)
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

Weiter gilt Gleichung (3.24) genauso auch fiir u,,. Daher ist
um € L([0,T); L*(2)) 0 L*([0,T; V).

Auflerdem bleibt ;u,, beschrinkt in L?([0,T]; V*). Wie in [Tem88] kann mit-
hilfe eines Kompaktheitsarguments gezeigt werden, dass u,, gegen eine schwa-
che Losung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung konvergiert. Hiermit ist die
Existenz gezeigt.

Fiir die Eindeutigkeit verweisen wir auf die Literatur [Tem88, Theorem 4.3. (S.
155)]. O

3.2 Schwache Losungen im stationaren Fall

In diesem Abschnitt soll die Existenz von schwachen Losungen der stationdren
Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung gezeigt werden. Sei wieder ! C R? ein
beschrianktes, offenes Gebiet mit Liptschitz-Rand und D C Q das Inpainting-
Gebiet. Im Gegensatz zum dynamischen Fall verschwindet fiir die stationédre
Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung die Zeitableitung, also

0=—A (sAu - 1F’(u)> A —u)inQ,
9

wobei wieder A = AL\ p und F(u) = (u+ 1)*(u — 1)%

Um eine Existenzaussage zu Losungen der stationdren Gleichung zu treffen, wi-
re eine Moglichkeit sie als Optimalitdtsbedingung eines Funktionals tiber einem
passenden Hilbertraum darzustellen. Dies ist fiir die Cahn-Hilliard-Inpainting-

Gleichung aber vermutlich nicht méglich.

Im Folgenden zeigen wir die Existenz von stationdren Losungen mit Dirichlet-
Randbedingungen mit Hilfe eines Fixpunktarguments. Dazu wollen wir zuerst

das Problem formulieren, welches wir untersuchen wollen.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

3.2.1 Mathematischer Rahmen

Wir untersuchen die stationdre Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung mit Dirich-
let-Randbedingungen, also sie wieder €2 C R ein beschridnktes Lipschutz-Gebiet
und D C ) das Inpainting-Gebiet. Wir suchen Losungen u : 2 — R der partiel-
len Differentialgleichung

1
0=-A(cAu—=-F'(u) ) +XI —u) inQ,
( N ) (3.26)

u=1I, —eAu+ éF’(u) =0 auf 00

mit A = Tg\pAo, Ao > 0 und ¢ > 0. Aufserdem nehmen wir an, dass I € L3(2)
in einer kleinen Umgebung von 02 konstant ist.

Die schwache Formulierung von (3.26) sei:

Finde u € H = {u € H(Q),u|oq = I|oq} mit

(eVu, V) — <iF'(u), A¢> — (Ma)T —u),¢)_, =0, Voe HHQ). (327)

Eine Losung der schwachen Formulierung (3.27) heifst auch schwache Losung
von (3.26).

Lemma 3.6
Ausreichend glatte Losungen der schwachen Formulierung (3.27) losen das stationdire
Cahn-Hilliard-Inpainting-Problem (3.26).

Beweis. Wir starten mit der schwachen Formulierung (3.27) und wenden parti-

elle Integration an. Wir erhalten

1
/ —eAu+—F'(u) — (A_l)\ollQ\D (I — u)) odx
Q £
- / A (AonQ\D (I- u)) VA l¢vdo =0, VYoée HL(Q). (3.28)
o0N
Fiir die dichte Teilmenge H = H}(2) N {VA~1¢ v = 0 auf 92} verschwindet

das zweite Integral. Also muss auch das erste Integral Null sein fiir alle ¢ € H
und aufgrund der Dichtheit von H in H{ () folgt dies sogar fiir alle ¢ € Hg(Q).
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

Wegen (3.28) ist dann auch das erste Integral Null und wir erhalten das System

1
—eAu + EF/(U) — (A_l)\o]lQ\D (I — u)) =0 inQ,

A1 (Aonﬂ\D (I- u)) =0 auf 9.

Mit der Definition von A~!, den Randbedingungen des Losungsraums der schwa-

chen Formulierung und unter der Annahme ausreichender Regularitét ist u Lo-

sung von
“A (aAu - iF'(u)) + (Molap (I=w)) =0 inQ,
A~ (Molgp (I — ) = —=du + éF’(u) — 0 aufoq,
u=1 auf 092.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Um die Existenz einer stationdren Losung zu zeigen, verwenden wir einen Fix-

punktansatz. Dazu betrachten wir das Hilfsproblem

%A‘l(u —v) = eAu— EF’(U) FA AT —u) 4 Qo — No—u) inQ,

A (i(u—v) AT =) = (o= N(v —u)) —0 auf 90

u=1 auf 09
(329)

mit dem Parameter 7 > 0. Die schwache Formulierung davon ist definiert durch:
Finde u € H mit

<1(u — v),qb>_1 + (eVu, Vo) + <iF/(u)a ¢>

—()\(I—u)+()\0—)\)(v—u),¢>71 =0, V(bEH&(Q)
(3.30)

Eine Losung u € H davon nennt man auch schwache Losung von (3.29). Die

Integrale konvergieren fiir v € L?({2). Wir bezeichnen den Losungsoperator mit
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

A: L*(Q) — H und definieren mit dem Einrettungsoperator I : H(Q) — L*(Q)

A:L2(Q) = L2(Q) v A(w) =T - A(v) = u.

Nun zeigen wir, unter welchen Voraussetzungen der Operator A wohldefiniert
ist.

3.2.2 Existenz und Eindeutigkeit des Hilfsproblems

Wir wollen nun zeigen, dass das Hilfsproblem eine eindeutige Losung besitzt.
Fiir den Beweis verwenden wir die variationelle Formulierung von (3.29), d. h.

wir betrachten das Minimierungsproblem:
Finde u € H, welches fiir festes v € L?(Q2) das Funktional J; — R mit
. £ 9 1
Jy(u) = —|Vu|"+ -F(u) | dz
o \2 5
1 1
o = ol2y + 5 Pou = AT = (o = o2y, (331)

wobei A = Alg\p, Ao > 0 und £ > 0 gilt, minimiert. Das Funktional J; hat
einige schone Eigenschaften, die wir nachfolgend zeigen.

Zuerst zeigen wir, dass der Minimierer von J* tatsachlich schwache Losung des
Hilfsproblem ist.

Lemma 3.7
Der Minimierer von J¢ l0st die schwache Formulierung des Hilfsproblems (3.30) und
bei geniigend glatter Losung das Hilfsproblem (3.29).

Beweis. Wir berechnen fiir eine beliebige Testfunktion ¢ € Hi(Q2) und 6 € R die
erste Variation von J;, d. h.

d €
570 (u+00). (3.32)
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

Diese muss Null sein fiir alle ¢ € H}(Q), falls § — 0 und u ein Minimierer ist.

Wir erhalten die schwache Formulierung wie in Gleichung (3.30)

(eVu, Vo), + <iF’(u), <;5>

2

+<1(u—v)—l—)\ou—)\l—()\o—)\)v,gi)> =0, VébEH(%(Q)'
T -1

Durch partielle Integration, angewandt auf den ersten Term, gilt aufSerdem

<—5Au + éF’(u) N (i(“ — )+ Xou = A = (Ao — A)v>) 7¢>2

+/ eVug - vdo = 0.
o0

Das Randintegral verschwindet wegen den Null-Randbedingungen von ¢ €
H} (). Aufgrund der Randbedingung von H ist auch die Randbedingung der
Differentialgleichung u = f auf 092 erfiillt. Somit 16st u, ausreichende Regulari-

tat vorausgesetzt, das klassische Hilfsproblem. O

Definition 3.8
Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Ein Funktional f auf X heif$t koerziv, falls fiir alle
Folgen (xy,),cny C X mit Jim |zn|| = +o0 gilt, dass

lim f(z,) = +oc.

n—0o0

Lemma 3.9

Das Funktional J3 ist koerziv in u.

Beweis. Mit der der binomischen Formel gilt fiir alle a € R
0<(a—12=da*>—-2a+1=a*>>2a—1.
Damit gilt mit a = u? — 1 fiir die das Potential
F(u) = (u+1)2*(u—1)* = (u* — 1)* > 2u* - 3.

Auflerdem gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Youngschen-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Ungleichung mit § = 3

lla —0[* > (llall = [loI)* = lall* + 18l* — 2 a] 1]
1 1
> [lall” + [1bll* = & llal* = 5 [16]* = 5 llall® — [16l}"

Weiter konnen wir damit das Funktional J; nach unten abschétzen, also gilt

1 1
Tow) = [ (51Val + 2P@)) ot o flu—of?,

1
+ = H)\ou — M — (Mo — Nv|%,

€ 3|Q]
5uwu 2l = 5 o (G Il = 5 el )
1 2
5 (B2l — 5 IAT = 00— Wl

9 )\0 1 2

> £Vl + 2 u)? +(4 + =) Il = €. £ 0.2, 9.D).
Also ist J;; koerziv. O]
Definition 3.10

Sei X ein normierter Raum. Das Funktional J: X — R heif$t schwach unterhalbstetig,

wenn fiir alle schwach konvergenten Folgen x,, C X mit Grenzwert x € X gilt, dass

J(x) < liminf J(z,).

n—oo

Lemma 3.11
Das Funktional J; ist schwach unterhalbstetig.

Beweis. Sei u,, — u eine schwach konvergente Folge. Wir teilen die Folge J; (uy,)
in drei Teile auf.

e = J3(un) = 5 [dou = AT = (Ao = Ao]2, -
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

Der Raum H' ist kompakt in L? eingebettet. Daraus folgt, dass es eine Teilfolge

gibt mit u, — v in L?(2). Aulerdem gilt, falls lim,, o (b, + ¢p) existiert,
liminf (a, + b, + ¢,) = liminf a, + lim (b, + ¢,).
n—0o0 n—oo n—oo
Sei f = %0 (A + (Ao — A)v). Wir zeigen nun die Konvergenz von ¢, d. h. es gilt

lun = fI2y = lu = fI2,,  bzw.

(A = Foun = f) > (A u = f),u= f).
Wir betrachten dazu die Differenz der Skalarprodukte und erhalten

(A7 un = fyun— f) = (A7 = f),u—f)]

= (A (un — w)un — ) = (A7 w = f),un — )
< [(A7 un = w)yun — )|+ (A7 @ = £)un — )|
< un = ull A7 wn = £ + = ull 20— g

Der Operator A~ : H=1(Q) — H}(9) ist linear und stetig, d. h.
HA—%UH < HA—1H |w|| ¥ we H(Q).
Also gilt weiter

(A = f)ywn = f) = (A7 u = f)u = f)

< lam =l || A tn = 11+ ffun =l A7 |l = £ = 0 fir e~ oo,

Analog lasst sich die Konvergenz von b,, zeigen. Das Funktional J; ist schwach
unterhalbstetig, was zum einen aus der schwachen Unterhalbstetikeit des Di-
richlet-Integrals [, |Vu|? dz und zum anderen aus der Stetigkeit von F' nach der
Anwendung des Lemmas von Fatou folgt. Es gilt dann

1 1 1
—F(u)de = | —F(liminfu,)dz = [ liminf —F(u,)dz
QO € Q€ n—oo [e) n—oo g

1
<liminf | —F(u,)dz.

n—oo Jo €
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wir erhalten insgesamt

Jo(u) = Ji(u) + Ja(u) + J3(u)
< ligri}igéf Ji(un) + 7}1_>II§O(J2(un) + J3(up)) = liminf J; (uy,).

n—00

Definition 3.12
Sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Ein Funktional f auf X heifst strikt konvex, wenn
fiiralle x,y € H gilt

Jylax + (1= a)y) < aly((@) + (1 - ) J5(y))-

Lemma 3.13
Das Funktional

e € o2 L 1 2 Ao 2
— [ (= -F — Jju — -
Titw) = [ (5190l + 2F@) dot 5o fu= ol + 2 a7,
ist strikt konvex fiir T < 8—32 und Ao > 0 und € > 0, wobei C' eine positive Konstante

ist.

Beweis. Wir zeigen fiir jedes a,b € H'(2), dass gilt

b
JE(a) + JE(b) — 22 ("’; ) > 0.

Fiir die Funktion F' existiert eine Konstante C' > 0 fiir die gilt

a+b

F(a) + F(b) — 2F ( > > —C(a —b)2

Diesen Zusammenhang erhalten wir mit dem Differenzenquotienten fiir die 2.
Ableitung F"(u) = 12u* — 4 von F, also

F(z+h)—2F(z)+ F(xz — h)
12

= F"(z) + O(Az?). (3.33)
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

An der Stelle z = “+b und der Schrittweite h = erglbt sichfiira # b

F(a) + IE( );21?(3) C12(a—b)?— 440 ((“;b>2> > —4 (3.34)

o Fla)+F(b) - 2F<

a+b
2

> > —(a —b)* (3.35)
In unserem Fall ist also C' = 1. Aufserdem gilt fiir a,b € R

a2+b2—1(a+b)2—a2+b2— +ab+b2 —a—Q—ab—l—bj—Z(a—l-b)Q
2 B 2 2) 2 2 ‘
Mit u = a—b erhalten wir mittels quadratischer Erganzung und der Ungleichung

Hu”% > ||ul|_; ||ul|l; die Abschdtzung

>/

a+b € 1 0 C
To(@) + T5(0) ~ 275 ) > Sl + (5 + ) Il -

= Sl (4 22) el = 245 (= + 22) By Dl
_ g l[ul|3 + 2mllu!\_1 [l
z(Jjwm—¢ZJm4> g+ 2% (2 +2) i

fum@mMHu@-

Das ist grofier als Null, wenn

le (1 Ao C 3 1 9
/- —+—)>— < + -
4(47 4) e 5()\0 7_>>C

gilt. Dies ist wegen den Voraussetzungen 7 < (8732, e > 0und A\g > 0 erfullt, denn

Y

es gilt
1
C? > &3 ()\0+> >N+ C?P e 0<e3N
T

Insgesamt ist J;; also strikt konvex. O

Satz 3.14 (Existenz und Eindeutigkeit eines Minimierers fiir J;)
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Das Funktional J; besitzt genau einen Minimierer fiir T < &5, wobei C eine positive

Konstante ist, die nur von ||, |D| und F' abhingt.

Beweis. Seiw, C H eine minimierende Folge von J;, d. h.

Jy (up, = inf Ji(v) < J(0 .
S) > Je= inf T5(0) € J(0) < o0
Wegen Lemma 3.9 ist J; koerziv. Wir zeigen durch einen Widerspruch, dass die
minimierende Folge u,, beschrankt ist: Wir nehmen an, dass u,, unbeschrankt ist.
Es gilt also ||u,|| — co. Wegen der Koerzivitdt gilt dann J;(u,) — oo. Das steht
im Widerspruch zu j < oo. Also ist u,, wirklich beschréankt.

Wegen der Reflexivitit von L?((2) besitzt u,, eine schwach konvergente Teilfolge
mit Grenzwert u,, — u*. Nun nutzen wir die schwache Unterhalbstetigkeit von

J,; nach Lemma 3.11 aus. Es gilt
JE(u) < limint J5(u,) = j.

Weil j als das Infimum von J; definiert ist kann es nicht sein, dass J(u*) < j
gilt, also ist J(u*) = j und v* ein Minimierer. Es bleibt die Eindeutigkeit zu
zeigen. Seien dafiir v und v Minimierer. Dann gilt wegen Lemma 3.13 fiir die

Konvexkombinationen
Jo(u+ (1 —a)) <al;(u)+ (1 —a)J;(v) =j.

Also ist beispielsweise J; (uns) < j,un = 4(u + v). Dies steht im Widerspruch
zu j = inf,c () J5(v). O
Proposition 3.15 (Existenz und Eindeutigkeit des Hilfsproblems)

Das Hilfsproblem (3.29) hat eine schwache Losung in H () fiir 7 < 5—32, wobei C' eine

positive Konstante ist, die nur von ||, |D| und F abhingt.

Beweis. Das Funktional J; hat nach Satz 3.14 einen eindeutigen Minimierer, der

nach Lemma 3.7 eine schwache Losung von (3.29) ist. O

38



3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

3.2.3 Fixpunktstrategie

Im Folgenden verwenden wir ein Fixpunktargument, um die Existenz einer Lo-
sung der stationdren Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung zu zeigen. Dafiir zei-
gen wir die Existenz eines Fixpunktes des Hilfsproblems aus dem vorherigen
Abschnitt mit dem Fixpunktsatz von Schauder, welcher eine Losung der Cahn-
Hilliard-Gleichung liefert.

Satz 3.16 (Fixpunktsatz von Schauder)

Sei M eine konvexe, abgeschlossene und nichtleere Teilmenge eines Banachraums X
und ist A: M — M stetig, so besitzt A wenigstens einen Fixpunkt, falls A(M) relativ
kompakt ist.

Beweis. Ein Beweis findet sich beispielsweise in [Col13, S. 355] O

Lemma 3.17
Sei A: L%(Q) — L2(Q) der Losungsoperator zum Hilfsproblem (3.29), dann gilt fiir
v e L*(Q) und u = A(v) die Ungleichung

1A)II3 = lullz < Bllvll; +a (3.36)
, €]
fiir Konstanten o > 0,0 < 8 < 1und |D| < 5.

Auflerdem ist die Losung u € H'().

Beweis. Nehmen wir fiir den Anfang zusatzlich an, dass Vu, Au € L?(€). Dann

multiplizieren wir (3.29) mit Au und integrieren tiber 2. Mit
w = %(u—’u)—)\(f—u)—(Ao—)\)(v—u) _ %(u—v)—)\(I—v)—)\o(v—u)
erhalten wir

- /Q AuA " wde = — (Au, Au)y + é /Q F'(u) Auda.

Nach partieller Integration erhalten wir

/Quwdx - /89 {Vu 7 <A_1w + éF/(u) —uV (A_1w>) Z/:| do
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

1
= e || Au|? - g/QF"(U) Vul? de.

Durch das Einsetzen der Randbedingung A~!w|sq = 0 und unter Verwendung
der Annahme, dass I in einer Umgebung von 02 konstant ist, gilt w = I = f;
und F'(u) = F'(I) = fo mit Konstanten f; und f,. Daraus ergibt sich

/Quwdzzs—/aQ {f2Vu V—f1V(A w) }da

— || Au|? - f/ F'(w) |Vul? da.
Mit dem Satz von Gauf3 fiir die Randintegrale erhalten wir
1
/ wwdr = —¢ || Aul|3 — 7/ F"(u) | Auf* dz + fQ/ Audz + f1/ wdz.
Q € JO g JQ Q
Mit der Young-Ungleichung gilt fiir die letzten beiden Terme

/Audx+f1/wdx<f—HA H2+ fl |w Hz (2];2 +§(15) €,

fir eine Konstante 6 > 0 und mit C' = C(f1, fa,¢, 9|, 9)
/ wwdz < (fQ - g> 1Au2 - %/ F'(w) [Vul? dz + %5 lw|l? + C.
Q Q

Durch das Einsetzen der Definition von w auf der linken Seite erhalten wir dann

/ul(u—v)dx< (f2 g) HAuyg—l/ P () [Vl do + 122 )2
Q e Jq 2

+Xo (/Q\Du(l—u)dx—l—/l)u(v —u)dm) +C.

Nun wenden wir die Abschitzung (a + b)? < 2(a? 4 b%) auf ||Jw|3 an.

Mitw = (L 4+ o) u— (14X —A)v—Af und (A — A) < Ao erhalten wir

1 1
||w||§:H(+A0)u—(+AO—A)v—M
T T 2

1 2 1
§2<+)\0> |yuy\§+2H(+Ao—A>v—M
T T

2

2

2
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

1 2

2<T+)\0) \u||2+4( + 0 — ) ]2+ 4|22
1

2<T+>\o> \u||2+4< +Ao> o]+ C(\ T)

und damit insgesamt mit C' = C(I, f1, fo,|D|, ||, €, 9, 62)

/ ul (u—wv)de < (f2 5) | Aul — 1/ F"(u) |Vul? dz
Q 7 e Ja
1 22 1 S
+ f10 <7_ + )\0) lull3 +2f10 <7_ + )\0) lv]l5

+ o (/Sl\Du(I—u)dm—i-/jju(v—u)dx) +C.

Mit F"(u) > Cyu? — C, fiir Konstanten C1,Cy > 0 und mit der Young-Unglei-

chung auf die beiden letzten Terme erhalten wir mit den Konstanten d;,d2 > 0

1 C C
st —vyde < (22 )l - 2 fuval f+ 2 vul

T

1 1 2
+h5 (1 )\0> Jull3 + 2428 (+ + 20 ol

(1= = R | —
( 2)/§2\Dudx+(2 )/17de+251/ 24

undfﬁr51 = 2,52 =1lund C = C(I,fl,fg,‘D|,|Q|,6,5)

+ Ao +C

1 C C:
Justu—ode < (22 ) ol - S ju val 3+ 2 vul

T

1 1 2
+h5 (1 /\0) Jul + 2028 (5 +20) ol (337)

1 1
—f/ u2dx+f/ vidz
2 Jo\D 4 Jp

Nun benétigen wir die Ungleichung (3.18) in der Form

+ Ao +C.

Cy
20[53

Cs
HVUI|2§53|!AU\|2+ H Vu !Hz+*5 / u?de +
O\D
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

und wenden sie auf (3.37) an. Wir erhalten

1 fod 4+ 2C503 aCyCy &
Juru— e < (P20 o) fag+ (9552 - ) el

<f15< +)\0)2 + 0203> ull3

Ao 2 1
+ +2f16( +)\0> vl = = u’dz + C.
4 2 Ja\p

Den letzten Term schitzen wir mit der Ungleichung (3.16) ab. Es gilt also fiir

Cp>0
o T e

und mit Ungleichung (3.17)

2 Qg 2 |\D|
- wde < Cp,— |u|Vu 240

Insgesamt erhalte wir also

1 2
/u—(u—v)d:cg (M” _5> HAUHS
QT 2e
050203 C (0%
(2535 + 2 —) Jul Vull}
! 0 eds Q] :
)\0 1 2 2
+( 2 +2n0 <T+)\0> lo]l2 + C. (3.38)

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Young-Ungleichung kénnen wir

die linke Seite nach unten abschétzen, denn es gilt
1 1 ) 1 )
—(u—v)de = — — de ) > — -
Juz =)o =2 (Jul~ [ wodz) = 2 (jul - full, ol

2 2
> 1 ()2 - ”“”2 IRl gl
T ’ 2 2T 27’

42



3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall
und damit
lullz _ llollz _ (f25+20253
- < |(—F——¢
27 2T

2 OéCQCE} C « ) 2
o = el (9520 + = ) fu vl
2

1 2
Ol =+ A
+ <f1 (7_+ 0> + 203 0]

A 1 2
+ <4° +2f16 (T + >\0> ) loll3 +C. (3.39)

Nun wihlen wir 5 < (262 — f28) /2C2 und a, az, § klein genug, damit die ersten

mit f; vernachldssigen konnen. Damit gilt insgesamt

beiden Terme auf der rechten Seite kleiner als Null werden und wir die Terme
( 1 |Q\D| Ao C2C3Cy
N + —

2T

o ([f20+2Ch0 ) 2
S~ )l - (EEE e
1 Ao 9
<20
< (g + )i+ c
bzw.

(3.40)
( 1 IO\D| Ao C2C3Cy
N _'._ —
2T

1
2

Ao 2
3+ ) ol + C.
Also erhalten wir nach Division durch den linken Koeffizienten

(%)

2 T 2

<

HUHz = (L N |Q\D|A\g B 020304) HUHQ +O‘
27 2|9 g3

Mit |D| < 2|Q] gibt es eine Konstante 0 < § < 1, so dass gilt

Ao|N\D| _
29

Damit der Term vor ||v||3 kleiner als Eins ist, muss also gelten

— 2o
1-3°

Aufgeldst nach \g erhalten wir die Bedingung

4 4—0
Ao > CarC3C( )

5e3 -

mw‘ Ql

Es bleibt noch u € H(Q) zu zeigen.
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

Wegen Ungleichung (3.41) gilt auflerdem

f25+ 202(53 2 1 )\0 2
e < | — —
( 52 5) | Aull; (27 + 1 ) vl + C. (3.41)

Damit ist | Aul|3 beschrinkt und mit Ungleichung (3.15) auch ||Vul|3. Damit ist
die Behauptung gezeigt.

O]

Wir wollen den Satz von Schauder anwenden. Dazu benétigen wir zunédchst
eine geeignete Menge K, auf der der Operator A eine Selbstabbildung ist. Bei-
spielsweise ist

K =B(0,M) ={ue L*(Q): |ull, <M}

mit %5 < M 2 geeignet, denn es gilt dann fiir v € K

1_
JAIE = Jul2 < 8l +a< 2P 4 2BZ0) _ @ ey ek

“1-8 " 1-8  1-8°

Lemma 3.18
Sei A wie in Lemma 3.17, dann ist A kompakt und stetig.

Beweis. Im Beweis von Lemma 3.17 haben wir gezeigt, dass der Operator A auf
H'(Q) abbildet. Es gilt also A: L*(Q) — HY(Q) < L*(Q). Nach dem Einbet-
tungssatz von Sobolev ist der Einbettungsoperator I: H*(Q) — L*(Q) kompakt
und darum auch A.

Es bleibt die Stetigkeit zu zeigen. Sei vy — v in L?(f2), dann ist A(vy) = uy
beschriankt in H' (), und es gibt eine schwach konvergente Teilfolge uz, — u
in H1(Q). Aufgrund der Kompaktheit von I gibt es eine schwach konvergente
Teilfolge von uy,, welche stark in L?(2) konvergiert, also uy, — u in L*(). Es

bleibt zu zeigen, dass u der Einzige Haufungspunkt von uy, ist.

Nach Konstruktion erfiillen die Folgen u; und v, die Bedingung

(eVug, Vo) + <iF'(uk), q§>

+ <1(uk — ) + Ao — AL — (Ag — A)vk,¢> =0, Vo e H(Q).
T ~1
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3.2 Schwache Losungen im stationdren Fall

Aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Stetigkeit von F' gilt dies
auch fiir die Grenzwerte u und v, d. h. es gilt

(eVu, Vo) + <iF’(u), <;5>

+<1(u—v)—|—)\gu—)\f—()\0—)\)11,(1)> =0, V¢€H3(Q)
-1

T

Damit ist v unter der Voraussetzung 7 < 6% eine schwache Losung von (3.29).
Damit liefert der Operator A eine eindeutige Losung. Es gilt also A(v) = w.
Damit ist A stetig. O

Satz 3.19 (Existenz eines Fixpunkts fiir das Hilfsproblem)

Sei A : L*(Q) — L*(Q),A(u) = v. Wobei u € H () die schwache Lisung des
Hilfsproblems ist. Dann hat A einen Fixpunkt u* € H*(Q), falls 7 < é—?; und Ao > E%
fiir eine positive Konstante C, die nur von ||, |D| und F abhiingt.

Beweis. Der Operator A|x ist eine Selbstabbildung. Weiter ist K als abgeschlos-
sener Ball konvex und abgeschlossen. Wegen der Kompaktheit von A ist A(K)
relativ kompakt. Mit der Stetigkeit von A sind die Voraussetzungen des Fix-
punktsatzes von Schauder erfiillt. Es gibt also einen Fixpunkt v* € L?(2)

A(v*) =v*,
welcher die Gleichung
1 / -1
/ —eAu+ —F'(u) — (A Aoloyp (I — u)) odz
Q 5
- / A (Mol (T — u) VA  grdo) =0, V6 € H(9)
9

16st. Weil die Losung von (3.30) in H liegt, ist auch der Fixpunkt v* € H. O

Satz 3.20
Die stationdre Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung

A (—6Au + iF’(u)) FA@) (=) =0inQ (3.42)
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

hat in HY(Q) Losungen, falls \g > 6% und fiir eine Konstante C' > 0, die nur von
|D|, || und F abhingt und |D| < 2.

Beweis. Mit Satz 3.19 existiert ein Fixpunkt «* fiir das Hilfsproblem. Es gilt also

(eVu*, Vo) + <iF’(u*), ¢> —(MI —u*),¢)_, =0, Vo€ Hj(Q). (343)

Dies entspricht der schwachen Losung der stationdren Cahn-Hilliard-Inpain-
ting-Gleichung. O

3.3 Implementierung

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren zur Losung der Cahn-Hil-
liard-Gleichung vorgestellt und auf dessen Implementierung eingegangen.

Ein geeignetes numerisches Verfahren fiir die zeitliche Diskretisierung zur Lo-
sung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung ist das Convexity Splitting. Eine
genaue Analyse des Convexity Splittings mit Anwendungen fiir Strukturinpain-
ting-Verfahren mit partiellen Differentialgleichungen hoherer Ordnung wurde
in [SB11] durchgefiihrt und fiir das Cahn-Hilliard-Inpainting in [BEG07] vorge-

schlagen.

Die urspriingliche Cahn-Hilliard-Gleichung ist der Gradientenabstieg beziiglich
des H~1-Skalarprodukts von

1
El(u):/92|vu|2+gF(u)dx.

Der Treueterm kann durch den Gradientenabstieg beziiglich des L?-Skalarpro-

dukts von
1 2
Ea(u) = f/ A@)(I — w)?dz
2 Ja

dargestellt werden. Die Idee ist nun die Terme in einen konvexen Teil und einen
konkaven Teil aufzuteilen. Fiir die Zeitintegration wird dann der konvexe Teil
explizit und der konkave Teil implizit behandelt. Man erhdlt also ein semi-im-

plizites Schema.

46



3.3 Implementierung

Der erste Term kann beispielsweise aufgeteilt werden in Fy = Ey; — Ej2 mit
1 C
Fu(u) = / Va4 2L da
QE 2
und

1 C
Euo(w) = [ ==F(w)+ S} uf? do.
Q € 2
Der Treueterm kann aufgeteilt werden in Ey = Eo; — Egp mit

1 [ C
=2 lu* da:

EQI(U) - 5 Q 2

und
E(u) = 1/ “Mx)(I —u)? + G ul® dz.
2 Ja 2

Sei weiter U}, die approximierte Losung der Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
zum Zeitpunkt ¢ = k7, wobei 7 die Schrittweite der zeitlichen Diskretisierung
bezeichnet und Uy = ug gesetzt wird. Das Zeitschrittverfahren zu diesem Split-

ting ist dann

U1 — Ug

T

= —Vu-1(E11(Uk+1) — E12(Uk)) — V2 (E12(Uk+1) — E22(Us)),

wobei V-1 und V2 den Gradienten beziiglich des jeweilig Skalarprodukts be-
zeichnen. Um sicherzustellen, dass E11, E19, E21 und E99 konvex sind, miissen
die Konstanten Cq > % und Cy > )¢ gewdhlt werden.

Die numerische Losung Uy 1 berechnet sich durch die semi-implizite Vorschrift

U1 — Uk

T

+ EAAUkJrl — ClAUkJrl + CQUk-+1 (344)

1
= ZAF/(Ux) = CoAU; + Colls + A1 = Up).

Die Terme, welche die Konstanten C; und C; beinhalten, wirken als Damp-
fungsterme und stabilisieren das Losungsverfahren. In [SB11] wurde gezeigt,
dass die numerische Losung Uy, auf einem endlichen Intervall gleichméfig be-
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

schrankt bleibt. Aufierdem konvergiert die numerische Losung fiir 7 — oo ge-

gen eine exakte Losung.

Fiir die rdumliche Diskretisierung kann die diskrete Cosinustransformation wie
in [SB11]. Dies hat den Vorteil, dass die Berechnungen der Ableitungen leichter
sind, denn die Matrix-Multiplikationen werden durch eine elementweise Multi-

plikation ersetzt. In diesem Fall verwenden wir Neumann-Randbedingungen
VUk+1 V= VAUk+1 = O, auf 09).

Wir nehmen an, dass Q2 = [0,a] x [0,b] C R% a,b € R+ ein rechteckiges Gebiet ist
und diskretisieren u katasterartig durch m Punkte in z-Richtung und n Punkte
in y-Richtung, d. h. U;; = u(ihg, jhy) mit hy, = a/mund hy = b/n.

Sei U die diskrete Cosinustransformation von U mit den Eigenwerten ;. Dann

kann Gleichung (3.45) geschrieben werden als

k41 Tk 2
oy _Uij+€<)\i+>\j> Ukﬂ_Cl()\- Aj

) rk+1 Frk+1

1 — )\z' Aj ~ ~
= —(A(F'(UR))i; = 1 <h2 + hé) UL + CoUf5 + M1y — UE).
Ein Nachteil ist allerdings, dass fiir das Rechengebiet 2 eine rechteckige Geome-
trie angenommen werden muss, da sonst die Berechnung der Eigenwerte der

Cosinustransformation nicht mehr effizient durchgefiihrt werden kann.

Eine weitere Moglichkeit ist eine Finite-Elemente-Diskretisierung, wie beispiels-
weise in [BKSW14]. Dafiir teilen wir die Cahn-Hilliard-Inpainting-Gleichung
auf in

Uky1 — Uy

T

1
Wit — AU = EAF/(Uk)

+ AWyy1 — C1AUks1 + CoUpy = —C1AU, + CoUy, + A — Uy)
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mit der schwachen Formulierung

1
(T + CQ> <Uk+1,1}> + <VWk+1, V?J> + <01VUk+1, V’U> — </\(I — Uk),’l)>
1
— C1 (VU, Vv) — <T+CQ> (Ug,v) =0 Vv € H&(Q),
1
(Wii1,v) — & (VUgy1, VV) = . (F'(Uy),v) Vo € HY(Q)

Hier nehmen wir an, dass 2 polyhedral berandet ist. Sei dazu R}, eine Trian-
gulierung von ) mit disjunkten Rechtecken und h = maxpcp, {diam(R)} der
maximale Durchmesser der Rechtecke und J;, die Menge der Knoten von R,
mit |Rp| = N.

Nun approximiert man den Raum H!(Q2) durch den endlich-dimensionalen Raum

der stiickweise bilinearen Funktionen
Sn={p€C” dlp=01 VRE R}

wobei Q1 = span{{1},{z},{y},{zy}} der Raum der bilineare Funktionen be-
zeichnet. Sei weiter {gbz}fi , die nodale Basis von Sy, d. h. es gilt

¢i(pj) = 0i5, Vi,j=1,...,N.

Wir setzen Ul = SN | uF¢; und W) = SN | wh¢;. Das diskretisierte Problem ist

dann: Finde (U}, |, W}/, |) € Sj x S, zur gegebenen Funktion U} € S), mit

0= (i + CQ) (Ulyr,vn) + (YW, Von) + (CL1VUR,, Vo)

— <)\(I — U;?),Uh> -4 <VU;?,VU}I> — <71_ + 02) <U;?,Uh> Yo, € S),

<W,§H,vh> — <VU,?H, Wh> = é <F’(U,§),vh> Yup € S,

Mit K;; = (V¢;, V;) und M;; = (¢4, ¢;) ist das dquivalent zur Losung des
linearen Gleichungssystem

M eK wh ) IMF' (u")
K (L+0)M+CiK <uk+1> ~\Cikuk 4 (L4 Co) Muk + MA(p) (1 - )
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3 Das Cahn-Hilliard-Inpainting

wobei u,w,p € RN. Das lineare Gleichungssystem kann mit iterativen Ver-
fahren, wie beispielsweise dem GMRES mit einem Vorkonditionierer (siehe in
[BKSW14]), oder mit einem direkten Loser behandelt werden.

Ein Vorteil bei der Diskretisierung mit Finiten-Elementen ist, dass man nicht
auf rechteckige Bildbereiche beschrankt ist. Dies hat fiir das Ergebnis Vorteile,
denn bei unregelméfiigen Rechengebieten sind Nahtartefakte weniger auffal-
lig. Aulerdem sind Randbedingungen fiir (2 einfacher umzusetzen. Der grofite
Nachteil ist, dass in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem geldst werden
muss, was im Gegensatz zur ersten Losungsmethode zu einer hoheren Rechen-
zeit fiihrt.
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4 TV-H'-Inpainting

Ein Nachteil des Cahn-Hilliard-Inpaintings ist, dass es nur fiir Binédrbilder ge-
eignet ist. In [BHS09] wird eine Moglichkeit vorgeschlagen, wie das Verfahren
auf Grauwertbilder verallgemeinert werden kann und trotzdem die gewiinsch-
ten Eigenschaften erhalten bleiben, z. B. dass Isophoten glatt in das Inpainting-
Gebiet fortgesetzt werden. In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von [BHS09]
nachvollzogen. Wir wollen das TV—H'l—Inpainting motivieren, indem wir zei-
gen, wie es mit dem Cahn-Hilliard-Inpainting zusammenhéngt. Dafiir betrach-
ten wir den Grenzwert des Cahn-Hilliard-Funktionals fiir e — co. Zuerst kldren
wir, in welchem Sinne der Grenzwert zu verstehen ist und definieren die ent-
sprechenden Rdume. Danach wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen zeigen. Im letzten Abschnitt werden einige numerische Beispiele ge-

zeigt.

4.1 Mathematischer Rahmen

Definition 4.1

Sei X ein metrischer Raum und (F,),n € N eine Familie von Funktionalen F,,: X —
R>0, dann konvergiert (F),) im Sinne der I'-Konvergenz gegen ein Funktional F': X —
R>o, falls fiir alle v € X gilt, dass

e fiir jede Folge x,, — x gilt, dass

F(x) < linxggf Fy(zy)
e und eine Folge x,, — x existiert mit

F(x) = lim F,(Z,).

n—oo
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4 TV-H-Inpainting

Das Funktional F bezeichnet dann den Grenzwert von F,, im Sinne der I'-Konvergenz.

Ein einfaches Beispiel: Sei X = R und F,, = sin(nz), dann ist

—1 < lim sin(nz).
n—oo

Andererseits kann man fiir z € R eine Folge definieren mit z,, als den nidchsten

Punkt zu x mit sin(nz,) = —1. Formal also
xn, = argmin{|x — y| : sin(ny) = —1}.
yeR

Die Funktion F;, hat fiir festes n die Periode 2%, also ist |z — x| < T. Somit

konvergiert z,, gegen x. Insgesamt ist F'(z) = —1 ein Grenzwert im Sinne der

I'-Konvergenz von F,.

Lemma 4.2
Sei G: X +— R stetig und konvergiere F, im Sinne der I'-Konvergenz gegen F in X,
dann konvergiert I, + G gegen F' + G im Sinne der I'-Konvergenz.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [DM12, Prop 6.21]. O

Definition 4.3
Sei X ein metrischer Raum und (F,),n € N eine Familie von Funktionalen F,: X —
R>, dann heifit F}, equi-koerziv, falls eine kompakte Menge K C X existiert mit

22 ) = Jgf Pl

Satz 4.4
Sei Fy,, F' wie in Definition (4.1) und F,, zusitzlich equi-koerziv. Falls F,, auf X im

Sinne der I'-Konvergenz gegen F konvergiert, gilt

min F(z) = liminf F,(x).
reX (n,z)eNxX

Beweis. Ein Beweis findet sich in [DM12, Theorem 7.8]. O
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4.2 T'-Konvergenz des Cahn-Hilliard-Funktionals

Definition 4.5
Die totale Variation fiir eine Funktion u € L' (S2) ist gegeben durch

TV (u) = |Dul (2) = / V| dz,
Q
wobei [, |Vu| dx im schwachen Sinne zu verstehen ist, d. h.

/Q|Vu| dz = sup {/Qudivgodx: 0 € CF(Q,R?), || <1Vz € Q} : 4.1)
Den Raum der Funktionen mit beschrinkter Variation bezeichnen wir mit
BV(Q) := {u e LY(Q): TV (u) < oo} (4.2)
und ist mit der Norm
lull gy = lull 1) + TV (w) (4.3)

ein normierter Raum.

Bemerkung 4.6

Fiir 2 C R ist der Sobolev-Raum W'1(Q) ist ein echter Unterraum von BV ().
Denn fiir jedes u € W11(Q) kann man das Ma8 i := Vu£ wihlen, wobei £ das
Lebesgue-Mafs bezeichnet. Dann gilt die Gleichung

/udivcpdx: —/ pdu = —/ pVudz Vo € CL.
Q Q Q

Eine Funktion, die in BV (Q) aber nicht in W11(0) ist, ist beispielsweise f: [-1,1] —
R: z +— 1 qj(z). Da f unstetig ist, liegt f nichtin W'!([—1,1]), aber

V(1) = [ Uoy@e@dr = [ $de = o(1) - 9(0) < 2.

4.2 T'-Konvergenz des Cahn-Hilliard-Funktionals

In diesem Abschnitt betrachten wir den I'-Grenzwert des Hilfsproblems fiir das
Cahn-Hilliard-Inpainting fiir ¢ — 0, aus dem wir dann im néchsten Abschnitt

das TV-H™! motivieren.
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4 TV-H-Inpainting

Den I'-Grenzwert fiir das Cahn-Hilliard-Funktional liefert uns der nachste Satz.

Satz 4.7
Das Cahn-Hilliard Funktional

CH.(u) = / € 1Vuf? + L F(u)da
Q2 €
konvergiert fiir e — 0 in der L' (2) Topologie im Sinne der T'-Konvergenz gegen

Co [o |Vu| dz, fallsuw=21g —1 und E C Q Borel-messbar,
TVp(u) =

00 sonst

mit Co = [, /F(s)ds.

Beweis. Diesen Zusammenhang fanden Modica und Mortola in [MM77] und
[MM]. Ein didaktisch aufbereiteter Beweis findet sich in Beni Bogosels Blog'. [

Den I'-Grenzwert fiir das Cahn-Hilliard-Inpainting-Funktional liefert uns der

nichste Satz.

Satz 4.8
Seien f,v € L?(Q) und T > 0 ein positiver Parameter. Sei ||-|| _, die Norm von H=1(Q)
und € > 0, dann konvergiert fiir ¢ — 0 das Funktional

1
JE(w) :/ (5 Vul? + F<u)> dz
Q\2 €
1 1
5 e = ol%y + 5 [Pou = AT = (o = Mol
in der L (2) Topologie im Sinne der T-Konvergenz gegen
1 2 1 2
Jo(u) = TVp(u) + o flu = vl[Zy + 5 [Aou = AL = (Ao = AollZ; - (44)

Beweis. Das Funktional ist eine Superposition von Cahn-Hilliard-Funktionals,

2 .
des Treueterms 5 ||u — v[|? ; und des Ddmpfungsterms

1
5 o = AT = (Ao = Aol .

'https://tinyurl.com/ybixzf9v, Zugriff am 09.02.2018
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4.3 Verallgemeinerung fiir Grauwertbilder

Die H~!-Norm ist stetig in H !, also auch in L!. Auerdem ist der Ddmpfungs-

term und der Treueterm unabhingig von . Die Behauptung folgt mit Lemma
4.2, O

4.3 Verallgemeinerung fur Grauwertbilder

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Cahn-Hilliard-Inpainting fiir die
Behandlung von Grauwertbilder durch eine Modifikation wie in [BHS09]. Mit
dem Resultat vom letzten Abschnitt kann das Cahn-Hilliard-Inpainting als Ap-
proximation an

1 1
Jufw) = [ 1Vl da 4+ o u = ol + 5 how = M = (o = v,

aufgefasst werden fiir Funktionen v € BV (Q) mit u = 21g(z) — 1 fiir eine
Borell-messbare Menge E. Im Cahn-Hilliard-Inpainting wird der glatte Uber-
gang zwischen der —1- und der 1-Phase fiir ¢ — 0 zu einem Sprung zwischen
—1-und 1-Phase.

Dieser scharfe Ubergang zwischen —1- und 1-Phase motiviert die Erweiterung
von J, fiir Grauwertbilder. Dazu lassen wir Funktionen |u| < 1 auf 2 zu. Dies
fithrt zu einer Verallgemeinerung des Cahn-Hilliard-Inpaintings, dem TV-H™-
Inpainting. Zunédchst muss noch geklart werden, in welchem Sinne der Gradient
zu verstehen ist. Das Subdifferential ist eine Verallgemeinerung des Gradienten
auf nicht differenzierbare konvexe Funktionen.

Definition 4.9
Sei X ein lokal konvexer Raum und X* der Dualraum von X mit der dualen Paarung
(-,-) und J: X — R. Das Subdifferential von J am Punkt x ist gegeben durch

oJ(z) ={pe X*: (y—x,p) < J(y) — J(u),Vy € X}.
Ein Element p € 0J(x) heifit Subgradient.
Betrachte fiir I € L?(2)

B = Ap+ Na)I —w),  peITVu(u) (4.5)
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4 TV-H-Inpainting

mit
TV (u) = { |Dul (©2) falls |u(x)| <1, fastiiberall in €, 46)

o0 sonst.

Satz 4.10

Sei I € L?, dann hat die stationiire Gleichung
0=Ap+ MNx)(I —u), p € 0T Voo (u)

eine Losung v € BV (Q).

Beweis. Beweis nach [BHS09]. O

SchliefSlich wollen wir noch Elemente p € 9TV berechnen. Dafiir schreiben
wir

TVoo(u) = / |Vu| dz + Con(u),
)
wobei [, [Vu| dz im Sinne von (4.1) zu verstehen ist und

0 falls |u| < 1 fast tiberall in €2,
Con(u) :=

+o0  sonst.

Nun wollen wir den Subgradienten berechnen, indem wir annehmen, dass
0TV (u) = 0TV (u) + 9 Con(u)

gilt. Die Idee ist nun Charakterisierungen fiir 07V (u) und 0 Con(u) zu finden.

Eine Charakterisierung fiir einen Subgradienten von T'V liefert uns der nédchste
Satz.

Satz 4.11
Sei p € 9TV (u), dann gilt fiir |Vu| # 0

Vu .
- V. (== Q
P \V4 <|Vu]) in QQ,
Vu

— V= Q.
Yl v=20 auf 0
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4.3 Verallgemeinerung fiir Grauwertbilder

Beweis. Beweis nach [VOO03, Prop 4.1] O

Um numerische und theoretische Schiwerigkeiten zu vermeiden verwenden wir
eine regularisierte Version fiir |Vu|. Es ist bespielsweise eine regularisierung mit
einer Quadratwurzel moglich, d. h. wir setzen |Vu| ~ /|Vu|® + 62 fiir ein 0 <
0 < 1,also

2
c \|Vu|®+ 9 4.8)
Y vr=20 auf 09Q.

VIVul? + 62 '

Einen Subgradienten von 0 Con erhalten wir durch folgendes Lemma:

Satz 4.12
Sei Con: L"(Q) — R U oo wie oben definiert und 1 < r < oo, dann ist p € L"" fiir
r* = -5 ein Subgradient von Con, d. h. p € 0 Con(u), genau dann wenn

p=0  f il auf supp({|u| < 1}),
p<0  foiiauf supp({u = 1}),
p>0 f. ii. auf supp({u = —1}).

Beweis. Beweis nach [BHS09]. O

Insgesamt kann man das regularisierte TV-H!-Inpainting zu einem gegebenen
Bild I : © — R formulieren als zeitliche Entwicklung von v : Q x [0,7] — R

mit
ou = —AV - (VZ) +Ax)(I —w) inQ,
VIVu|®+d (4.9)
Vu vr=20 auf 09).

\/yw\?m'

Im folgenden Abschnitt wird kurz die Implementierung vorgestellt.
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4 TV-H-Inpainting

4.4 Implementierung

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren fiir das TV—H'l-Inpainting
vorgestellt und auf die Implementierung eingegangen. Wir verwenden dhnlich
wie bei dem Cahn-Hilliard-Inpainting das Convexity Splitting fiir die zeitliche
Diskretisierung (vgl. [SB11]).

Der Regularisierungsterm des TV-H-Inpaintingist ist der Gradientenabstieg
beziiglich des H ~!-Skalarprodukts von

Ey(u) = /Q VIVul? + 62dz.

Der Treueterm kann durch den Gradientenabstieg beziiglich des L?-Skalarpro-
dukts mittels

Fa(u) = ;/QA(x)(I ~w)de

dargestellt werden.

Analog wie bei dem Cahn-Hilliard-Inpainting konnen die Terme wieder in einen

konvexen Teil und einen konkaven Teil aufgeteilt werden

Der erste Term kann beispielsweise aufgeteilt werden in Ey = Eq; — E12 mit
C
E1 :/ =L |Vul? dz
Q 2

und

C
Eqo /Q —\/|Vul|? + 62 + ?1 IVul® dz.

Der Treueterm wird analog dem Cahn-Hilliard-Inpainting aufgeteilt in E» =
E21 — E22 mit

und
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4.4 Implementierung

Sei wieder U}, die approximative Losung der TV-H ™ -Inpainting-Gleichung zum
Zeitpunkt t = k7, wobei 7 die Schrittweite der zeitlichen Diskretisierung be-

zeichnet und Uy = ug gesetzt wird. Das Zeitschrittverfahren ist dann

U, — U,
LT Yy (B (Ukit) — Bi2(Uy)) = V2 (B2 (Ugs) — Eaa(Uy)).

T

Um sicherzustellen, dass E11, E12, E21 und Es9 konvex sind, miissen in diesem
Fall die Konstanten C; > % und Cy > )¢ gewdhlt werden.

Dies fiihrt zur semi-impliziten Iterationsvorschrift:

Ug41 — Uy

T

+ C1AAU 41 + CoUpq =

VU

VIVULE 46

Analog zum Cahn-Hilliard-Inpainting kann fiir die raumliche Diskretisierung

ChAAU, — A (V . ( )) + CyUy, + )\(I — Uk). (4.10)

die diskrete Cosinustransformation wie in [SB11] oder eine Finite-Elemente-Dis-
kretisierung wie verwendet werden. Die beiden Diskretisiereungen haben wie-
der die gleichen Vor- und Nachteile wie beim Cahn-Hilliard-Inpainting, d. h.
bei einer Diskretisierung mit der Cosinustransformation muss das Gebiet recht-
eckig sein, um die Koeffizienten effizient berechnen zu konnen. Der Vorteil ist

allerdings, dass die Berechnungen der Ableitungen einfacher sind.

Andererseits ist man mit einer Finite-Elemente-Diskretisierung jedes beliebige

Gebiete inpainten und erhilt damit unauffalligere Nahtartefakte.

Fiir Farbbilder kann das Verfahren auf jeden Farbkanal separat angewandt wer-
den. Es ist jedoch mit mit Farbfehlern zu rechnen, wenn der Algorithmus zu

frith abgebrochen und noch nicht konvergiert ist.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

In diesem Kapitel werden einige Beispiele gezeigt, in denen die genannten In-
painting-Verfahren in der Szenenanalyse eingesetzt werden. Zunachst wird ein
Uberblick zum Prozess der automatischen Erzeugung einer semantischen 3D-
Szene gegeben, wie er bisher am Fraunhofer IOSB verwendet wurde. In Abbil-
dung 5.1 ist eine Ubersicht zum Prozess der Szenenrekonstruktion als Schaubild
dargestellt, wobei die Schritte, in denen Inpainting verwendet werden kann, mit
roten Ellipsen gekennzeichnet sind.

Sensordaten

/ Vorverarbeitung
Schrégsichten — e = Orthophoto
Tiefenkarten

Re konstru ktion

. Vollstandlge
Bereinigung T|efenkarten Bereinigung
Klassﬂ‘katlon
Gebiude- Oberﬂachen
Gebdudetextur a
- Rekonstruktlon l Rekonstruktlon GEISRESIEXIUE
\ Gebiud dell Semantische . /
ebaudemode T ——— Geldandemodell
\ Semantische /

3D-Szene

Abbildung 5.1: Ubersicht zum Prozess der Szenenrekonstruktion

Prozess der Szenenrekonstruktion: Im ersten Schritt werden Sensordaten ei-

ner Szene aufgezeichnet. Diese konnen beispielsweise Farbbilder aus luftgetra-

60



genen Kamerasystemen oder eine Punktwolke aus einem Laserscanner sein.
Aus den Sensordaten werden in der Vorverarbeitung Schréagsichten der Objek-
te der Szene, ein Orthophoto und dazugehorige unvollstindige Tiefenkarten extra-
hiert.

Orthophotos sind verzerrungsfreie und mafistabsgetreue Abbildungen der Erd-
oberflache. In Tiefenkarten werden den Pixeln die jeweilige Entfernung zur Ka-
mera zugewiesen und sind technisch bedingt nach der Vorverarbeitung unvoll-
standig (siehe Unterabschnitt 5.2.2). Fiir die weiteren Prozessteile werden voll-
stindige Tiefenkarten benotigt, die aus den unvollstindigen Tiefenkarten rekonstru-

iert werden.

Eine 3D-Szene besteht aus drei Teilen: einem Gebiudemodell, einem Gelindemo-
dell und semantischen Informationen, d. h. welcher Klasse gehort eine bestimmte
Oberfliache an.

Mit semantischen Informationen konnen die Art der Interaktionen mit Oberflachen
verbessert werden, wie beispielsweise den Unterschied des Fahrverhaltens von
Fahrzeugen auf einer Strafse oder einem Acker. Um die semantische Informatio-
nen zu bekommen, werden in der Kiassifikation die Schrigsichten mit ihrer jewei-
ligen Tiefenkarte analysiert und Objekte und deren Bildbereich klassifiziert.

Genauso wie das Gelindemodell, besteht das Gebiiudemodell einerseits aus einer
Rekonstruktion der Oberfldche, in Form von Polygonen, die aus den vollstindi-
gen Tiefenkarten rekonstruiert werden und andererseits aus den dazugehorigen
Texturen, welche aus den Schriigsichten bzw. aus dem Orthophoto extrahiert wer-

den.

Problembeschreibung: Bei der Texturextraktion fiir das Gelinde aus dem
Orthophoto ist es wichtig die Textur zu bereinigen, d. h. unbestiandige Objek-
te wie Autos, Biumen, Fufigiangern, etc. zu entfernen, um das Standort- und

Situationsbewusstsein in einer Trainingssimulation zu erhohen.

Bei der Texturextraktion fiir die Gebaude aus Schragbildern sind Vordergrund-
objekte problematisch, die das Polygon iiberdecken, das texturiert werden soll
(siehe dazu das Einfiihrungsbeispiel Abbildung 1.3).
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Losungsansatz: Ein Ansatz zur Behandlung dieses Problems ist ein Inpain-
ting-Verfahren zu verwenden, das mit Hilfe der Ergebnisse des Klassifikations-

schritts die Texturen bereinigt.

Dabei wird Klassifikationsergebnis zum einen dafiir verwendet, passende In-
painting-Gebiete zu finden und zum anderen wurde der Algorithmus fiir den
Fall angepasst, das ein Objekt mehrere Klassen verdeckt. Es hat sich gezeigt,
dass in diesem Fall die Standardalgorithmen keine zufriedenstellenden Ergeb-
nisse liefern, da sich Bildinhalte, die zu unterschiedlichen Klassen gehoren, zu

sehr miteinander vermischen.

Im Folgenden Abschnitt wird vorgestellt, wie das harmonische Inpainting und
das TV-H!-Inpainting modifiziert werden kénnen, um verschiedene Klassen

innerhalb des Inpainting-Gebiets zu trennen.

5.1 Methodenbeschreibung

In diesem Abschnitt werden die Methoden vorgestellt, die fiir die Beispiele ver-
wendet werden. Im ersten Unterabschnitt wird das harmonische Inpainting und
eine Modifikation zur Behandlung von Klassen beschrieben. Im zweiten Unter-
abschnitt wird dargestellt, wie das TV-H ! -Inpainting zur Behandlung von Klas-
sen angepasst werden kann. Im dritten Unterabschnitt wird das texturbasierte-

Verfahren von Criminisi und ein hybrides Verfahren vorgestellt.

5.1.1 Harmonisches Inpainting und harmonisches Inpainting mit
Klassen

In diesem Abschnitt wird zundchst das harmonische Inpainting eingefiihrt und
dann basierend auf der Idee von [KBS16] angepasst, so dass ein Klassifikations-
ergebnis zur Trennung der Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets einbezogen
wird.

Zuerst wird das harmonische Inpainting vorgestellt. Sei wieder der Bildbereich
Q C R? ein beschrinktes, offenes Gebiet mit Lipschitz-Rand und I € L?*(Q) eine

Funktion, die ein Grauwertbild reprasentiert und D C Q das Inpainting-Gebiet.
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5.1 Methodenbeschreibung

Abbildung 5.2: Inpainting-Gebiet mit Klasseninformation.

Das rekonstruierte Bild wird mit v : € — R bezeichnet. Beim harmonischen
Inpainting wird das Inpainting-Gebiet entsprechend der Losung einer Laplace-
Gleichung rekonstruiert. Dabei werden Dirichlet-Randbedingungen verwendet,
damit das rekonstruierte Bild mit dem Originalbild am Rand des Inpainting-
Gebiets tibereinstimmt. Auf dem unbeschédigten Teil werden die Daten fiir das
rekonstruierte Bild ebenso dem Originalbild entnommen. Insgesamt 16st man
also das System

—Au =0 in D,
u =1 auf 0D,
u =1 in Q\D.

Nun wird das Klassifikationsergebnis in das harmonische Inpainting eingebaut.
Es wird durch disjunkte Mengen C? C Q,i € {1, ..., M } dargestellt mit Q = U;C".
Wir setzen D; = DN C;.

Das Inpainting-Ergebnis u: (2 — R ist die abschnittsweise definierte Funktion

_ { u;, fallsz € D;, 5.1)

I, fallsz ¢ D;.
Dafiir 16sen wir fiir jedes u; die folgende PDE:

—Aui = O, in Di7
u; =1, auf 0D; N C;, (5.2)
Vui Vo= O, auf 8Dl N 802,
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

wobei v der dufiere 2D-Normalvektor zum Bildrand ist. Die Abbildung 5.2 ver-
anschaulicht die Konfiguration. Die Modifikationen bewahren die Kanten zwi-
schen verschiedenen Klassen. Der Rand von D; wird in zwei Teile geteilt. Im ers-
ten Teil stellt die Dirichlet-Randbedingung sicher, dass das unbekannte Gebiet
mit den Farbwerten gefiillt wird, die an der gemeinsamen Kante derselben Klas-
se liegen. Im zweiten Teil wirkt die Neumann-Randbedingung als Isolator zwi-
schen den Klassen. Die PDEs konnen gleichzeitig mit einer Finite-Differenzen-
Methode gelost werden.

5.1.2 TV-H'-Inpainting mit Klassen

In diesem Abschnitt wird das TV-H™-Inpainting mit zwei einfachen Modifika-
tionen angepasst, um die Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets zu trennen.
Die erste Modifikation ist ein verdnderter Treueterm, so dass die Farbwerte an
den Kanten zwischen den Klassen erhalten bleiben. Dafiir wird die Funktion A
durch Ak ersetzt, wobei

a(#) Ao, fallsz ¢ D\S,
€Tr) =
H 0, fallsz € D\S,

wobei S = U DiNn DI
i,j€{1,... M} i#j

und D, = U B(z,¢),
z€D

dabei bezeichnet B(z, ¢) eine Kugel um den Punkt « mit Radius ¢.

Um sinnvolle Farbwerte in der Ndhe der Kanten zu erhalten, wenden wir das
modifizierte harmonische Inpainting aus dem vorherigen Abschnitt auf das Ori-
ginalbild an, wobei wir S als Inpainting-Gebiet verwenden und fiir alle Kanten
innerhalb von D Neumann-Rénder setzen. Das Ergebnis ist die abschnittsweise
definierte Funktion I analog dem modifizierten harmonischen Inpainting. Wir
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5.1 Methodenbeschreibung

l6sen das System

—AI_Z = 0, in SZ',
VI-v =0, auf 9S; N D

fiir jeden Abschnitt, wobei S; = S N D; bezeichnet.

Mit diesen zwei Modifikationen erhilt man das TV-H*-Inpainting mit Klassen,

also

Vu

AV [
ut ( VuP t o2

) + Maa(T — w). (5.4)

5.1.3 Criminisi-Inpainting und hybride Methode

Die Grundidee des Criminisi-Inpaintings ist ein intelligentes Kopieren und Ein-
fiigen von Umgebungen von Pixeln im Bild. Dafiir wird um jedes Pixel ein Fens-
ter, also eine quadratische Umgebung gelegt, und anschliefSend die Fenster von
unbekannten Pixeln stiickweise mit dhnlichen Fensterinhalten bekannter Pixel

gefiillt.

Das Criminisi-Inpainting basiert auf einem prioritdtsbasierten Ansatz, der nicht
nur an der Grenze des Inpainting-Gebiets sucht, sondern auch entlang der Kan-
ten. Der Algorithmus wurde durch einfache Manipulation der Gewichte dahin-
gehend angepasst, dass — dhnlich wie beim modifizierten harmonischen Inpain-
ting — die unterschiedlichen Klassen innerhalb des Inpainting-Gebiets unabhan-

gig voneinander {ibermalt werden.

In unserer Anwendung wurde das strukturbasierte harmonische Inpainting, das
TV-H -Inpainting jeweils mit und ohne Klassifikationsergebnis Verfahren in
Kombination mit dem texturbasierten Verfahren von Criminisi in einem hybri-

den Verfahren verwendet.

Dabei wird aus dem Originalbild ein Cartoonbild berechnet, welches den struk-
turellen Anteil reprédsentiert. Zur Berechnung des Strukturanteils, wurde auf ei-
ne Methode von Winnemoller [WOGO06] zurtickgegriffen. Die texturelle Kompo-

nente ist die Differenz von Cartoonbild und Originalbild.
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Die zwei Komponenten werden danach jeweils mit dem strukturbasierten und
dem texturbasierten Criminisi-Inpainting rekonstruiert und danach wieder zu-

sammengefiigt.

(a) Originalbild (b) Strukturanteil (c) Texturanteil

Abbildung 5.3: Ergebnis der Zerlegung in Struktur- und Texturanteil.

5.2 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir drei Inpainting-Anwendungen: Bereinigung
von Geldndetexturen, Inpainting von Tiefenkarten, und Bereinigung von Ge-
baudetexturen.

5.2.1 Bereinigung von Gelandetexturen

Das erste Beispiel handelt von der Bereinigung von Geldndetexturen, die aus
einem Orthophoto extrahiert werden. Es sollen dafiir aus dem Orthophoto die
Fahrzeuge entfernt werden. Andere Arbeiten, die sich mit diesem Thema be-
schaftigt haben, sind [LBGK07] und [KBS16].

Zur Fahrzeugdetektion wurde das explizite und modulare Verfahren verwen-
det, welches in [SBM17] beschrieben wurde. Es bezieht auch Tiefenkarten ein
und kann nicht nur zur Fahrzeugdetektion, sondern auch zur Detektion von
Schatten verwendet werden. Die Bereiche, in denen Fahrzeuge im Bild detek-
tiert werden, dienen als Inpainting=Gebiete.

Das Inpainting findet auf dem Inpainting-Gebiet und einem schmalen Streifen
aufenherum statt. Im Falle des TV-H™!-Inpaintings wurde eine Finite-Elemen-

te-Diskretisierung verwendet, um Nahtartefakte zu vermeiden. Dies geschieht
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5.2 Anwendungsbeispiele

zum einen aus Zeitersparnis, da das Orthophoto viel grofer ist als die Inpain-
ting-Gebiete und zum anderen um moglichst wenige Bildinhalte auflerhalb des

Inpainting-Gebiets zu verandern.

Die zweite und optionale Eingabe ist das Klassifizierungsergebnis zu den Klas-
sen , Vegetation” und ,Nicht-Vegetation”. Es hat sich gezeigt, dass es sinnvoll
ist diese Klassen zu trennen, da sich sonst die griine Farbe der Vegetation und
das Betongrau von baulichen Strukturen mischen.

Zuerst werden die einzelnen Methoden auf dem Orthophoto miteinander ver-
glichen. Es wird das strukturbasierte harmonische Inpainting, das TV-H!-In-
painting jeweils mit und ohne Klassifikationsergebnis verwendet. Fiir die Rdum-
liche Diskretisierung wurde die Finite-Elemente-Methode bevorzugt, da hier die
Nahtartefakte weniger aufféllig waren und die Anzahl an Unbekannten klein

genug war.

Danach wird eine hybride Methode eingesetzt, also eine Kombination von stru-
kurbasierten und texturbasierten Methoden, um das Inpaintingergebnis zu ver-

bessern.

Die Situation fiir ein entsprechendes Beispielfahrzeug wird in Abbildung 5.4(a),
5.4(b) und 5.4(c) dargestellt. Die ndchsten Bilder zeigen das Ergebnis unterschied-
licher Inpainting-Techniken fiir den Textur- und Strukturteil je nach Ansatz.

In Abbildung 5.4(d) und 5.4(e) ist das Ergebnis des texturbasierten Criminisi-In-
paintings mit und ohne Klassen dargestellt. Im Standardfall ohne Klassen wird
das Inpainting-Gebiet stark durch die Region des Baumes verunreinigt, aber
auch im Ergebnis des Criminisi-Inpaintings mit Klassen sind Artefakte sichtbar.
Das Ergebnis des harmonischen Inpaintings mit Klassen ist in 5.4(f) fiir das Ori-
ginalbild dargestellt. So beriicksichtigt diese Methode Klassen, es gibt keine Ver-
schmutzung in der Struktur. Aber die Methode ist nicht in der Lage, die Textur
und das Rauschen des Bildes zu rekonstruieren. Die Rekonstruktion ist im Inne-
ren des Inpainting-Gebiets zu glatt. In 5.4(g), 5.4(h) und 5.4(i) wird die Struktur-
rekonstruktion des 7V-H™!-Inpaintings, des harmonischen Inpainting und des
harmonischen Inpaintings mit Klassen gezeigt. Das TV—H_l—Inpainting rekon-
struiert eine scharfe Kante zwischen den Baumklassen, ohne dass ein Klassifi-
zierungsergebnis erforderlich ist. Das harmonische Inpainting zeigt keine Kan-

ten, der Baum verschmutzt den Boden allerdings sehr stark mit einem griinen
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Farbanteil. Beim harmonischen Inpainting mit Klassen dagegen ist die Trennung

zwischen den Klassen scharf.

In Abbildung 5.4(j) ist die Kombination von Criminisi-Inpainting fiir den Text-
urteil und dem modifizierten harmonischen Inpainting mit Klassen dargestellt.
Eine scharfe Kante zwischen den Klassen und eine gute Rekonstruktion der Tex-

tur ist sichtbar.

Die letzten beiden Abbildungen 5.4(k) und 5.4(1) zeigen den gesamten Parkplatz

einmal mit und ohne Texturbereinigung.

5.2.2 Inpainting von Tiefenkarten

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zur Rekonstruktion von zwei vollstandi-

gen Tiefenkarten aus unvollstandigen Tiefenkarten gezeigt.

Zuerst wird grob dargestellt, wie es zu den Lochern in den unvollstandigen Tie-
fenkarten kommt. Die Aufgabe bei der Berechnung einer Tiefenkarte besteht
darin, korrespondierende Punkte in zueinander orientierten Bildern zu finden,
um mittels Kameraposition und -orientierung die Tiefeninformationen zu ei-
nem Referenzbild zu berechnen. In dhnlicher Art und weifse funktioniert das
auch beim stereoskopischesn Sehen beim Menschen, wo aus den Informationen
beider Augen eine rdumliche Wirkung entsteht.

Fiir die Suche der Korrespondenzen sind mehrere Schwierigkeiten zu beachten.
Zum einen konnen speziell in der Ndhe von Dachriandern Korrespondenzen
tiberdeckt sein, zum anderen konnen innerhalb homogener Flaichen mogliche
Korrespondenzen schwer unterschieden werden. Zu erwahnen ist, dass die Be-
rechnung der Tiefeninformation sehr anfallig gegeniiber Storungen ist, so dass
auch schon leichte Fehler in den Punkten unbrauchbare Tiefeninformationen

liefern.

Darum fiihren viele Verfahren Tests durch (siehe z.B. [Hir08]), um keine falschen
Korrespondenzen in die Tiefenkarte aufzunehmen. Dies fiihrt zu unvollstandi-
gen Tiefenkarten. Zur weiteren Verarbeitung, wie Klassifikation oder Gebaude-
rekonstruktion, sind vollbesetzte Tiefenkarten notwendig. Mit Inpainting-Tech-
niken konnen diese aus den unvollstindigen Tiefenkarten rekonstruiert wer-

den.
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5.2 Anwendungsbeispiele

Bisher wurde fiir diese Aufgabe das Standardverfahren harmonisches Inpain-
ting eingesetzt. Eine weitere interessante Methode fiir diese Anwendung ist das
TV-H ™ '-Inpainting, da hier Kanten gleicher Intensitt {iber beschiadigte Berei-
che hinweg miteinander verbunden werden. Es wird deswegen eine bessere Ap-
proximation fiir abgebrochene Kanten erwartet, wie sie fiir Tiefenkarten in der
Néahe von Dachrandern vorkommen.

Als Input fiir die Rekonstruktion werden unvollstindige Tiefenkarten verwen-
det, die mit dem Algorithmus von [RHWB14] berechnet werden. Aus Griin-
den der Rechenzeit berticksichtigt dieses Verfahren nicht alle méglichen Korre-
spondenzen, sondern arbeitet mit einem diskretisierten Disparitatswiirfel. Auch
wenn die Genauigkeit etwas besser ist, wenn der Suchraum verkleinert wird, ist

die Anzahl der nicht zugewiesenen Tiefenwerte im Endergebnis hoher.

Um die Locher zu fiillen, wurden die genannten Methoden fiir zwei Beispiel-
bilder eines Datensatzes angewendet, die in Abbildung 5.5 dargestellt sind. Die
unvollstandigen Tiefenkarten sind in Abbildung 5.5 (a) dargestellt. Wie oben be-
schrieben sind Aufgrund von Uberdeckungen keine Informationen in der Néhe

der Kante von Dach und Boden vorhanden.

In Abbildung 5.5(c) und (d) sowie in der Detailansicht fiir eine abgebrochene
Kante in Abbildung 5.5 (g) und (h), ist das Ergebnis des harmonischen Inpain-
tings dargestellt. Die Kante zwischen den Ddchern und Boden ist stark ver-
schwommen. Am Ergebnis des TV-H™'-Inpaintings, dargestellt in Abbildung
5.5 (e) und (f), bzw. im Detail in Abbildung 5.5 (i), (j), ist zu erkennen, dass die-
se Situation verbessert ist, da der Ubergangbereich zwischen Dach und Boden
kleiner erscheint. Die ist auch im Profil iiber die Kante, in Abbildung 5.6 darge-
stellt, erkennbar. An diesem sieht man, dass das 7V-H !-Inpainting die Kante
zwischen Dach und Boden besser approximiert, als das harmonische Inpainting,

da eine senkrechte Wand erwartet wird.

5.2.3 Annotation und Texturierung von Gebaudepolygonen

Eine realistische Texturierung von Gebdudepolygonen eines 3D-Modells erhoht
die Wiedererkennbarkeit der dargestellten Szene. Die Texturinformationen kon-

nen aus luftgestiitzten Aufnahmen von Schrégsichten extrahiert werden. Ein
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

Problem dabei sind Objekte, die sich vor einer Fassade befinden, wie beispiels-
weise Miilltonnen, Autos oder Vegetation. Des Weiteren konnen auch Déacher
durch tiberhdngende Baumkronen {iiberdeckt sein. Wegen der Aufnahmetech-

nik wiirden diese Objekte auf die Textur iibertragen.

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, wie solche Vordergrundob-

jekte erkannt werden konnen, um daraus Inpainting-Gebiete zu abzuleiten.

Der Arbeitsablauf fiir die Texturextraktion wurde in [BHM *14] vorgeschlagen:
Zuerst wird der Kamerablickwinkel einer gegebenen Schragsicht geschatzt, wo-
rauf eine Verdeckungsanalyse folgt, d. h. es wird bestimmt, welche Polygone
des 3D-Models in der Schréagsicht zu sehen sind. Daraufhin wird die Textur aus
den jeweiligen Bildbereichen extrahiert. Wenn jedoch nur Gebdudepolygone in
die Verdeckungsanalyse einbezogen werden, werden die Vordergrundobjekte
nicht identifiziert. Als Folge davon werden Gebdudetexturen durch diese Vor-

dergrundobjekte kontaminiert.

Mithilfe von Tiefenkarten konnen diese Vordergrundobjekte bestimmt werden.
Dafiir wird mit dem geschétzten Kamerablickwickel einer Schragsicht und der
Gebduderekonstruktion ein synthetischens Tiefenbild berechnet.

Die schematische Darstellung der Situation ist in (Abbildung 5.7 (a)) dargestellt.
Nun wird die Differenz aus dem synthetischen Tiefenbild (Abbildung 5.7 (c))
und dem gegebenen, gemessenen Tiefenbild (Abbildung 5.7 (b)) berechnet. Die-
se Differenz wird mit T" bezeichnet.

Die Inpainting-Gebiete werden mit einem Schwellwertverfahren abgeleitet: Das
Inpainting-Gebiet wird dargestellt durch ein Bindrbild basierend auf 75 = (7" >
J), wobei 0 ein Schwellwert angibt und mit der Wiederherstellungsgenauigkeit
zusammenhdngt. Sie entsprechen dem Objekt vor den Gebdudepolygonen und
konnen sogar annotiert werden, indem man sie zuerst in den 3D-Raum und
dann in das Klassifikationsergebnis projiziert, wie schematisch in Abbildung 5.7
(d) dargestellt.

Fir uns ist jedoch das bindre Bild D = Morph(Tj;), das durch einige morpho-
logische Operationen von T verbessert wurde, die Maske fiir das bevorstehen-
de Inpainting. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.8 (b) und in der Detailansicht
fir ein Gebdude in Abbildung 5.8 dargestellt. Gleichzeitig sind die projizierten
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5.3 Fazit

Polygone des 3D-Modells in Bilder unsere verschiedenen Klassen, so dass das

Inpainting klassenweise durchgefiihrt werden kann.

Nun werden verschiedene Inpainting-Methoden fiir die Bereinigung der Ge-
baudetexturen miteinander verglichen. Die Situation fiir ein Gebdude ist in Ab-
bildung 5.8 (a), (b), (c) bzw. in Detailansicht in Abbildung 5.8 (d), (e), (f) dar-
gestellt. Wie im ersten Beispiel wird das Originalbild in Struktur und im Tex-
turanteil zerlegt. In diesem Beispiel scheitert TV-H™! (siche Abbildung 5.8 (g)),
da die Klassen keine visuell klare Trennung haben und es keine gegentiberlie-
genden Kanten gibt, die miteinander verbunden werden konnten. Stattdessen
wird der Baum rekonstruiert. In Abbildung 5.8 (h) wird das Ergebnis des mo-
difizierten TV-H™'-Inpainting gezeigt, in dem die Klassen getrennt sind. Al-
lerdings ist die Trennung beim modifizierten harmonischen Inpaintings (siehe
Abbildung 5.8 (i)) klarer und wird durch die einfachere Methode in einer we-
sentlich geringeren Rechenzeit erreicht. Abbildung 5.4 (j) und (k) zeigt das Er-
gebnis des texturbasierten Criminisi-Inpaintings mit und ohne Klassen an. Im
Standardfall ohne Klassen verschmutzt die Region des Baumes wieder stark das
Inpainting-Gebiet, aber im Ergebnis des Criminisi-Inpaintings mit Klassen sind
Artefakte auf Dach und Wand sichtbar. In Abbildung 5.8 (1) ist die Kombination
von Criminisi-Inpainting fiir Texturteil und dem modifiziertem harmonischen
Inpainting mit Klassen dargestellt. Eine scharfe Kante zwischen Dach und Wand
ist sichtbar und die Textur erscheint angemessen.

Bereinigte Texturen sind insbesondere niitzlich, um ein Szenario fiir verschie-
dene Jahreszeiten anzupassen. Ein Szenario zeigt unser Motivationsbeispiel in
Abbildung 1.3, wofiir das Modell fiir ein Winterszenario adaptiert wurde, bei
dem die unbereinigten Texturen besonders storend sind.

5.3 Fazit

Eine moglichst detailgetreue Darstellung virtueller dreidimensionaler Szenen
ist wichtig, um deren Realitatsgehalt und das Situationsempfinden in einer Si-
mulation zu erhohen. Dies ist fiir kiinstliche Szenen kein grofSes Problem, da in

einer Fantasiewelt das 3D-Modell und die Texturen kiinstlich erzeugt und auf
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5 Anwendungen in der Szenenanalyse

das Rendering abgestimmt werden konnen. Komplizierter wird es, sobald die

Szene aus Sensordaten, beispielsweise Luftbildern, generiert wird.

Vor allem im stadtischen Umfeld sind Uberdeckungen sehr haufig, und da-
durch ist die Datenlage liickenhaft. Hier kommen die Inpainting-Techniken ins
Spiel.

Wir haben drei Probleme betrachtet (Reinigung von Orthophotos, Auffiillen von
Tiefenkarten und Texturierung von Gebdudepolygonen) und Ergebnisse fiir ver-
schiedene Techniken prasentiert: TV -H ™ !-Inpainting und das modifizierte har-
monische Inpainting fiir Strukturinpainting sowie das Criminisi-Inpainting fiir

Texturinpainting.

Die Methoden wurden dahingehend modifiziert, dass sie Klassifikationsergeb-
nisse beriicksichtigen. Insbesondere erlauben die Anderungen die Einbeziehung
von Mehrklassenkarten, z. B. unterschiedliche Wande und Décher. Fiir das TV -
Hfl-Inpainting wurden Berechnungen im Fourier-Bereich durch die Finite-Ele-

mente-Diskretisierung ersetzt.

Folgende Beobachtung wurde gemacht: Bei Farbbildern liefert das modifizierte
harmonische Inpainting Ergebnisse von ausreichender Qualitdt und sein grof-
ter Vorteil gegeniiber den anderen Methoden ist die sehr schnelle Rechenzeit.
Wir konnten sehen, dass das TV-H™ '-Inpainting fiir die Rekonstruktion von
Tiefenkarten niitzlich ist, da es das Problem der scharfen Kanten mildert.

Auf Farbbildern ist es vorteilhaft Textur und Struktur getrennt zu rekonstruie-
ren. Der Grund dafiir ist, dass reine texturbasierte Methoden nicht immer die
globalen Verdanderungen der Beleuchtung erfassten, wiahrend das Ergebnis rein

strukturbasierter Verfahren kleinskalige Strukturen nicht beachtet.

Eine wichtige Schlussfolgerung ist, dass jede zusétzliche Information tiber das
Inpainting-Gebiet sowohl die Qualitdt des Ergebnisses als auch die Rechenzeit
positiv beeinflusst. Das konnte in der Arbeit eindeutig nachgewiesen werden.
Andererseits sind, wie das Beispiel Bereinigung von Orthofotos, neue Methoden
oft nur in Spezialféllen den etablierten Methoden tiberlegen. Deswegen sind in
der Praxis, wo oft weitere Informationen zur Verfiigung stehen, Kombinationen
aus einfacheren Methoden, einer fortschrittlichen, komplizierten Methode vor-
zuziehen.
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5.3 Fazit

In der Arbeit wurden aus dem Klassifikationsergebnis harte Randbedingungen
berechnet, so dass Informationen {iber die Klassengrenzen hinweg isoliert wur-
den. Dies hat allerdings den Nachteil, dass Ungenauigkeiten in der Klassifikati-
on zu einer groben Verschlechterung der Ergebnisse fithren kann.
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(a) Bildausschnitt des Origi- (b) dazugehoriges Inpain- (c) dazugehorige zweite
nalbildes ting-Gebiet Klasse

(d) Criminisi-Inpainting  (e) Criminisi-Inpaintings mit (f) harmonisches Inpainting
Klassen auf Originalbild

(g) TV-H '-Inpaintings auf (h) harmonisches Inpainting (i) harmonisches Inpainting
dem Strukturanteil auf Strukturanteil mit Klassen auf Strukturan-
teil

B 2 VA
() hybrides Verfahren mit (k) Originalbild ] berelmgter Parkplatz
harmonischem  Inpainting

mit Klassen und Criminisi-

Inpaintinglabel

Abbildung 5.4: Bereinigung von Bodentexturen im Datensatz Vaihingen.
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:

J 3

(a) unvollstindige Tiefenkarte (unbekann- (b) unvollstindige Tiefenkarte (unbekann-
te Region in dunkelblau) te Region in dunkelblau)

(e) Ergebnis des TV-H™'-Inpaintings (f) Ergebnis des TV-H™'-Inpaintings

="

(g) Detailansicht des harmonischen In- (h) Detailansicht des harmonischen In-
paintings paintings

"

(i) Detailansicht TV-H™'-Inpaintings (j) Detailansicht TV-H™!-Inpaintings

Abbildung 5.5: Rekonstruktion zweier Tiefenkarten.
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Tiefenwert

D T
—— Harmonisches Inp.
— TV-H-Inp.

a0 1

45

‘ | | Profil
10 15 20 25

Abbildung 5.6: Tiefenverlauf tiber eine Kante von Abb. 5.5 (g) und (i). Der Ver-
lauf des TV-H ™ !-Inpaintings ist eine bessere Niherung an die
Kante.
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Orientation of sensor in model COSY

N

Annotated image

Depth map

(x, v, 2) coordinates

I |

Classification resul

(a) Schematische Darstellung der Situation

i A

(b) Ergebnis der Rekonstruktion mit dem T'V- (c) Synthetische Tiefenkarte aus dem 3D-
H™'-Inpainting, Modell

(d) Ergebnis der Annotation

Abbildung 5.7: Identifikation und Annotation von Vordergrundobjekten vor
den Geb&duden (Bereitgestellt von D. Bulatov).
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(a) Originalbild (b) Inpainting-Gebiet (Uber-  (c) Gebdudepolygone
hiangender Baum)

(d) Bildausschnitt des Origi- (e) entsprechendes Inpain-  (f) Gebdudepolygone
nalbildes ting-Gebiet

=

(g) TV-H '-Inpainting  (h) modifiziertes TV-H™'- (i) modifizierte harmoni-
Inpainting sches Inpainting

() Criminisi-Inpainting (k) Criminisi-Inpainting mit (I) kombiniertes modifizier-
Klassen tes harmonisches Inpainting
und Criminisi-Inpainting

Abbildung 5.8: Bereinigung einer Gebdudetextur im Datensatz Bonnland.
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