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Zusammenfassung

Uber den akustoelastischen Effekt bietet die Dispersion von Rayleighwellen einen Zugang zur Bestim-
mung mechanischer Spannungen. Die quantitative Relation wird dabei mithilfe der akustoelastischen
Konstanten hergestellt, die ihrerseits mit den Konstanten dritter Ordnung (TOEC) in der Entwicklung
der Formanderungsenergie eines hyperelastischen Materials nach den Dehnungen verkniipft sind. In
Zugversuchen werden die TOEC fiir die Superlegierungen In718 und Ti6246 hier erstmals bestimmt.
Mithilfe eines Modells fiir die Frequenzverschiebung einer Rayleighwelle in einem bzgl. der Oberfla-
che vertikal inhomogenen Spannungsfeld wird ein Inversionsmodell zur Bestimmung des unbekannten
Spannungstiefenprofils aus gegebenen Dispersionskurven entwickelt. Es stellt sich heraus, dass die An-
derung der Phasengeschwindigkeit der Rayleighwellen infolge der Eigenspannungen weit unterhalb der
Anderung in den Dispersionskurven liegt, da sich wahrend der Oberflichenbehandlung auch die elas-
tischen Eigenschaften des Materials andern. Anhand von Mikrorissen, einer prototypischen Ursache
solcher Anderungen, wird die Anderung der Materialeigenschaften und die nichtlineare Wechselwirkung
dieser mit gefiihrten Wellen untersucht. Dabei wird die Anderungen der effektiven elastischen Kon-
stanten und Modellparameter mikro-mechanischer Modelle des rissbehafteten Gesamtsystems aus den
in quasistatischen 3D-Simulationen gewonnenen Spannungs-Dehnungskurven bestimmt. Die zwei hier
betrachteten unterschiedlichen Rissarten (flache und gekriimmte Risse) unterscheiden sich auch quali-
tativ und werden daher sowohl in den Modellen als auch bei der Auswertung der effektiven Konstanten
verschieden behandelt. Die nichtlineare Wechselwirkung zwischen Oberflachenwellen und Mikroriss-
verteilung wird untersucht, um Uiber die Anderung in den Ausbreitungseigenschaften einen Zugang zur
Rissverteilung zu gewinnen. Die flachen Risse zeigen dabei sowohl bei der Wechselwirkung mit lang-
welligen, symmetrischen Lamb-Wellen als auch mit Rayleighwellen eine nichtklassische Nichtlinearitat,
d.h. die Amplitude der zweiten Harmonischen wachst hier mit der Amplitude der Grundschwingung.
Im Gegensatz dazu ist das Wachstum derselben bei gekriimmten Rissen quadratisch (klassische Nicht-
linearitat). SchlieBlich wird noch eine Inversionsmethode zur Bestimmung der Tiefenprofile elastischer
Konstanten aus der Frequenzabhangigkeit des Nichtlinearitatsparameters vorgeschlagen und an einem
Beispiel verdeutlicht. Mit den entwickelten Konzepten leistet diese Arbeit damit einen wichtigen Bei-
trag zur Trennung der Einfliisse von Eigenspannung und plastischer Verformung auf die Rayleighwel-
lendispersion und tragt so zur Entwicklung eines Verfahrens zur zerstorungsfreien Bestimmung von
Eigenspannungen in metallischen Werkstoffen bei.



Abstract

Utilizing the acousto-elastic effect, the dispersion of Rayleigh waves provides a way to estimate
mechanical stresses in a solid medium. The quantitative relation is given by the so called acousto-
elastic constants which are closely related to the third order elastic constants (TOEC) in the series
expansion of the strain energy functional of a hyperelastic material. Using tensile tests, the TOEC
for the superalloys In718 and Ti6246 are determined for the first time. By means of a model for
the frequency shift of a Rayleigh wave in a vertically inhomogeneous stress field, an inversion method
for estimating the unknown stress profile is developed. It is observed that the change in Rayleigh
wave velocity due to residual stresses is much less than the change in the measured dispersion curves
of shot peened superalloys as the elastic properties of the material are altered during the surface
treatment, too. As a prototypical example of such altering mechanisms micro-cracks are chosen
and investigated as to their influence on the effective material properties as well as their nonlinear
interaction with guided waves. The effective elastic constants and model parameters of micro-
mechanical models of the cracked medium are determined from stress-strain relations, computed by
quasi-static 3D-simulations. The two types of cracks under investigation in this study (flat and curved
crack surface) behave differently and therefore are treated differently in developing material models
and evaluating the effective properties. The nonlinear interaction between surface waves and micro-
cracks are investigated and the changes of the propagation properties are used to draw conclusions
about the crack distribution. While interacting with both, Lamb waves and Rayleigh waves, the
flat cracks show a non-classical nonlinear behaviour in that the amplitude of the second harmonic
grows linearly with the amplitude of the fundamental. In contrast, the growth of the same, while
interacting with curved cracks, is quadratic (classical nonlinearity). Finally, an inversion method for
the determination of depth profiles of the elastic constants from the frequency dependence of the
acoustic nonlinearity parameter is suggested and validated using synthetic data. With the concepts
developed here, this work makes an important contribution to the separation of the influences of
stress and plastic deformation on the dispersion of guided waves, especially Rayleigh waves, and helps
towards the development of a nondestructive procedure to determine residual stresses in metallic
materials.
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1. Einfiihrung

Herstellungsbedingte Eigenspannungen, entstanden etwa durch ungleichmaBige Abkiihlung erhitzten
Materials, konnen sich defizitar auf die Integritat der sie beinhaltenden Bauteile auswirken. Ande-
rerseits kann das gezielte Einbringen von Eigenspannungen in die Oberflache eines Materials dessen
Widerstandfahigkeit gegeniiber Rissen verbessern. Sicherheitskritische Bauteile, die wahrend ihres Be-
triebs sowohl hohen mechanischen als auch thermischen Belastungen ausgesetzt sind, werden daher
randverfestigt. Ein solches Verfestigungsverfahren ist das sogenannte Kugelstrahlverfahren (shot pee-
ning, SP), bei dem das zu behandelnde Bauteil mit kleinen Kiigelchen beschossen wird. Aufgrund
des Hertzschen Druckes unterhalb des Auftreffpunkts der Kiigelchen und der Oberflachenelongation
werden die oberflachennahen Schichten dabei komprimiert. Unter giinstigen Bedingungen kdnnen so
Druckeigenspannungen bis zu 70 % der FlieBgrenze nach Kaltverfestigung in der Komponente zuriick-
bleiben [Hig05]. Das Wesen dieser Spannungen liegt jedoch darin, dass sie auch nach dem Entfernen
aller auleren Krafte im Material verbleiben. Daher muss sich das Bauteil wahrend der Bestrahlung
zwingend auch plastisch verformt haben. Die Starke dieser plastischen Verformung hangt von den
Jeweiligen Verfahrensparametern ab. Dariiber hinaus andert sich im Zuge der Randverfestigung die
Oberflachenrauigkeit und es kann eine makroskopische Textur, bedingt durch die Vorzugsrichtungen
bei der Bearbeitung, eingebracht werden.

In der Luft- und Raumfahrtindustrie etwa mochte man die oben beschriebenen giinstigen Eigenschaf-
ten der Randverfestigung gern in der Auslegung der Bauteile beriicksichtigen, um so Material und
letztendlich Treibstoff einzusparen. Da sich der Spannungszustand der behandelten Bauteile wah-
rend des Einsatzes zum Beispiel aufgrund thermischer Relaxation verandern kann, bendtigt man ein
Verfahren, das in der Lage ist, solche Spannungen zerstérungsfrei nachzuweisen. Konventionelle und
etablierte Verfahren zur Messung von Eigenspannungen, wie die Bohrlochmethode [AST13] und Ront-
gendiffraktion mit sukzessiver Schichtabtragung [Pre86] sind minimalinvasiv und daher fiir Inspektio-
nen ungeeignet. Bereits vorhandene zerstorungsfreie Methoden wie die Synchrotrondiffraktion und
Neutronenbeugung sind dagegen aulerst aufwendig und nur in wenigen Labors weltweit (iberhaupt
realisierbar [Int05].

Es ist bekannt [Mur37], dass sich elastische Spannungen auf die Ausbreitung elastodynamicher Wel-
len auswirken. Dieser als akustoelastischer Effekt bekannte Mechanismus soll hier naher auf seine
Anwendbarkeit zur Messung von Eigenspannungen in nickel- und titanbasierten Superlegierungen un-
tersucht werden. Da die prozessbedingte Anderung des Spannungszustandes priméar in den oberfl4-
chennahen Schichten des Materials stattfindet, soll hier in erster Linie auf die Wechselwirkung von
Oberflachenwellen, insbesondere Rayleighwellen, mit randverfestigten Materialien eingegangen wer-
den. Die effektive Eindringtiefe dieser Wellen ist direkt proportional zu deren Wellenlange, sodass die
Probendicke mit sinkender Frequenz zunehmend abgedeckt wird. In homogenen Materialien sind die
Materialeigenschaften iiber die gesamte Tiefe gleich. Das bedeutet, dass die Phasengeschwindigkeit
von Rayleighwellen in homogenen Medien nicht von der verwendeten Frequenz abhangen kann. Die fre-
quenzabhangige Phasengeschwindigkeitsanderung der Welle bezeichnet man dabei als Dispersion, d.h.
Rayleighwellen in homogenen Medien sind dispersionsfrei. Jegliche Variationen der elastischen Eigen-
schaften in Tiefenrichtung fiihren dagegen zur Anderung der Materialeigenschaften, die die Welle einer
bestimmten Frequenz im Mittel beeinflussen und somit zu Dispersion. Man beachte, dass Grolen wie
die Geschwindigkeit der Rayleighwelle stets gewichtete integrale Eigenschaften iiber die Gesamtein-
dringtiefe der Welle darstellen. Um Tiefeninformationen aus Messungen der Phasengeschwindigkeit



1 Einfiihrung

von Oberflachenwellen zu gewinnen, muss daher im Allgemeinen eine Integralgleichung gelost werden.
Eine Alternative zur Messung der Dispersion von Rayleighwellen zur Charakterisierung oberflachenna-
her Eigenschaftsgradienten bietet die Messung der Elliptizitat der Teilchenverschiebung. Die Elliptizi-
tat beschreibt das Verhaltnis von horizontaler zu vertikaler Auslenkungskomponente (selten auch das
reziproke Verhaltnis). Theoretische Untersuchungen zeigen zwar, dass der Einfluss mechanischer Span-
nungen auf die Elliptizitat groRer ist als auf die Phasengeschwindigkeit [Jun03, JJQ* 04, JQJ06, AR-
JQ11], jedoch erfordert die experimentelle Bestimmung des Verhaltnisses neben der Messung lateraler
Auslenkungen eine sehr genaue Ausrichtung des Messaufbaus bzw. die nachtragliche Ausrichtung der
gemessenen Schwingungsellipsen (Hauptachsentransformation), um wenigstens Vergleiche zwischen
verschiedenen Messpunkten anstellen zu konnen. Diese Aufgabe hat sich in den genannten Arbeiten
als sehr schwierig bis fast unlosbar herausgestellt und soll hier nicht weiter verfolgt werden.

Neben den Eigenspannungen beeinflussen auch die oben bereits erwahnten Oberflachenrauheit [EM83a,
EM83b, ML94, KS95, RN03, HBB04, LKJQ11], die Textur [Say82, AS84] und vor allem die Kaltver-
festigung in Folge der Umordnung von Versetzungsstrukturen sowie die Ausbildung von Mikrorissen
die Ausbreitung der hier relevanten Oberflachenwellen. Aulerdem beeinflussen diffraktive Effekte auf-
grund der endlichen Apertur der eingesetzten Wandler [RN02] die ermittelte Phasengeschwindigkeit.
Obwohl die Einfliisse von Oberflachenrauigkeit, Textur und Diffraktion auf die Dispersion von Ober-
flachenwellen im Bereich des akustoelastischen Effekts fiir die hier relevanten Spannungswerte liegen,
dominiert der Einfluss plastischer Verformungen im Zuge der Umordnung von Versetzungsstrukturen
die Dispersionsmessungen, sodass es vordergriindig diesen zu untersuchen und schlieBlich aus den
Messungen zu eliminieren gilt.

Im Laufe der Ermiidung bilden die einzelnen Versetzungen sogenannte Gleitbander, die sich zur Ma-
terialoberflache hin bewegen und dort zu Mikrorissen fiihren konnen. Die Mikrorisse konnen sich
ihrerseits wieder zu groeren Rissen zusammenschlieen, die letztendlich zum Versagen des Bauteils
fiihren. Oberflachennahe Druckeigenspannungen wirken der Rissausbreitung entgegen und werden
daher, gerade bei kritischen Bauteilen wie etwa Turbinenscheiben, gezielt ins Material eingebracht.
Eine friihzeitige Erkennung von Mikrorissen im Material einerseits und die Trennung der Einfliisse von
Mikrorissen und mechanischen Spannungen auf die Ausbreitung von Oberflachenwellen andererseits,
wiirde somit eine zuverlassige Aussage iiber die Materialintegritat erlauben und bildet die Grundlage
und Motivation der hier vorliegenden Arbeit.

Dazu ist es einerseits notig zu verstehen, inwiefern sich die Mikrorisse und deren inhomogene Ver-
teilung auf die elastischen Eigenschaften, insbesondere auf die nichtlinearen Konstanten auswirken.
Andererseits mochten man wissen, wie grols der Einfluss von Eigenspannungen und Mikrorissen auf
sich im Material ausbreitende, akustische Wellen ist, da Druckspannungen in rissbehafteten Systemen
in der Lage sein konnen, den Einfluss der Mikrorisse zum groBen Teil aufzuheben [Pec98]. Mithilfe
der Voruntersuchungen soll geklart werden, ob und wie sich Informationen iiber die Tiefenprofile der
gesuchten Mikrorissverteilungen und damit der Materialparameter aus nichtlinearen Ultraschallexpe-
rimenten, insbesondere mit Oberflachenwellen, extrahieren lassen.

1.1. Literaturiiberblick

Akustoelastischer Effekt

Auf Grundlage der Theorie von Murnaghan [Mur37] entwickelten Hughes und Kelly eine Theorie der
Ausbreitung longitudinaler und transversaler Volumenwellen in isotropen elastischen Medien unter
Einfluss einer homogenen Vorspannung [HK53]. Diese Theorie verallgemeinerten Toupin und Bern-
stein teilweise auf Medien mit beliebiger Symmetrie [TB61]. Fiir hyperelastische Materialien stellten
Thurston und Brugger in [TB64] einen Vergleich zwischen den Formulierungen der akustoelastischen
Gleichungen im vorgespannten Zustand (Initialzustand) — dem Zustand aller bisherigen Arbeiten —
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1.1 Literaturiiberblick

und der Materialkonfiguration an.

Im Allgemeinen ist die Materialkonfiguration eines Materials nicht bekannt, lediglich der plastisch
vordeformierte, Eigenspannungen enthaltende Initialzustand. Die Annahme hyperelastischen Materi-
alverhaltens schwacht Johnson ab [Joh81] und fiihrt einen plastischen Zwischenzustand ein. Die Form
der akustoelastischen Gleichungen entspricht der von Hughes und Kelly. Die darin enthaltenen Kon-
stanten zweiter und dritter Ordnung hangen jedoch von der initialen (plastischen oder elastischen)
Verformung ab und konnen in der flieBunabhangigen Form in [Joh83] sowohl auf angelegte Span-
nungen als auch auf Eigenspannungen angewendet werden. Ein umfangreicher Uberblick zur Theorie
und Anwendung von Eigenspannungsmessungen findet sich im Ubersichtsartikel von Pao, Sachse und
Fukuoka [PSF84].

Erste theoretische Untersuchungen zur Ausbreitung akustischer Oberflachenwellen (Surface Acoustic
Wave, SAW) in isotropen elastischen Medien unter dem Einfluss von Verzerrungen gehen auf Hayes
und Rivlin [HR61] zuriick (fiir spatere Arbeiten hierzu siehe [May95]). Sie wiesen daraufhin, dass im
Falle von Rayleighwellen dabei keine Dispersion auftritt, da eine gleichmalige Belastung des ganzen
Halbraumes keine Langenskala impliziert. Wird dagegen eine Schicht auf den Halbraum aufgebracht,
deren elastische Eigenschaften von denen des Grundmaterials abweichen, so kann die Existenz trans-
versaler, parallel zur Oberflache polarisierter, dispersiver gefiihrter Wellen, sogenannter Lovewellen
gezeigt werden. Es lasst sich schlussfolgern, dass aufgrund der in diesem Fall nicht mehr vorhandenen
Skaleninvarianz auch die sagittal polarisierten Oberflachenwellen (Rayleighwellen) dispersiv werden.
In Analogie zu den (Mode-)Griineisenkonstanten von Volumen-Phononen-Moden [Bru65, M\W84] fiihr-
ten Maradudin und Mayer [MM90] Griineisenkonstanten fiir akustische Oberflachenwellen ein, die
die dehnungsinduzierte Frequenzanderung dieser Wellen charakterisieren. Die dort angegebenen Aus-
driicke hangen von einer Linearkombination aus Konstanten zweiter (Second Order Elastic Constants,
SOEC) und dritter Ordnung (Third-Order Elastic Constants, TOEC) ab und lassen sich mithilfe des
Verschiebungsfeldes der ungestorten Oberflaichenwelle darstellen (siehe auch [May95]).

Messung der Konstanten dritter Ordnung

Eine quantitative Beschreibung der Starke des akustoelastischen Effekts erfolgt unmittelbar liber
die akustoelastischen Konstanten (Acousto Elastic Constants, AEC) und den daraus resultierenden
TOEC. Die Bestimmung der TOEC ist im Wesentlichen iiber drei Wege moglich, wobei auf die dritte
Moglichkeit im nachsten Unterabschnitt naher eingegangen wird.

Den ersten Zugang bilden Ab-Initio-Berechnungen fiir Einkristalle [KDW™*96, WL09]. Dabei werden
die makroskopischen Ausdriicke fiir die innere oder freie Energie an Werte ebendieser aus dichtefunk-
tionaltheoretischen Berechnungen bei bekannten Gitterkonstanten durch Variation der elastischen
Konstanten angepasst (in [KDW196] iiber Lokaldichteniherung mit Ebene-Wellen-Pseudopotential-
Methode). Da dieses Verfahren sehr gut mit experimentellen Werten iibereinstimmt und Konstanten
hoherer Ordnung praktisch meist nur schwer zuganglich sind, bietet es einen Weg, die Konstanten
dritter, vierter und héherer Ordnung zuverldssig vorherzusagen. Allerdings kann die Methode Mecha-
nismen wie etwa Versetzungen, die bei Metallen und ihren Legierungen jedoch eine wichtige Rolle
spielen, nicht berlicksichtigen.

Die zweite Moglichkeit zur Bestimmung der TOEC stellt die Messung der Geschwindigkeiten akus-
tischer Volumenwellen unter statischer Belastung [HK53, Smi63, Cre67] dar. Im Falle eines isotropen
Korpers reicht es dabei, die Probe uniaxial zu belasten und die drei entsprechenden Schallgeschwin-
digkeiten bei Ausbreitung senkrecht zur Hauptspannungsrichtung (eine longitudinale und zwei trans-
versale) zu messen. Man erhdlt drei Gleichungen fiir die drei gesuchten Konstanten und kann sie so
eindeutig bestimmen. Die Verwendung von Rayleighwellen unterschiedlicher Frequenzen wiirde eine
tiefenabhangige Messung der TOEC erlauben.

Neben einem Vergleich verschiedener Formulierungen der akustoelastischen Gleichungen (bzgl. Mo-
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1 Einfiihrung

mentan- und Materialkonfiguration) gehen Guz und Makhort in [GMQO] vergleichend auf akustoelasti-
sche, dielektrische und elektromagnetische Verfahren zur Eigenspannungsbestimmung ein und zeigen
die Anwendbarkeit dieser Verfahren unter anderem auf Polymere. Einen sehr umfassenden Beitrag
zur Bestimmung nicht nur der nichtlinearen elastischen, sondern auch piezoelektrischen, dielektri-
schen und elektrostriktiven Konstanten am Beispiel von Lithiumniobat leisten Cho und Yamanouchi
in [CY87]. Nach der Herleitung der notigen Gleichungen fiir beliebige Symmetrien zeigen sie ebenfalls
die notigen Experimente und geben schlielich die Ergebnisse eigener Messungen an.

Obwohl in diesen und anderen Untersuchungen bereits die TOEC (z.B. [EB76, TB64]) fiir viele Mate-
rialien bestimmt wurden, gab es vor dieser Arbeit weder Messungen der TOEC, noch anderer nichtli-
nearer Parameter, wie etwa der Griineisenkonstanten fiir die hier betrachteten Legierungen In718 und
Ti6246, aus denen sich die gesuchten Konstanten berechnen lielen.

Nichtlineare Ultraschallexperimente

Die dritte Moglichkeit zur Ermittlung der TOEC bei bekannten Konstanten zweiter Ordnung bieten
nichtlineare dynamische Effekte. Dabei wird versucht, aus den Eigenschaften von Mischfrequenzen
mehrerer Wellen oder den Harmonischen einer Welle Aussagen iiber Materialeigenschaften, insbe-
sondere iiber die TOEC, zu erhalten. Voraussetzung ist, dass die Anregungswellen geniigend grole
Amplituden besitzen.

Bei der Anregung mit nur einer Welle ist die nichtlineare Antwort des Materials durch den soge-
nannten akustischen Nichtlinearitdtsparameter (Acoustic Nonlinearity Parameter, ANP) 3 gekenn-
zeichnet. [Gre64, BT63]. Fiir Volumenwellen ist der ANP dabei proportional zum Quotienten aus
der Amplitude der zweiten Harmonischen und dem Quadrat der Amplitude der Grundschwingung.
In nichtdispersiven Medien gilt dieser Zusammenhang naherungsweise auch fiir Rayleighwellen, da
die Longitudinalkomponenten in diesem Fall die Transversalkomponenten dominieren (siehe unten
sowie [HKJT06, SKQ*08, SW11]).

Fiir den Zusammenhang zwischen ANP und SOEC/TOEC betrachten wir die nichtlineare Wellenglei-
chung, die sich im eindimensionalen Fall zu

U:CQU’H (1—,6U'1) (1.1)
mit der Phasengeschwindigkeit ¢ und dem ANP (3 vereinfacht, wobei

> St G+ Cnp St . G +3Cn
c” = = und B =-— =
o o S1i11 C1+Cn

gelten. Die Tensoren S und C bezeichnen beide elastische Konstanten, letzterer dabei die (iblichen
symmetrischen Konstanten in verkiirzter Schreibweise. Die Konstante erster Ordnung C; nimmt hier
die Rolle einer (skalaren) elastischen Vorspannung ein. Selbst bei sehr hohen Eigenspannungen von
etwa 1 GPa ist dieser Beitrag klein gegeniiber den Werten der Konstanten zweiter und dritter Ordnung
fir die fiir uns relevanten Legierungen. Wir konnen also davon ausgehen, dass sich mithilfe von
Messungen des ANP die elastischen Konstanten unabhangig von den Eigenspannungen bestimmen
lassen.

Einen allgemeinen Ausdruck fiir den ANP von Volumenwellen in isotropen, hyperelastischen Materia-
lien gibt Norris in [Nor91] mit

0Py

mmimkmmNJNLNN = SigkL mnmimemmu NN Ny (1.2)

G =

an, wobei die Summenkonvention gelte. Hier bezeichnen P den ersten Piola-Kirchoff-Tensor, F den
Deformationsgradienten, m die Polarisierung der betrachteten Mode und N den Ausbreitungsvektor.
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1.1 Literaturiiberblick

Grole lateinische Indizes beziehen sich auf die Materialkonfiguration, kleine auf die Momentankonfi-
guration (siehe Kap. 2). Diese Definition weicht insofern von der oben gewahlten ab, als nicht durch
die Konstanten zweiter Ordnung geteilt wird, B damit nicht dimensionslos ist. Fiir die Definition der
Tensoren sei auf das Grundlagenkapitel 2 verwiesen. Der ANP hangt also nicht nur von den elastischen
Konstanten selbst, sondern auch essentiell von der betrachteten Wellenart ab. Green konnte sogar
zeigen, dass der ANP im Falle einer Transversalwelle aus Symmetriegriinden verschwindet [Gre65]. Da
der Tensor S eine Kombination elastischer Konstanten zweiter und dritter Ordnung ist, im isotropen
Fall damit bei bekannten Lamé-Konstanten immer noch drei unabhangige TOEC besitzt, reichen die
Messungen des ANP von Volumenwellen nicht aus, um den vollen Parametersatz zu bestimmen.
Zur Erzeugung der nichtlinearen Effekte sind sehr hohe Leistungen am Sendewandler notig. Nun
konnen zum einen die erzeugten hoheren Harmonischen ausgewertet werden. Dieses Vorgehen birgt
jedoch die Gefahr, dass im Wandler selbst bereits Harmonische hoherer Ordnung erzeugt werden,
die nichts mit den Eigenschaften des Materials zu tun haben. Einen Ausweg bieten (nicht-)kollineare
Wellenmischexperimente. Dabei werden Wellen verschiedener Frequenzen w; und w, und/oder ver-
schiedener Richtungen miteinander iiberlagert. In der Uberlagerunszone entstehen Mischfrequenzen
der Eingansfrequenzen und es kann zu Modenumwandlungen kommen. Aufgrund dieser Tatsachen
lassen sich dann die im Aufbau selbst erzeugten nichtlinearen Effekte — es sind ebenfalls groke Am-
plituden notig — von denen im Material trennen.

Die inharenten Nichtlinearitaten des Aufbaus und die unzureichenden Informationen tiber die TOEC
aus den Messungen des ANP von Volumenwellen motivieren die Betrachtung kollinearer und nicht-kol-
linearer Wellenmischexperimente, in denen Wellen unterschiedlicher Frequenzen und/oder Richtungen
miteinander kombiniert werden [JK63, CH64]. Dabei konnen Volumenwellen neue Volumenwellen bil-
den [JK63,CH64,KNM98,Dem12, DANL12,KD14,DKK14], Volumenwellen Oberflachenwellen ausbil-
den [NS79], kollineare Mischung von Oberflachenwellen zu Volumenwellen [PS76] bzw. auch wieder zu
Oberflachenwellen fithren [Kal83] und in piezoelektrischen Materialien im Allgemeinen auch sekundare
Oberflachenwellen durch nicht-kollineare Mischungen von Oberflachenwellen entstehen [VIa82,VB82].
Durch eine geeignete Wahl der involvierten Frequenzen konnen so storende inharente Harmonische
des Messaufbaus herausgefiltert werden, ohne die eigentliche Information, die in der erzeugten Welle
mit der Mischfrequenz enthalten ist, zu verlieren.

In zyklisch beanspruchten metallischen Werkstoffen bilden sich Mikrorisse, die aus der Formation
von Versetzungen (Gleitbander) entstehen. Friihere Studien zeigten bereits, dass diese drastische
Auswirkungen auf das nichtlineare Verhalten akustischer Wellen haben [SW94], wahrend sich die
linearen Eigenschaften kaum andern (siehe [MKJQ14] und darin enthaltene Referenzen). Fiir die
tiefenabhingige Bestimmung der TOEC bzw. deren Anderung nahe der Oberfliche ist die Messung
des ANP und seiner Verallgemeinerung auf Mischfrequenzen die beste Wahl.

Es ist seit langerer Zeit bekannt, dass gewisse Materialeigenschaften und -defekte in nichtlinearen
Ultraschallexperimenten wesentlich besser sichtbar werden als bei rein linearen Untersuchungen (siehe
[SKB10] und dort zitierten Arbeiten der Gruppe von Jacobs am Georgia Institute of Technology).
Jacobs und Mitarbeiter haben den ANP unterschiedlicher metallischer Werkstoffe, insbesondere auch
von kugelgestrahlten Aluminiumplatten, vermessen und fanden eine starke Erhohung des ANP infolge
der Oberflachenbehandlung [LKJQ11].

Eine weitere Klasse gefiihrter Wellen, die in homogenen Materialien den nicht-dispersiven Charak-
ter mit Rayleighwellen teilen, bilden Kantenwellen [MWMB72]. Da die Resonanzbedingungen damit
wiederum fiir alle Frequenzen erfiillt sind, eignen sich Kantenwellen ebenfalls gut zur Erzeugung ho-
herer Harmonischer. Dariiber hinaus kann die sogenannten ASF-Mode (Anti-Symetric-Flexural) in
homogenen Materialien keine Harmonische erzeugen, d.h. der ANP verschwindet in diesem Fall. Erst
kiirzlich wurden Experimente in einer polykristallinen Aluminiumlegierung mit Eigenspannungen durch-
gefiihrt [KIKA15]. In den Experimenten verhielt sich die Probe nichtklassisch nichtlinear, sodass u.a.
die Amplitude der zweiten Harmonischen proportional zur Amplitude der Grundfrequenz war, nicht
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1 Einfiihrung

zum Quadrat derselben, wie es bei klassischen Nichtlinearitaten der Fall ist.

Inversionsalgorithmen

Die Dispersion von Rayleighwellen ist im Wesentlichen auf Inhomogenitaten des Materials in Tie-
fenrichtung zuriickzufiihren, d.h. auf Tiefengradienten in Dichte und elastischen Eigenschaften, auf
Eigenspannungen bzw. Eigenspannungsprofile oder beides.

In [Aul90] leitet Auld mithilfe eines storungstheoretischen Ansatzes einen Ausdruck fiir die Berechnung
von Tiefenprofilen aus den relativen Geschwindigkeitsanderungen von Oberflachenwellen her. Titt-
mann und Thompson [TT73] fanden eine vereinfachte Form dieser GesetzmaRigkeiten und konnten
so die Dispersionskurven oberflachengeharteten Stahls vorhersagen. Szabo untersuchte die Auswir-
kung verschiedener Tiefenprofile auf die Dispersion akustischer Oberflachenwellen [Sza75]. Richardson
und Tittman entwickelten die genannte stérungstheoretische Methode weiter und begegneten der (im
mathematischen Sinne) Schlechtgestelltheit der auftretenden inversen Probleme mit einem schat-
zungstheoretischen Ansatz fiir den Fall dichter [Ric77] und sparlicher [RT77] Datensdtze. Spater
nutzten sie diese Methode, um oberflachennahe Tiefenprofile der Materialeigenschaften aus Messda-
ten zu bestimmen [TART87].

Eine noch grobere Abschatzung des Parameterprofils nahm Hirao in [HKSF81] vor. Um den Verfes-
tigungszustand benutzter Schienen zu bestimmen, verwendet er das Modell einer Schicht auf einem
Halbraum und berechnet damit die Dispersion fiir Rayleighwellen. In der darauffolgenden Veroffentli-
chung bestimmt er unter Annahme desselben Modells die Dicke der effektiv kaltverfestigten Schicht
mithilfe von Lovewellen [HSTF81]. Die guten Ubereinstimmungen mit experimentellen Daten besti-
tigen in beiden Arbeiten seine vereinfachenden Annahmen.

Erste Modelle zur quantitativen Beschreibung der Dispersion von Rayleighwellen aufgrund inhomoge-
ner mechanischer elastischer Spannungen in ansonsten homogenen und isotropen Korpern entstam-
men ebenfalls der Gruppe um Hirao [HFH81, Hir82]. Husson und Kino verallgemeinerten diese Theorie
spater auf Volumenwellen [HK82] bzw. Oberflaichenwellen [Hus85], die sich in ungleichmaRig vorge-
spannten Medien ausbreiten. Die Stetigkeit der Spannung rechtfertigt den von Ditri und Hongerholt
verwandten polynomiellen Ansatz fiir das gesuchte Spannungsprofil. Eine Entwicklung der Disper-
sion nach den Frequenzen und ein anschlieBender Koeffizientenvergleich liefert ihnen eine explizite
Losung fiir das gesuchte Tiefenprofil [DH96]. Spater schwachte Ditri die Voraussetzung eines ste-
tigen Spannungsprofils ab, indem er zur Losung der sich ergebenden Fredholmgleichung die Mellin-
Transformation benutzte [Dit97].

Im Allgemeinen sind Fredholmgleichungen erster Art im mathematischen Sinne inkorrekt gestellte
Probleme. Praktisch bedeutet das, dass zu einer gegebenen bzw. gemessenen Dispersionskurve kein
Spannungstiefenprofil existiert, dieses nicht eindeutig ist oder Instabilitaten aufweist (keine stetige
Abhangigkeit von den Eingangsdaten). Diese Eigenschaft motivierte Rajagopal et al. [RBMKO5], die
Ausgangsgleichung in eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Art umzuformen. Die numerischen
Details ihrer Rechnungen geben sie leider nicht preis, sodass es schwierig ist, diese nachzuvollziehen.

Als Eingangsdaten der hier beschriebenen Inversionsalgorithmen konnen Dispersionskurven, die von
diversen Autoren auf unterschiedlichen Materialien gemessen wurden [TBFB95, RN03, SMMRO5,
DDR™06, LKJQ11] im Prinzip verwendet werden. Allen Arbeiten ist gemeinsam, dass sich Ober-
flachenbehandlungen wie das Kugelstrahlen oder Laser-Peening einerseits deutlich in den gemessenen
Dispersionskurven widerspiegeln, andererseits aber der Einfluss der Eigenspannung bisher nicht von
dem der Kaltverfestigung getrennt werden konnte.
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Anderung der elastischen Konstanten

Nach Hughes und Kelly [HK53] und der darauf aufbauenden Arbeit von Thurston und Brugger [TB64]
kann die Anderung der Phasengeschwindigkeit ¢ von Volumenwellen in elastischen Medien aufgrund
einer mechanischen Spannung o in der Form

2 .
00C = A (Cry) + % (Cis: Ciuk) X O (1.3)
~ ~— ——— ~~
Ausgangsdichte mal hier gefiigeveranderte SOEC  geanderte TOEC zu bestimmen Spannung
Quadrat der direkter Einfluss plastischer
Phasengeschwindigkeit Verformung

beschrieben werden. Der funktionale Zusammenhang beinhaltet die elastischen Konstanten zweiter
Ordnung C;; (SOEC) und dritter Ordnung C;yx (TOEC). In dieser allgemeinen Form gilt die Relation
auch fiir akustische Oberflachenwellen. Die genauen Zusammenhange werden in den entsprechenden
Kapiteln hergeleitet.

Die in Gleichung (1.3) notigen Materialparameter lassen sich zwar im Voraus bestimmen, aber in
Folge plastischer Verformung des zu untersuchenden Materials, etwa durch mechanische Oberfla-
chenbehandlung, konnen sich die TOEC andern. Durch eine empirische Anpassung der TOEC im
Inversionsalgorithmus zur Extraktion des Eigenspannungsprofils aus der Dispersion der akustischen
Oberflachenwellen konnen solche Anderungen mehr oder weniger gut beriicksichtigt werden. Der
funktionale Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Spannung ist dann immer noch gegeben,
jedoch mit entsprechend geanderten SOEC und TOEC. Wir gehen hier davon aus, dass sich die
Anderungen der SOEC hauptsachlich iiber f; auswirken, wogegen f> signifikant von den TOEC beein-
flusst wird. Da sich die Empirie aber von einem Untersuchungsobjekt zum anderen andern kann, soll
nach Maoglichkeiten gesucht werden, die notigen Materialparameter am verdanderten Material selbst
zu bestimmen.

Neben den eben beschriebenen gewollten Eigenschaftsanderungen durch gezielte Nachbehandlung
des Materials treten im Einsatz nicht vorhersehbare Lasten auf. Derartige zyklischen Belastungen der
letztendlich relevanten Bauteile fiihren zur Ermiidung derselben und somit ebenfalls zur Anderung der
elastischen Eigenschaften. Am Anfang der Ermiidung stehen stets Versetzungsbewegungen. Aufgrund
zyklischer Spannungen bewegen sich die isolierten Versetzungen (Versetzungsmonopole) hin und her
und fiihren zur Bildung von Versetzungsdipolen (Monopolpaare). Diese konnen sich ihrerseits wieder zu
Gleitbandern (persistente Gleitbander, Liidersbander) zusammenschlieBen. Hikata, Chick und Elbaum
untersuchten in [HCE65] den Einfluss von Versetzungsmonopolen auf den ANP des Materials und zeig-
ten, dass diese einen von der Gitternichtlinearitat unabhangigen Beitrag zur Nichtlinearitat leisten.
Dieser Beitrag ist dariiber hinaus proportional zur aufgebrachten Spannung. Das Studium von Verset-
zungsstrukturen und deren Wechselwirkung insbesondere mit metallischen Werkstoffen erlaubt damit
ein friihzeitiges Erkennen von Ermiidungserscheinungen [BT63,BF65,Bre66, MMS63,SKQ ™08, GB68,
BPZ183,ZKS89,Nag98,CY01,KQJT06,KJQLO6, HKJT06,PKQJ09,SW11,MKJQ11, WKQJ12]. Fiir
weitere experimentelle Arbeiten und eine Ubersicht zur Erzeugung und Nutzung der zweiten Harmo-
nischen in der zerstorungsfreien Priifung sei auf den Ubersichtsartikel [MKJQ14] verwiesen.

Cantrell und Yost erweiterten die Theorie von Hikata et al. und bezogen neben den Monopoleffek-
ten und der Gitternichtlinearitat auch die Beitrage von Versetzungsdipolen mit ein [CY01, Can04,
Can06, Can09, CY13]. Im Gegensatz zu diesem analytischen Ansatz nebst experimentellem Nachweis
untersuchten Cash und Cai den Einfluss von Versetzungen auf den ANP mittels Simulationen der
Versetzungsdynamik [CC12, CC11].

Mikrorisse

Die nichtlineare Wechselwirkung von Mikrorissen und akustischen Oberflachenwellen erlangte aufgrund
ihrer Relevanz in der zerstorungsfreien Priifung in den letzten Jahren wieder zunehmend Aufmerksam-
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keit. Damit verbunden waren nicht nur praktische Untersuchungen [OKDG07,CPCD17,MZXZ17,ZX-
zXjL17], sondern auch grundlegende theoretische Studien [OKQJ16,ZQJQ15, ZQJQ16a, ZQJQ16b]
(siehe auch [ZQJQ16a] und die Referenzen fiir friihere Arbeiten). Diese beinhalten vor allem tran-
siente Simulationen der Ausbreitung von Rayleighwellen [OKQJ16] und langwelligen Lamb-Wellen
(S0-Mode) [ZLCT17] in Materialien mit Rissen und die Entstehung sowie das Anwachsen der zwei-
ten Harmonischen infolge der Wechselwirkung mit oberflachennahen Mikrorissen. Dabei wurde auch
die Reibung beriicksichtigt. In den Simulationen der nichtlinearen Ausbreitung langwelliger SO-Moden
mit zweidimensionaler Rissverteilung stellte sich jedoch heraus, dass der Einfluss der Reibung an den
Rissflachen auf den ANP vernachlassigbar ist.

Mithilfe quasistatischer Experimente und Simulationen des Materialverhaltens, konnen daher Modelle
flir das mikromechanische und makroskopische Verhalten aufgestellt und angepasst sowie die Ausbrei-
tung akustischer Wellen in diesen Medien beschrieben werden. Fiir spezielle Orientierungsverteilungen
der eingebrachten Risse, einfache Formen und gewisse Anforderungen an die Dichte dieser kann der
rissinduzierte Beitrag zur Gesamtsteifigkeit des Systems analytisch berechnet werden [SK91, Kac92].
Ist die Rissdichte hinreichend klein, sodass die Risse nicht interagieren konnen, dann ist die lokale
Spannung in der Nahe des Risses in guter Naherung gleich der von aullen angelegten Spannung. Die
Gesamtdehnung setzt sich folglich aus der Dehnung im ungerissenen Medium und einem rissinduzier-
ten Anteil zusammen.

Mit den von O’Connell und Budiansky [BO76, OB74] vorgeschlagenen selbstkonsistenten Modellen
konnen dagegen auch effektive Konstanten in Medien mit hoheren Rissdichten berechnet werden, in
denen sich die Spannungsfelder der Risse bereits untereinander beeinflussen. In ihrem Modell wird das
lokale Spannungsfeld um den Riss dazu mit der Steifigkeit des rissbehafteten Materials berechnet,
was jedoch dazu fiihrt, dass die Risswechselwirkung im Allgemeinen iiberschatzt wird. Bei hohen
Rissdichten reagiert das Gesamtsystem damit viel weicher als es tatsachlich der Fall ware [Kac92]. Um
dieses Problem zu umgehen, steigern Henyey und Pomphrey [HP82] in ihrer differentiellen Methode
die Rissdichte in kleinen Schritten und berechnen die Steifigkeit des Gesamtsystems sukzessive neu.
Basierend auf den analytischen Ergebnissen von Kachanov [Kac92] fiir effektive elastische Konstan-
ten in diinn mit Rissen besetzten Systemen, untersucht Pecorari die Auswirkung flacher Risse auf die
Ausbreitung von Volumenwellen [Pec15a]. Da die Berechnungen nur fiir offene Risse giiltig sind, wird
eine Funktion H eingefiihrt, die fiir parallel ausgerichtete Risse gleich der Heavisidefunktion ist und im
Falle zufalliger Orientierungsverteilung der Mikrorisse das Verhaltnis der Anzahl der gedffneten Risse
zur Gesamtanzahl der Risse beschreibt. Reibungen an den Rissoberflachen werden vernachlassigt, da
anhand transienter Simulationen des Hystereseverhaltens von Sandstein dissipative Verluste ausge-
schlossen werden konnten [Pec15b]. Nazarov und Sutin berechnen neben den SOEC auch Konstanten
dritter und vierter Ordnung einer zufalligen Rissverteilung in einer linearen Matrix und benutzen dazu
ein einfaches mikromechanisches Modell, dass die Rissoffnung mit der auBeren Spannung verbin-
det [NS97]. Ihren Aussagen zufolge haben die Mikrorisse dabei einen drastischen Einfluss auf die
nichtlinearen Konstanten, wahren sich die SOEC kaum andern.

Ein ahnliches Problem stellt die Bestimmung elastischer Konstanten von Polykristallen aus den Werten
der konstituierenden Einkristalle dar. Unter der Annahme, dass entweder die Dehnung (Voigt) oder die
Spannung (Reuss) im Einkristall gleich der im Polykristall ist, erhalt man iiber eine Richtungsmittelung
die mittlere Steifigkeit oder Nachgiebigkeit des Aggregats (siehe [KAT15,KT15] und darin enthaltene
Referenzen). Lubarda schwacht die Gleichheitsforderung der Dehnungs- bzw. Spannungstensoren zu
einer Proportionalitatsbedingung ab [Lub97] und erhalt so bessere Werte der elastischen Konstanten.
Die Proportionalitatskonstante selbst folgt dabei aus einer selbstkonsistenten Methode. Die finalen
Werte fiir die SOEC sind hier unabhangig davon, ob als Ausgangspunkt die Proportionalitdt zwischen
den Spannungen oder den Dehnungen gewahlt wurde. Lediglich die TOEC unterscheiden sich in
Abhangigkeit vom Rechenweg. Die Methode ist damit selbstkonsistent bzgl. der SOEC, nicht jedoch
bzgl. der TOEC und wird daher von Lubarda als semi-konsistent bezeichnet.
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1.2. Aufbau der Arbeit

Um die Dispersionsmessungen korrekt interpretieren zu konnen, miissen die Konstanten dritter Ord-
nung des untersuchten Materials im aktuellen Zustand bekannt sein. Diese werden von der Oberfla-
chenbehandlung beeinflusst und konnen sich in Abhangigkeit vom Abstand zur Oberflache andern. Die
Behandlung selber induziert dabei ebenfalls die Eigenspannungen, die es letztendlich zu bestimmen
gilt.

Die hier vorliegende Arbeit verfolgt daher zwei Hauptziele. Zum einen soll sie zu einem besseren Ver-
standnis der Anderung der elastischen Konstanten zweiter und dritter Ordnung infolge mechanischer
Oberflachenbehandlungen beitragen. Zum anderen soll sie klaren, inwiefern sich Informationen tber die
Tiefenprofile der elastischen Konstanten aus Messungen mit nichtlinearem Ultraschall, insbesondere
mithilfe Oberflachenwellen, gewinnen lassen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Grundlagen der Konzepte dieser Arbeit in Kapitel 2 befasst sich
Kapitel 3 mit der Bestimmung der elastischen Konstanten der Superlegierungen In718 und Ti6246.
Im uniaxialen Zugversuch wurden dazu an knochenformigen Zugproben aus unbehandeltem Material
die Laufzeiten der Volumenwellen gemessen. Unter der Annahme isotropen Materialverhaltens werden
daraus die Phasengeschwindigkeiten der Longitudinalwelle sowie der zwei Transversalwellen, parallel
und senkrecht zur Zugrichtung polarisiert, bestimmt. Mithilfe der im Kapitel 3 hergeleiten akustoelas-
tischen Gleichungen werden die akustoelastischen Konstanten (AEC) und die daraus resultierenden
TOEC berechnet.

Die so gewonnenen Materialparameter werden in Kapitel 4 in die dort hergeleiteten Inversionsmo-
delle zur Bestimmung mechanischer Spannungen aus Dispersionsmessugen eingesetzt. Dabei wurde
zunachst angenommen, dass die Eigenspannungen alleinige Ursache fiir die Dispersion der Oberfla-
chenwellen sind. Eine Riickrechnung der Spannungen aus den Dispersionsdaten und Vergleich mit
Messungen der Eigenspannungen per Rontgendiffraktion zeigen jedoch, dass dies nicht ohne Weiteres
moglich ist, da die Phasengeschwindigkeit zusatzlich vor allem von der plastischen Verformung des
Materials abhangt. Eine Anpassung der Konstanten dritter Ordnung ermaoglicht zwar eine Riickrech-
nung. Da eine zerstorungsfreie Methode zur Messung der Eigenspannungen (ES) aber unabhangig
von zusatzlichen (invasiven) Methoden sein sollte, muss der Einfluss der plastischen Verformung auf
die Dispersion jedoch genauer untersucht werden.

Einer der vielen bekannten Mechanismen, die die elastischen Konstanten von Metallen und Legierun-
gen beeinflussen, bilden raumliche Verteilungen von Mikrorissen. Der Einfluss der Form, Ausrichtung,
Verteilung und Dichte solcher Konstellationen wird in Kapitel 5 naher untersucht. Dazu wurden stati-
sche Simulationen an Wiirfeln durchgefiihrt, die Risse enthielten, wobei sich die Simulationen gemafs
den bereits genannten Gesichtspunkten unterschieden und dariiber hinaus der Einfluss verschiedener
Randbedingungen auf die numerischen Experimente beriicksichtigt wurde. Das Ergebnis der Simu-
lationen sind Spannungs-Dehnungskurven der jeweiligen Konfigurationen, aus denen sich einerseits
unter der Annahme analytischen Materialverhaltens effektive elastische Konstanten zweiter und drit-
ter Ordnung berechnen lassen. Andererseits werden mit den in den FEM-Simulationen gewonnen
Erfahrungen ein makroskopisches Modell nach Lyakhovsky und Myasnikov [LM84] als auch ein mikro-
mechanisches Modell auf Basis von Nazarov und Sutin [NS97] sowie Zhao et al. [ZQJQ15] vorge-
schlagen, die das Materialverhalten der gerissenen Systeme moglichst gut widerspiegeln. Aus den
Spannungs-Dehnungskurven werden dazu die Modellparameter der makroskopischen und mikrome-
chanischen Modelle berechnet und die Qualitat der Modelle beurteilt. Die effektiven Konstanten und
Modellparameter konnen dann im Folgenden verwendet werden, um GroRen wie etwa den ANP zu
bestimmen, die die Ausbreitung gefiihrter Wellen in rissbehafteten Medien beschreiben, ohne die In-
teraktion des im Allgemeinen komplizierten Verschiebungsfeldes der Welle mit den Rissen zu kennen.
In den Simulationen wurden zwei Arten von Rissen betrachtet. Flache Risse, die im ungespannten
Zustand geschlossen sind und Hohlzylinder mit eingesetztem Kugelsegment, sodass die Kugelkalotte
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1 Einfiihrung

wie ein Hertzscher Kontakt auf eine der Deckflachen des Zylinders driickt. Der Hertzsche Kontakt
steht hier als Beispiel fiir den Einfluss von Unebenheiten der Kontaktflachen realer Risse. Das Verhal-
ten der beiden Rissarten unterscheidet sich deutlich. Sofern keine Vorspannung vorliegt, zeigen beide
Arten ein nicht-analytisches Verhalten.

Die nichtlineare Wechselwirkung der in Kapitel 5 untersuchten Risse mit Oberflachenwellen ist Be-
standteil von Kapitel 6. Uber einen in der Theorie nichtlinearer Wellen wohlbekannten stérungstheore-
tischen Ansatz wird dort eine Evolutionsgleichung fiir die Ausbreitung von Rayleighwellen in derartigen
Materialien hergeleitet und der Einfluss der Mikrorisse mit dem Einfluss der klassischen Gitternicht-
linearitat verglichen. Die Effizienz der Erzeugung der zweiten harmonischen und der nichtlinearen
Erzeugung von Mischwellen mit zwei unterschiedlichen Eingangsfrequenzen wird hier in Abhangigkeit
von den Eingangsamplituden und Eingangsfrequenzen naher untersucht. Damit die hoheren Harmo-
nischen wahrend der Ausbreitung anwachsen konnen, miissen ihre Phasen an die Grundschwingung
angepasst sein. Flr dispersive Wellen, wie etwa Lamb-Wellen, konnen diese Resonanzbedingungen nur
an bestimmten Punkten erfiillt werden. Die niedrigste symmetrische Lamb-Mode (S0-Mode) jedoch ist
fuir hinreichend kleine Frequenzen nahezu dispersionsfrei. Der Einfluss von Mikrorissen auf langwellige
S0-Moden wurde kiirzlich erst in transienten Simulationen untersucht [WZXT14,ZLC"T17, MZXZ17].
Die auf der statischen Spannungs-Verzerrungsrelation beruhenden Ergebnisse dieser Arbeit kdnnen
auch zur Klarung der Frage herangezogen werden, in wieweit aufwandige zeitabhangige Simulationen
der nichtlinearen Ausbreitung gefiihrter Wellen notig sind.

Zum Schluss werden die Tiefenprofile der Risse in den Vorwartsrechnungen durch Laguerre-Funk-
tionen approximiert und deren Koeffizienten aus dem entstehenden inversen Problem bei gegebener
Dispersion berechnet. Unter der Annahme, dass sich alle Parameter in derselben funktionalen Abhan-
gigkeit in der Richtung senkrecht zur Oberflache andern, konnen so Aussagen liber das Tiefenprofil
der elastischen Konstanten gewonnen werden.
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2. Grundlagen

Im Gegensatz zur infinitesimalen Theorie spielen bei den in dieser Arbeit relevanten nichtlinearen
Prozessen grolke Amplituden eine Rolle. Das betrifft sowohl die statischen Dehnungen als auch die
transienten Auslenkungen, hervorgerufen durch sich ausbreitende Wellen. Die quadratischen Terme
des Dehnungstensors konnen dort nicht ignoriert werden, die resultierenden Gleichungen nicht einfach
linearisiert werden. Fiir Wellen, die sich auf elastisch vorgedehnten Medien ausbreiten muss aulserdem
zwischen dem Material- und Momentanzustand unterschieden werden, wie es in Abb. 2.1 schematisch
dargestellt ist.

Die Position eines Massenelementes im unverformten Zustand wird dabei mit X bezeichnet (Mate-
rialkoordinaten oder Lagrangesche Koordinaten). Im verformten Zustand bezeichnen wir die Position
des gleichen Massenelementes mit x; (Raumkoordinaten oder Eulersche Koordinaten). Die Anderung
der Eulerschen Koordinaten bzgl. der Materialkoordinaten wird mit dem Deformationsgradienten
beschrieben und es gilt

an B 6(5J‘KXK + Uj)

aUJ‘
X, X, = =90, + H,y, (2.1)

Fis = aX

=0+

wobei uj( X, t) == x;(X, t) — X, die Verschiebungen und H;, := 0u; /0X, =: u; ; die Verschiebungs-
gradienten sind. Die Determinante der Jacobimatrix F;; vereinfacht sich fiir kleine Verschiebungsgra-
dienten |luj 4|l < 1 zu

|Fisl=1+ux=1+1trH. (2.2)

Abbildung 2.1.: Materialkoordinaten X und Raumkoordinaten x mit dem Verschiebungsvektor u.

Bemerkung 2.1 (Volumenverhaltnis der Konfigurationen). Seien (dX}), (dX3) und (dX3) drei infini-
tesimale Vektoren in der Referenzkonfiguration (unverformter Zustand) und (dx}), (dx2) und (dx?)
ebendiese nach der Deformation in der Momentankonfiguration. Das Volumen des aufgespannten
Spats in der Referenzkonfiguration berechnet sich zu

dvp = [(dX}) x (dX3)] - (dXRE) = €1y dX} dX3 dXR.



2 Grundlagen

Im deformierten Zustand ergibt sich mithilfe von

0x,
er = 87)6dX/ = Fr/ dX/

demzufolge
dV = €5t Fp dX} FoydX5Feic dX3.

Der Levi-Civita-Tensor ermoglicht es uns, fiir die Determinante des Deformationsgradienten

1
|Fril = €rstFriFsaFes = €uiy€rst Fr(ryFs) Py, = 6€IJK€rstFrlFsJFth (2.3)

zu schreiben, wobei die zweite Gleichheit im Vorzeichenwechsel der Determinante bei Spaltenvertau-
schung begriindet ist (keine Summation lber geklammerte Indizes). Somit erhalten wir schlieBlich

dV = €5t Fri FsyFeicerk dX} dX3dX3E = |F| dV (2.4)

als das gesuchte Verhaltnis beider Volumina. Haufig wird die Funktionaldeterminante mit J bezeichnet,
sodass wir auch dV = JdVg schreiben konnen. Aus diesem Ergebnis folgt unmittelbar pg = Jp fiir
das Verhaltnis beider Dichten. A

Zur Umrechnung der Spannungen zwischen den unterschiedlichen Konfigurationen aus den Integralen
der Spannungsvektoren iliber den Rand ist das Verhaltnis der Flachen notig.

Bemerkung 2.2 (Flichenverhiltnis zwischen den Konfigurationen). Seien (dX%), (dX?) und (dx2),
(dx?) je zwei infinitesimale Vektoren der Referenzkonfiguration bzw. des deformierten Zustands. Fiir
die aufgespannten Flachen gilt

€1k dXE dX?
‘E/K/_ d)(}< de

€EIKL dX}< dXE = ‘ ‘EIKL dX}< dXE‘ = /\// dAO

und analog
€rst d><s1 d><t2 = n,dA.
Mithilfe des Deformationsgradienten erhalt man mit

NjdAog = erkt (F~ ks dxg (F7 1) e dx?
= 61seut (F N ks(F7Y) e dxd dx?
= Frieone (F )0 (F Dks(F 1) e dxg dxf
= Fril F M erse dxg dxg

= rIJilnr dA,
bzw.
ndA = JFTNdAy = (cof F) N dA, (2.5)

die sogenannte Nanson-Gleichung oder Nansonsche Formel, die Flachen und zugehorige Normalen-
vektoren in der Momentankonfiguration mit denen in der Referenzkonfiguration verbindet. A
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Bemerkung 2.3 (Euler-Piola-Jacobi). Bei der Umrechnung der Divergenz der Spannungstensoren zwi-
schen den verschiedenen Konfigurationen tritt die Divergenz des Faktors in der Nansonschen Formel
auf. Es lasst sich zeigen, dass diese verschwindet. Aus der Cramerschen Regel folgt fiir die Darstellung
der Inversen (vgl. (A.17) im Anhang)

1 —1p-1
_ S€ijk€uk i Fri
_ (-1 2 J
Fi/—(F )// -1 1 (2.6)
gemnoeMNOFMmFNn FOo

wobel F,jl = 0X /0x; den inversen Deformationsgradienten bezeichnet, dessen Determinante dem
Nenner der rechten Seite entspricht und sich wegen |F| = J zu |F~t| = J~! ergibt. Fiir die Divergenz
des Nanson-Faktors erhalten wir somit

0 _ 1 1
ox (J7'Fy) = 2§€/jk€IJKF_/j}FKl}
B a1\ g1
= EijkelJK% (FJJ',,' + FJi,_j) Frk (2.7)
= €ijkEIIK 5 (Fjl, - Flel) Frck
fd 0’
die sogenannte Euler-Piola-Jacobi-Identitat. A

Mithilfe des Deformationsgradienten lassen sich nun verschiedene Verzerrungstensoren definieren, von
denen einige in Tabelle 2.1 mitsamt Bezeichnung und Bezugssystem aufgelistet sind.

Tabelle 2.1.: Definitionen verschiedener Verzerrungstensoren (Auswahl). Die Bezugssysteme sind Ma-
terialkoordinaten (MK) und Raumkoordinaten (RK).

Bezeichnung Definition Bezugssystem
rechter Cauchy-Green-Tensor  Byx:=(F'F) . = Fj Fjx MK
linker Cauchy-Green-Tensor bik=(FFT) ;= FisFi RK
1 1
Green-Lagrange-Tensor EJK.:E (B=1) k= > (FisFik — k) MK
1 1
Euler-Almansi-Tensor ejki=5 (1— bfl)jk =5 (5jk — FJ?:LFJ_kl) RK

Im Falle kleiner Deformationen lassen sich diese Ausdriicke linearisieren. Man erhalt sowohl fur den
Green-Lagrange-Tensor (Lagrange-Dehnung)

1
EJKZE [(H+/)jJ(H+/)jK_5JK] :EJK+O(HJ2J)' (2.8)
als auch fiir den Euler-Almansi-Tensor
1 _ _ 1
&k = 5 {@'k —(H+ D3 (H+ /)Jkl} M5 [8jk = (I = H) g Omudra (I = H) oy S0k ]
1 1
=3 [6mjHiem + dnkHin — Smjdnk HnmHnn] & > [6mjHim + SniHin] = 6 0kxesx  (2.9)

den infinitesimalen Dehnungstensor ¢;; == 1/2 (5J'KHJ'J+(SJ'JHJ'K). In der Vereinfachung des Euler-
Almansi-Tensors wurde zusatzlich die Naherung! (/ + H)jj1 ~ (I = H) pypp Omsdmj benutzt.

Yolgt aus (/ — H)Sn o  H* = 1 — HN1 (N € N) und ||H|| < 1
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2 Grundlagen

Hyperelastische Materialien

Die Hyperelastizitat (auch Greensche Elastizitat) ist ein spezielles Materialmodell fiir elastische Kor-
per, deren Spannungs-Dehnungsrelation sich aus der Ableitung einer Formanderungsenergie (auch
Dehnungsenergie oder Verzerrungsenergie) nach den Dehnungen ergibt [Wri01]. Wir betrachten hier
im Speziellen das Funktional

1

3|CIJKLI\/INEIJEKLEI\/INJFO(EIArJ) (2.10)

1
O(X,Ejy) =S+ CruE s+ ECIJKLEIJEKL +

mit den Brugger-Konstanten v-ter Ordnung (v-OECQ)

0P
) _ 2.11
I1J1.../L/Ju aEllJl . aE/U_jU E=0 ' ( )

aus dessen Ableitung nach den Green-Lagrangeschen Dehnungen E;; sich der Spannungstensor, ge-
nauer der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor (siehe unten) ergibt.

Bemerkung 2.4 (Symmetrie der v~-OEC). Aus der Symmetrie der Lagrange-Dehnungen und der Tat-
sache, dass die Konstanten v-ter Ordnung aus der Reihenentwicklung der Energiedichte stammen,
lasst sich auf folgende Eigenschaften der v-OEC schlieen:

Chnotody = Chin s, (2.12)
Chnoidotody =Cotprniitvs, (k=2,.v). (2.13)

Die erste Eigenschaft liefert sechs verschiedene Kombinationen pro Indexpaar. Aus der zweiten Sym-
metrie folgert man schlieBlich, dass es maximal (Kombination mit Wiederholung)

(C)=C2)

unabhangige v-OEC geben kann, d.h. maximal 21 Konstanten zweiter Ordnung und 56 Konstanten
dritter Ordnung. Die sechs moglichen Konstanten erster Ordnung beschreiben dabei die Vorspannun-
gen, die den unabhangigen Komponenten des Spannungstensors entsprechen. A

Aus der Definition der Green-Lagrangschen Dehnungen wird deutlich, dass diese Dehnungen unter-
schiedlicher Grolkenordnungen enthalten. In Untersuchungen, in denen Terme ab einer bestimmten
Ordnung konsequent vernachlassigt werden sollen, ist es sinnvoller, die Koeffizienten der einzelnen
Verschiebungsgradienten zu kennen. Um diese zu erhalten, entwickeln wir die potentielle Energiedich-
te bzgl. der Verschiebungsgradienten u; :

1 1
(X, uj ) = Po+ Siyui s+ ESiJkL Ui guk, L + gsiJkLmNU/,JUk,L U n + O(U? ). (2.14)

Ein Koffizientenvergleich zwischen den Gleichungen (2.10) und (2.14) liefert den Zusammenhang
zwischen den Tensoren C und S:

Siy=106iCJ, (2.15)
Siokt = Curdik + Cruk1di0kk, (2.16)
Sisktmn = Crukimn0ii0kkdmm + Cran0itdkm + Crr andkkdim + CrnaL OmmOik- (2.17)

Der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor? (PK1-Tensor) (P;,) ist nun als Ableitung des Poten-
tials nach den Verschiebungsgradienten
o

Py =
J au,‘_/

1
=Siy+ SigkL kL + ESiJkLmNUk,L umn + O ) (2.18)

2auch Piola-Lagrange-Tensor
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2.1 Die Bewegungsgleichung

definiert, womit die Konstanten erster Ordnung die Rolle der bereits vorhandenen Vorspannungen
(z.B. Eigenspannung) einnehmen. Die Koeffizienten (S; 4. i, ) mit

0'd

= — 2.19
(’ﬂLI,‘lJ1 .. .au,”JV ( )

S id -
u=0

werden in diesem Zusammenhang auch als Huang-Koeffizienten bezeichnet.

Unter Verwendung der Nanson-Gleichung (2.5) kann man die Beziehung zwischen dem PK1-Tensor
und dem Cauchyschen Spannungstensor (a,j) angeben, der die momentane Spannung bezogen auf
die Momentankonfiguration beschreibt und damit symmetrisch ist. Es gilt

/ OirnNy dA = / Oir (F_l)lr JN/ dAo = / P,'//V/ dAO = / F,'LTL//V/ dAo, (2.20)
ov oW MW M

wobei der zuletzt eingefiihrte Tensor (T, ;) der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor (PK2-Tensor)
ist. Im Gegensatz zum PK1-Tensor ist dieser symmetrisch. Da die obigen Beziehungen fiir beliebige
Gebiete gelten, konnen wir auch

Joap = FrePag = FaaFbeTAB (2.21)

als Beziehung zwischen Cauchy-, PK1- und PK2-Tensor angeben.

2.1. Die Bewegungsgleichung

Die allgemeine Bewegungsgleichung erhalt man nun durch Minimierung des Wirkungsintegrals

ty
/ K-V +Wdt, (2.22)
to

wobei, K die kinetische Energie, V die potentielle Energie und W die verrichtete Arbeit bezeichnen. Da
wir uns des Weiteren fiir Verschiebungsfelder interessieren, gilt fiir die Lagrangefunktion L .= K —V
sowie flr die verrichtete Arbeit W

L=K-V :/ ponUJ‘ —ddV (2.23)
Vo
W = tiu; dAo +/ pofiujdV (2.24)
%) Vo
Die Variation des Wirkungsintegrals (2.22) ergibt mit
0 (ponUj) . o
L= i— i dVe 2.2
0 /\/O B0, ou au/yjéu JdWo (2.25a)
0 (tiu; 0 (pofiu;
oW = Méu,' dAg +/ M(SU/CIVO, (2.25b)
v Ou; Vo uj
und der Forderung nach einem stationdren Punkt, dass
ty
0=9 K-V +Wdt
to
5]
:/ 0K — oV + oW dt (2.26)
to

t 0 0
= / |:/ poli— (0uj) — Py=— (6u;) dWp +/ tidu; dAg +/ f,‘5LI,‘dV] dt.
to Vo ot GXJ Vs Vo

23



2 Grundlagen

Man beachte, dass hier iiber das Referenzvolumen integriert wird. Die ersten beiden Terme lassen
sich mithilfe partieller Integration in

t1 a t1
/ / poli~ (du;) dVode/ [/OOU/(SU/@—/ POU/CSU/df] dVp
to YW ot Vo to
t1
/ / ,J 5U, d\/odt—/ |:/ :D,'_/5U,'/\/_/dA0—/ P,’_jy_/éu,'d\/o:| dt
Vo to oA Vo

umformen, sodass sich fiir die Variation

und

ty
0:—/ [ (polii — Py — f)5U/dVo] dt
fo LIV (2.27)

t1
+/ |: (t,'—P,'_//\/J)au,'dAo] dt—i-/ poU,6Ui|§é d\/o
to o) Vo

ergibt. Unter Erfiillung der Randbedingung P;;N; = t; und Voraussetzung fester Endpunkte fiir die
Variation des Verschiebungsfeldes, d.h. du;[, = du;|,, = O, erhalten wir unter Vernachldssigung der
inneren Krafte f, die Bewegungsgleichung

) 0
polii = Py = ax; (SiskL Uk, + SigkLmNUk.LUm,N) (2.28)

wobei Terme hoherer als quadratischer Ordnung im PK1-Tensor vernachlassigt wurden. Mithilfe der
Euler-Piola-Jacobi-ldentitat (Gl. (2.7)) und der aus dem Volumenverhaltnis in Gl. (2.4) resultierenden
Relation der deformierten und undeformierten Dichten pg = Jp folgt aullerdem

,0U,' =0jjj (2.29)

als Bewegungsgleichung in der Momentankonfiguration.

Die Losungen der Bewegungsgleichung hangen essentiell von den gegebenen Randbedingungen ab.
Die wohl wichtigste Randbedingung im Hinblick auf die Ausbreitung von Oberflachenwellen ist eine
freie Oberflache, die durch die Spannungsfreiheit in Richtung der Flachennormalen N,

TiyNyls =0 (2.30)

gekennzeichnet ist, d.h. alle Normalspannungen und Scherungen in Richtung N, verschwinden auf der
Oberflache S. Im Falle einer Klemmung der Oberflache verschwinden dagegen alle Verschiebungen

ujls =0 (2.31)

auf derselben. Die teilweise Einbeziehung von fixierten Oberflachen fiihrt zu einer enormen Verein-
fachung der Spannungs-Dehnungsrelationen und spielt daher bei der Validierung der Simulationser-
gebnisse eine wichtige Rolle. Dartiber hinaus konnen Mischungen der genannten Randbedingungen
auftreten. An der Grenzflache zweier fest miteinander verbundenen Halbebenen etwa, miissen sowohl
Verschiebungen als auch die Spannungen stetig sein, d.h.

(T/(Jl) - Tf?)jl =0, (2.32)
(u}l) - u}z)) ‘S —0. (2.33)
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2.2 Kompatibilititsbedingungen

Ein Beispiel dafiir ware etwa die Grenzflache zwischen einer diinnen Schicht auf einem Substrat,
deren Materialeigenschaften nur teilweise bekannt sind. Mithilfe der Stetigkeit der Dehnungen und
Spannungen lasst sich so etwa eine effektive Randbedingung fiir eine an der Oberflache gefiihrte Welle
herleiten.

Lasst man einen Schlupf zwischen den Halbebenen zu, so gelten die Stetigkeitsbedingungen nur noch
fiir die Normalkomponenten der Verschiebung und der Spannung. Die Scherungen an der Grenzflache
verschwinden in diesem Fall. Ein wichtiges Beispiel fiir diesen Fall ist etwa die Modellierung flacher
Risse.

2.2. Kompatibilitatsbedingungen

Ein gegebenes Randwertproblem, bestehend aus der hergeleiteten Bewegungsgleichung und Randbe-
dingung, muss nicht notwendigerweise eine (eindeutige) Losung besitzen. Eine Antwort darauf, unter
welchen Umstanden solche Losungen existieren, liefern Integrabilitats- oder Kompatibilitatsbedingun-
gen. Bei kleinen Dehnungen gelten dabei die Kompatibilitatsbedingungen fiir den Dehnungstensor
nach Saint-Venant. Fiir ein dreimal stetig differenzierbares Vektorfeld u; : Q — R3 gilt nach dem
Satz von Schwarz zunachst

8U,‘Y_/ o 8U,',K
Xk  0X,'

sodass fiir den infinitesimalen Dehnungstensor (€;)
2¢1 kL = 01iUj kL + Oiuj kL = (2€/L — Or1up1) jx + (260K — Okklk,J) 41 (2.34)
2eKL,1 = Ok, Lig 0Lt ki = (2656 — O 5Ujk) 4 + (2610 — b1t L) (2.35)

folgt. Addiert man nun noch die beiden letzten Gleichungen, so erhadlt man

O=¢€ kL +EKLIJ— €EILIK — €EJK,IL, (2.36)

die sogenannten Saint-Venantschen Integrabilitatsbedingungen. Ist nun ein Dehnungsfeld gegeben,
dass diese Bedingungen in jedem Punkt erfiillt, so kann daraus sofort die Existenz eines Verschie-
bungsfeldes gefolgert werden und man spricht in diesem Fall von einer kompatiblen Dehnung.

Fir den Fall endlicher Verformung lassen sich die Kompatibilitatsbedingungen mithilfe des Deforma-
tionsgradienten beschreiben. Da wiederum nach dem Satz von Schwarz die Ableitungsreihenfolge fiir
hinreichend glatte Felder keine Rolle spielt, muss

Fik,. = FiL.k (2.37)
gelten. Fiir K = L ist diese Beziehung trivial, sodass sich Gl. (2.37) zu
EJKLF,'K’L =0&VxXxF=0 (2.38)

vereinfacht.
Sei nun der rechte Cauchy-Green-Tensor (CG-Tensor) (B;,) gegeben. Es gilt herauszufinden, unter
welchen notwendigen Bedingungen eine entsprechende Deformation existiert. Sei dazu

[kt = FpiFpik- (2.39)
das sogenannte Christoffelsymbol erster Art. Die Ableitung des Deformationstensors kann damit als

Fouk = (F7Y), Tuki = Foa (B7Y) 15T ks (2.40)

Ip
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2 Grundlagen

geschrieben werden, sodass wir durch Differentiation von Gl. (2.39)

FprFpike =T ukiL — FprL Fpak
=T ki — Fpa (B™) 45 TiBFpuk (2.41)
=Tkt —Tuka(B™) 45 TiLe

erhalten. Da wiederum die Ableitungsreihenfolge keine Rolle spielt, gilt

0="Tukie =Tk = (B™Y) ag (Tukalie = Turaliks) . (2.42)

Die Ableitungen der Christoffelsymbole wollen wir nun noch mithilfe der rechten CG-Tensoren schrei-
ben. Dazu berechnen wir die Ableitung Letzterer und ersetzen die vorkommenden Produkte aus Defor-
mationstensoren und ihren Ableitungen durch die entsprechenden I'-Tensoren. Eine einfache Rechnung
ergibt zunachst

Biyk =Tiks+T ki (2.43)
und eine anschlieBende Vertauschung der Indizes und Auflésung nach den Christoffelsymbolen
Ciuk = % (Byk, + Bikg— Biyk) - (2.44)
Mit diesem Ausdruck kénnen wir Gl. (2.42) schlieRlich in der Form
0= BikuL — BukiL — BiLuk + Burik =2 (B™) up (Tukal 18 — TuLaliks) (2.45)

schreiben oder sie unter Verwendung von 2E = B — | zu einer Bedingung an die Green-Lagrange
Dehnung umformulieren. Diese Bedingung wird von einer gegebenen, hinreichend glatten, regularen
Deformation notwendigerweise erfiillt. Dariiber hinaus ist Gl. (2.45) auch hinreichend fiir die Existenz
eines glatten, regularen Deformationsfeldes zu einer gegebenen Dehnung E [Blug9].

2.3. Voigtsche Notation

Aus der Symmetrie der Brugger-Konstanten in Gl. (2.12) folgt, dass hoéchstens 21 (triklines Medi-
um) der 81 Komponenten des Tensors der elastischen Konstanten zweiter Ordnung unabhangig sein
konnen. Auflserdem lasst sich aufgrund der Symmetrieeigenschaften, der Steifigkeitstensor durch eine
Matrix reprasentieren, die s.g. Steifigkeitsmatrix (C;;). Fiir diese sogenannte Voigtsche Notation gilt

Ci1 Ci2 Ci13 Cia Cis Cyg Cr111 Crizo Ciizz Ciioz Criiz Crire
Cao Coz (o4 Cos (o6 Coooo Co23z (o223 (o213 (o212
C33 C34 C35 Cze | _ C3333 (3323 (3313 (3312 (2.46)
Caa Cys Cue C2323 (2313 (o312 '
Css Cse Ci313 Ci312
Ce6 Cio12

Die Steifigkeitsmatrix (Cyy) kann also nicht mehr als Tensor aufgefasst werden, da sie sich in den
Transformationseigenschaften unter realen, orthogonalen Koordinatentransformationen von Letzte-
rem unterscheidet.

Definition 2.1 (Voigtsche Notation). Im Falle symmetrischer Tensoren kann die abgekiirzte bzw.
Voigtsche Schreibweise verwendet werden. Fiir den Spannungs- und den Dehnungstensor definiert
man entsprechend

1 1

01 0Oe Os 011 012 013 €1 €6 5€5 €11 €12 €13
. 1 .

02 04| = 022 023 |, €2 3€ | = €22 €23

03 033 €3 €33
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2.3 Voigtsche Notation

und
Y. = (01,02,03,04,05,06), E = (€1,€2,€3,€4,€5,¢€6)
A

Das lineare Hookesche Gesetz lautet somit in Voigtscher Notation

o1 Ci1 Ci2 Ci3 Cisa Cis5 Cis €1

02 Coa (o3 (o4 Cos Cog €2

o3 [ _ C33 C34 C35 C36 | | €3 (2.47)

04 Cas Cys Cae €a | '

o Css Cose €5

06 Ce6 €6

Definition 2.2 (Verkiirzer). Fiir die Verbindung zwischen verkiirzter und voller Schreibweise soll im
Folgenden ein Verkiirzer (v 4) benutzt werden, der wie folgt definiert ist:

Viga =015(e)a+ (1 —=08,)(€9—1—s)a

014 0sa Osa (2.48)
= doa Os4a| .
034/
wobei in der ersten Zeile weder liber | noch tiber J summiert wird. A

Mithilfe dieses Tensors lassen sich die Spannungs- und Dehnungstensoren leicht verkiirzen und ex-
pandieren. Es gilt

-1
0jj = Vij10] €jj = V/J'ID/KEK (2.49)
-1
o] = DIK VijkOjj €1 = VijI€jj (2.50)

wobei die Diagonalmatrix Djy = v;jjvj;y aus der doppelten Kontraktion zweier Verkirzer hervorgeht.
Das Hookesche Gesetz in der obigen verkiirzten Form zum Beispiel ldsst sich mithilfe des Verkiirzers
leicht herleiten. Kontrahiert man auf beiden Seiten der urspriinglichen Tensorfassung mit dem vjja

Vija0ij = VijaCijki€xl, (2.51)
ersetzt die Dehnung entsprechend (2.49) und die Spannung gemaf (2.50), so folgt
Cag = D2 viicCijkivikipDp g (2.52)

fiir die verkiirzte Form der Steifigkeitsmatrix.

Bemerkung 2.5 (Transformation in Voigt'scher Notation). Fiir eine gegebene lineare Transformation
mit der Transformationsmatrix a

dil di2 di13
(aij) = | d21 d22 a3
da31 d32 4as3

lasst sich der transformierte Tensor & als

5'kl = dkjd|j0jj.
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2 Grundlagen

schreiben. Mithilfe des Verkiirzers erhalten wir unter Verwendung der Regeln aus Gl. (2.49)
VijI01 = ajkajIVkIKOK (2.53)
und durch doppelte Kontraktion beider Seiten mit v;;; und Multiplikation mit D~ schlieRlich
G1=T70y (2.54)
mit
T7) = Dy vijsaikajivVik (2.55)
als verkiirzte Transformationsmatrix. Analog erhalten wir fiir die Dehnungen
Vij1Dj €k = aikajvin D€k, (2.56)
sodass sich diese in verkiirzter Schreibweise mithilfe der Matrix
Tf = vijaikajvkik Dy = DikTZ, D} ) (2.57)

transformieren. Im Falle einer Drehung a € SO(3) sieht man leicht, dass die inversen Transformati-
onsmatrizen durch

o—1 -1 eT €
(T )IJ = D,y VijkakiajjVkiy = (T )U =T5 (2.58)
gegeben sind. Explizit ist
2 2 2 5 5 5
ary aio ais d12a13 a11d13 dai11ai2
2 2 2
321 822 323 2322823 2821823 2821822
2 2 2
7o | asp ass 2a3»a33 2az1as3 2az1a32 (2.50)

a21a31 dp2asp dp3as3  Ap3asp + @xpdsz  a@23d31 + a»1ad33  azeadsir + axias
d11a31 d12a32 3d13a33 d13a32 + 312933 313931 + 11333  d12a31 + d11a32
ai1dp1 dipadxy  a13a@23  d13dx2 + a@1pdp3  a13d21 + a11823  adiparr + ajiax

die verkiirzte Transformationsmatrix der Spannung und

2 2 2
351 3%2 3%3 a12a13 a11a13 ai1di12
3%1 3%2 3%3 an»2an3 do1a23 an1an?
TE — a3 a3p d33 a32a33 a31a33 a31as3

2ar1a31 2appazy 2a»3a33  a»3asp + @»asz  a@»3asi + a»1dsz  axasi + aziasn
2ai11a31 2aipazy 2a13a33  a13a32 + a12333 13331 + 311433 12331 + a11d32
2ai1a21 2a1pax 2a13a33 a13a2 + @12a23  a@13a21 + a11d23  A12d21 + a11d»

ebendiese Matrix der Dehnung. Wie aus Gleichung (2.57) bereits ersichtlich, geht die Transformations-
matrix der Dehnung aus 77 durch Halbierung der letzten drei Spalten und anschlielende Verdoppelung
der letzten drei Zeilen hervor.

A

Die Transformationsmatrizen ermaglichen es nun, die Steifigkeitsmatrix (und ebenso die Nachgiebig-
keitsmatrix) in einem transformierten Koordinatensystem zu berechnen. Sei dazu eine lineare Trans-
formation mit der orthogonalen Matrix a gegeben. Das Hookesche Gesetz im transformierten System
lautet

iI — €IJEJ
TEk = CiyTSEL
Yk = (T%) ks CuTSLEL.
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2.3 Voigtsche Notation

Mithife der obigen Bemerkung folgt nun
Cry =TT Cru. (2.60)

fiir die Steifigkeit im transformierten System.

Beispiel 2.1 (Drehung um z-Achse). Eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn um die z-
Achse, d.h.

0O -1 0

a=1|1 0 O

0O 0 1

lautet damit in Kurzschreibweise
01 0 0O O O
1 00 0 0O O
001 0 0 O
g __ € __

m=T-= 000 O 1 O
000 -1 0 O
O 00 0 0 -1

Fordert man, dass die Steifigkeitsmatrix (C;y) invariant gegentiber dieser Transformation sein soll,
d.h.

Cxr =Tg,CiiTY,

so vereinfacht sie sich zu

Ci1 Ci2 Ciz O 0 Cie
Ci1 Ciz O 0 —GCee
C 0 0 0

Oy _ 33
(CIJ)* C44 0 0
Cya 0
Ce6

A

Bemerkung 2.6 (monokline Symmetrie). Fiir ein monoklines Materialsystem, dessen Symmetrieebene
mit der xy-Ebene zusammenfillt, d.h. fir

10 0
A=1(0 1 0
0 0 -1

erhalt man die Steifigkeitsmatrix

Ci1 Cio Gz O 0 Cis
Cox Coz O 0 (o

crem = 2.61
( 1J ) C44 C45 0 ( )
Cas 0
Ce6
A
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2 Grundlagen

Tabelle 2.2.: Konstanten dritter Ordnung fiir ausgewahlte Symmetrien. Die Symmetrieebene im mo-
noklinen Fall ist die xy-Ebene.

Symmetrie Anzahl TOEC

Cii1 Ciiz Ciiz Ciis Cioo Cioz Cioa Cizz Cizg Ciag

onoklin 39 Cis5 Cise Cies Cooo Cooz Coos Cozz Cozg Coss Coss
Cose Coes (333 C33s Czaa C3s5 C3zs6 Cze6 Cass  Cyss
Css6  Caee
Cii1 Ciiz Criz Cioo Cioz Cizz Ciaa Ciss Cies Coxo

orthotro 20

P Cooz Coz3 Coss Coss Coes C333 Czaa Czss Cze Case
kubisch 6 Cii1 Ciiz Cioz Cias Ciss Cuse
isotrop 3 Ci11 Ci1o C123

Bemerkung 2.7 (kubische und isotrope Materialien). Fiir kubische Materialien sind nur noch drei der
21 Komponenten des Steifigkeitstensors unabhangig, sodass man

Ci1 Ci2 Ci2 O 0 0
Ci1 G2 O 0 0
C 0 0 0
cub) __ 11
(Cif°) = Cu 0 0 (2.62)
C44 0
Caa
erhalt. Im isotropen Fall reduziert sich die Anzahl unabhangiger SOEC auf zwei, d.h.
C11 C12 C12 0 0 0 }\+2/1, A A 0 0 O
C11 C12 0 0 0 >\—|—2/J, A 0 0 O
i Ci1 O 0 0 A+2u 0 0 O
iSO\ _ - —
(C7) = Cg 0 0 Lo ol (263
Caz 0 CRY
Ciz z
mit Ci2 = 1 (C11 — C12). A

In analoger Weise erhalt man fiir die Konstanten dritter Ordnung
Ciuk =TI TimTrnCLmn,

womit sich zeigen lasst, dass die Anzahl unabhangiger TOEC zwischen drei im isotropen Fall und 56
im triklinen Fall variiert. In Tabelle 2.2 sind die konkreten Konstanten sowie deren Gesamtanzahl fiir
einige Symmetriegruppen zusammengefasst.

Bemerkung 2.8 (SOEC und TOEC fiir isotrope Medien). In isotropen Materialien gibt es lediglich
zwei unabhangige Konstanten zweiter und drei unabhangige Konstanten dritter Ordnung, die sich auf
verschiedene Weise definieren lassen. Die Zusammenhange zwischen den einzelnen Tensoren vierter
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2.4 Die Christoffelgleichungen

bzw. sechster Stufe und den zwei SOEC bzw. drei TOEC lauten dann

Cijki = N0jj0ks + 1 (8idj1 + 6isdji) (2.64)
Cijkimn = v10;0ki10mn
+ v [65j (6knOim + OkmOin) + Ok (8inbjm + 8imbjn) + Omn (8i10jk + 8ikdj1)]
+ v3 [5km (5,‘,76J'/ + 6/'/5]n) ~+ Okn (6im5jl + 5/I5jm)
+0/m (5in5jk + 6Ik5jn) —+0in (6,‘m5J‘k + 5ik5jm)] ,

wobei A und  als SOEC und vy, vo und v als TOEC gewahlt wurden. Die Beziehungen zu alternativen
Definitionen (z.B. Murnaghan-Konstanten) sind dem Anhang zu entnehmen (Tab. A.1). A

(2.65)

2.4. Die Christoffelgleichungen

Einsetzen der konstitutiven Gleichung (2.18) fiir den ersten Piola- Kirchhoffschen Spannungstensor
in (2.28) ergibt

» 1
piii = Pijy = (Siskt + SiskLmnUm,n) Uk, gt + <5i3kL,3 + 25/3kLm/\/,3Um,/v) Uk, L, (2.66)

wobei der zweite Summand lediglich die in dieser Arbeit relevanten Anderungen der SOEC in Tie-
fenrichtung einbezieht. Im hiesigen Kapitel sollen zur Vereinfachung jedoch nur homogene Medien
betrachtet werden, sodass dieser Summand entfallt.

Fir kleine Dehnungen konnen alle Terme hoherer Ordnung bzgl. der Verschiebungsgradienten vy,
in Gl. (2.66) vernachlassigt werden und es ist in diesem Fall auch nicht n&tig, zwischen Momentan-
und Referenzkonfiguration zu unterscheiden. Wir erhalten eine lineare Gleichung, deren Losung wie
gewohnlich als

u(q) = Ab(q)exp[i(q- X —w(q)t)], (2.67)

mit Wellenvektor g und Frequenz w(q) angesetzt werden kann. Gelegentlich wird im Folgenden auch
die Abkiirzung U; .= Ab; verwendet. Eingesetzt in Gleichung (2.66) ergibt das mit

pw?u; = T iguy, (2.68)

die wohlbekannten Christoffelgleichungen. Die Matrix [ = Cjjxq;q; wird dabei als Christoffelmatrix
bezeichnet und bestimmt iiber ihre Eigenwerte und Eigenvektoren, die dem gewahlten Wellenvektor
entsprechenden Phasengeschwindigkeiten und Polarisationen. Zusatzlich wurde angenommen, dass
der Korper keinen Vorspannungen unterliegt und die Huang-Koeffizienten S;jx; zweiter Ordnung gleich
den symmetrischen Brugger-Koeffizienten Cjjx/ sind. Sofern nicht explizit anders angegeben, werden
wir diese Voraussetzung im Folgenden beibehalten.

Die Steifigkeitsmatrix wird aufgrund ihrer Symmetrien in der Literatur gewohnlich in verkirzter
Schreibweise angegeben. Die Expansion derselben zu einem Tensor vierter Stufe erweist sich ohne
Hilfsmittel jedoch als recht umstandlich. Es ist also sinnvoll zu wissen, dass man mit

Cik = CunViimVikin g = Cmnamidnek, (2.69)

die Christoffelmatrix direkt aus der Voigtschen Notation der Steifigkeit berechnen kann. Hier wurde
der gegebene Vektor g mithilfe des Verkiirzers zu einer Matrix

g 0 0 0 g @
aui=|0 ¢ 0 g 0 aq (2.70)
0 0 a3 @ o 0/,
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2 Grundlagen

expandiert. Wohlgemerkt handelt es sich bei der umgekehrten Reihenfolge der Subskripte auf beiden
Seiten um keinen Schreibfehler. Nichttriviale Losungen der Christoffelgleichung liegen im Nullraum der
Matrix ' — pc?, sind also fiir jede vorgegebene Ausbreitungsrichtung q aus den Nullstellen der Deter-
minante zu berechnen. Man bekommt eine kubische Gleichung in pc?, die im Allgemeinen numerisch
zu |osen ist.

2.5. Volumenwellen

Die einfachsten Losungen des linearen Teils der Gleichung (2.66) bilden ebene, monochromatische
Wellen in homogenen Medien mit realem Wellenvektor ¢ = kn und dem Polarisationsvektor b:

u; = Abjexp [ik(nsxs — ct)] . (2.71)

In einem homogenen, isotropen Medium gibt es keine ausgezeichneten Richtungen und wir konnen
ohne Einschrankung eine sich in x-Richtung ausbreitende Welle betrachten. Die Christoffelmatrix
lautet in diesem Fall

1 00
1 0 00 0O 888 Cll C16 C15 >\+2,LL00
(Fik)=10 000 0 1f(CaB) [y g o] =|Cer Ces Cos| = 0 w0
O 000 1O C51C56C55 0 0/.L

0 01

010

(2.72)

hat also lediglich zwei unterschiedliche Eigenwerte. Der Eigenvektor zum ersten Eigenwert ist parallel
zur Wellenausbreitungsrichtung und beschreibt somit eine Longitudinalwelle (Abb. 2.2, links), die sich

mit der Phasengeschwindigkeit
A+ 2
=/ J; a (2.73)

ausbreitet. Die zweite Losung ergibt eine Transversalwelle, also eine senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung polarisierte Welle, deren Phasengeschwindigkeit sich damit zu

Ccr = \/g (2.74)

ergibt. Eine Unterscheidung der Transversalwellen in horizontal (SH) und vertikal (SV) polarisierte
Wellen (Abb. 2.2, Mitte und rechts) ist hier also nicht moglich, da, wie eingangs bereits erwahnt, es
in einem unendlich ausgedehnten Medium schlicht keine Auszeichnung der senkrecht zum Wellenvek-
tor stehenden Richtungen gibt. Die schiere Existenz ausgewiesener Richtungen, wie etwa in einem
Halbraum, reicht fiir die Existenz von SH-Wellen jedoch auch nicht aus. Es miissen dariiber hinaus
auch gewisse Randbedingungen erfiillt werden, wie es z.B. fiir Platten der Fall ist.

Mithilfe der Umrechnungstabelle A.1 lasst sich zeigen, dass das Verhaltnis von Longitudinal- zu Trans-
versalwellengeschwindigkeit lediglich von der Poissonzahl v abhangt. Es gilt

2
Atou 2-2
<CL> _ At - (2.75)

cr w o 1-2v
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2.6 Oberflachenwellen

//l{/,///
/ I/
////////I///

Y
//
Y

Ausbreitungsrichtung

Abbildung 2.2.: Verschiebungsfeld fiir Longitudinal- (links) und Transversalwellen, wobei letztere noch
in SV (Mitte) und SH (rechts) unterteilt werden konnen, sofern es eine Referenzebene gibt, etwa die
Deckflache der gezeigten Wiirfel im Materialsystem.

cL/cr
3

0 v
0 0.1 02 03 04

Abbildung 2.3.: Verhaltnis von Longitudinal- zu Transversalwellengeschwindigkeit von Volumenwellen
in Abhangigkeit von der Poissonzahl im isotropen Medium.

2.6. Oberflachenwellen

Mit dem allgemeinen Ansatz fiir die Losung der Bewegungsgleichung konnen neben Volumenwellen
auch Oberflachenwellen (surface acoustic wave, SAW) beschrieben werden. Fiir eine sich in Xi-
Richtung ausbreitende und in X3-Richtung abklingende Welle kann man etwa

u(k) = Aexp[i(kX1 — wt)] bexp [akX3] = Abexp[i(q - X — wt)] (2.76)

mit dem Wellenvektor g = k(l,O,—ia)T als Losung der Bewegungsgleichung ansetzen. Wir be-
trachten also eine sich in X;-Richtung ausbreitende und in X3-Richtung abklingende, harmonische
Welle. Aufgrund der Linearitat ist es ausreichend, die Losung fiir eine Frequenz zu betrachten. Den
Ansatz (2.76) setzen wir nun in die Christoffelgleichung (2.68) ein und bekommen so komplexwertige
Eintrage in der Christoffelmatrix.
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2 Grundlagen

Isotrope Medien

In isotropen Medien erhalten wir fiir den speziell gewahlten Vektor g die einfache Form

A+2u —a’u 0 —ia(X+ u)
pw?u = k2 (1—a?)p 0 u (2.77)
p—a?(X+2u)

mit den bekannten Lamé-Konstanten A und . Die Forderung nach einer nichttrivialen Losung fiir das
Verschiebungsfeld liefert wiederum die Eigenwertgleichung der Christoffelmatrix (Dispersionsrelation)

“—,'k - pw26,-k| =0 (2.78)

und damit die Abklingkoeffizienten

oc? c2 pc? c?
=4/1- =4/1—-——= d = fl-—=4/1 - —=. 2.79
oL \/ A+ 2u c? un or \/ L cz (2.79)

Da die Determinante verschwindet, ist u nur bis auf die multiplikative Konstante A eindeutig bestimmt.
Wir setzen b= (1,0, p)" an und erhalten

pt—x—(2—-ad)u

= 2.80
' (A + war (2:80)
d.h.
o= ——— vrow (1 N\ 2| —a (2.81)
und
pr—— - A+ ) + 122N ez — e (2.82)
T O was [T TR T ) e T |
Das Verschiebungsfeld aus 2.67 konnen wir nun als
ui(X, k) = Aexp [i (kX1 — wt)] w;( X3, k) (2.83)
1
w;(X3, k) = birexp (c,kX3) = (- | 0 | exp(arkX3) (2.84)
Pr

i

schreiben, wobei gemaR Summenkonvention iiber r (= L, T)) summiert wird. Das Verhdltnis zwischen
den Konstanten (,(k) erhdlt man schlieBlich aus den gewahlten Randbedingungen. Fiir eine freie
Oberfliche setzt man dazu (2.83) in (2.30) ein und erhilt nach kurzer Rechnung?

2OCLOLT 1+ a%- CL . 0
(1 + aZ 2 ¢r) \o)- (2.85)
Fir nichttriviale Losungen des homogenen Gleichungssystems muss die Determinante der Koeffizien-

tenmatrix verschwinden und man bekommt die bekannte Rayleigh-Gleichung

0=(14+0a%)?—4a,ar. (2.86)

®man beachte, dass (A +2u)af = (A + ) + pad bzw. (A +2u)af — A = u(l + aF)
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2.6 Oberflachenwellen

Sie beschreibt die Dispersionsrelation fiir Rayleighwellen in homogenen, isotropen Medien. Diese sind
nicht dispersiv, d.h. die Phasengeschwindigkeit hangt nicht von der gewahlten Frequenz ab. Durch
Resubstitution der «; lasst sich die Dispersionsrelation in die aquivalente, ebenfalls gut bekannte Form

n® —8n* +8(3 —2¢2)n? — 16(1 — £2) =0, (2.87)

n=c/cr, £ =cr/cL
bringen. Ausgehend von der Naherung [Ach73]

. 0.862+1 14

2.88
1+v cr ( )

kann man die Phasengeschwindigkeit schnell iterativ, numerisch berechnen. Die spezielle bikubische
Form der Gleichung erlaubt sogar eine analytische Losung [Mal00].

Mithilfe von GI. (2.85) und der Rayleigh-Gleichung ergibt sich die gesuchte Beziehung zwischen
den Vektoren aus Gl. (2.83) zu (7/{, = —y/arar. Das Verschiebungsfeld fiir Rayleighwellen in
homogenen, isotropen Medien vereinfacht sich somit zu

. 1 —\/a arT a kX3
U = Ael(kXi—wi) 0 0 <2aTkX3> (2.89)
en i\/CXL/OtT i r
_ AL aTAr o kX3
— oikX1—wt) 0 0 <66a7kx3> (2.90)
,

(—iap )AL (—)AT

ir

wobei die neuen Amplituden A; = A und Ar = —\/a; /aTA eingefiihrt wurden. In Abb. 2.4 ist
das momentane Verschiebungsfeld einer von links nach rechts laufenden Rayleighwelle beispielhaft
abgebildet.

X2 /
X3

Ausbreitungsrichtung

Abbildung 2.4.: Verschiebungsfeld einer von links nach rechts laufenden Rayleighwelle (links) mit
tiefenabhangigen Schwingungsellipsen und jeweiligem Drehsinn.

Zunachst stellt man fest, dass die Amplitude der Verschiebungen gemald den exponentiell abfallenden

Termen in Gl. (2.89) zu groBeren Tiefen hin abnimmt. Die longitudinale Komponente hat dariiber-
hinaus eine Nullstelle bei kX3 = —(Ina; —Inat) /2(a; — ar). Dieser Ausdruck ist fiir positive
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Wellenzahlen k und fiir Poissonzahlen 0 < v < 0,5 stets negativ (vgl. Abb. 2.3). Die Transver-
salkomponente hat dagegen keine Nullstelle im Bereich —oco < X3 < 0. Da die Auslenkungen an
einem festen Ort X7 in Abhangigkeit von der Zeit Ellipsen beschreiben, deren Halbachsen durch die
w; vorgegeben werden, fiihrt die Nullstelle in der longitudinalen Komponente zu einer Umkehrung des
Drehsinns der Schwingungsellipsen. Wie im vergrolerten Ausschnitt in Abb. 2.4 gut zu erkennen ist,
wechselt dieser von retrograd an der Oberflache zu prograd unterhalb der genannten Nullstelle.

Kubische Medien

Im Gegensatz zu isotropen Korpern gibt es in kubischen Medien ausgewiesene Richtungen, die durch
die Ausrichtung der kubischen Achsen vorgegeben werden. Breitet sich ein Welle entlang einer dieser
Achsen, etwa der Xi-Achse, aus, so hat die Steifigkeitsmatrix die in Gl. (2.62) gegeben einfache
Form. Die Christoffelmatrix lautet in diesem Fall

C11— a?Caa 0 —io (C12 + Caa)
k=T = 0 — (0® = 1) Caa 0 , (2.91)
—ia (C12 + Caa) 0 Cas — 0?C11

aus deren Eigenwerten sich wiederum die Wurzeln fiir o berechnen lassen. Da die betrachtete Ray-
leighwelle keine Komponenten in X»>-Richtung besitzt, reduziert sich die charakteristische Gleichung
fir (I'jx) und die relevanten Abklingkoeffizienten lauten

1
af, = e <A1 F /24243 + A%)

AL = C3, — C12(C12 +2Ca4) — pc? (C11 + Caa)
Ax = pc? (C11 + Cas — pc?) — C11Caa
Az = 2C11Caq.

Die X3-Komponente der Teilverschiebungsvektoren aus Gl. (2.80) berechnet sich in dieser Geometrie
zu

Py = .,OC2 —Ci11+ OCEC44
g a, (Ci2 + Caa)

(2.92)

Aus den Randbedingungen bekommen wir fiir das Verhaltnis der beiden Verschiebungsvektoren

C12(C12 + Caa) + C11 (pc® — C11 + a3Caa)

(/¢ =— , (2.93)
C12 (C12 + Caa) + C11 (pc? — C11 + 03Cas)
sodass wir schlieRlich
) 1 C2/C1 eo‘lkX3
up = AeltkXai—wt) | g 0 (eazm) (2.94)
r

pr Co/Cip2

ir

schreiben konnen. Zur Berechnung der Verschiebungen aus den gegebenen Materialkonstanten muss
jedoch zundchst die Phasengeschwindigkeit der Rayleighwelle aus der Dispersionsrelation (vgl. Gl.
(2.78)) bestimmt werden.
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2.7 Gruppengeschwindigkeit

2.7. Gruppengeschwindigkeit

In dispersiven Medien ist die Phasengeschwindigkeit einer monochromatischen Welle abhangig von
ihrer Frequenz. Der Geschwindigkeitsvektor eines Wellenpakets, das sich aus mehreren monochroma-
tischen Wellen unterschiedlicher Frequenz zusammensetzt, weicht daher in Betrag und Richtung von
den Phasengeschwindigkeiten und Wellenvektoren der Einzelkomponenten ab. Dieser Vektor wird als
Gruppengeschwindigkeit bezeichnet und ergibt sich als Gradient der Frequenz beziiglich der Phasen-
geschwindigkeit. Da wir hier Oberflachenwellen betrachten wollen, interessiert uns lediglich die X;-
Komponente ¢ := Ow /Ok, die wir aus der Dispersionsrelation bekommen. Sofern Letztere nur im-
plizit gegeben ist, erhalt man die gesuchte Ableitung wie gewohnlich mithilfe des Satzes liber implizite
Funktionen.

Wir wollen nun einen Ausdruck fir die Gruppengeschwindigkeit mithilfe des Verschiebungsfeldes einer
linearen Welle ausdriicken. Wir betrachten dazu zwei Losungen der linearen Bewegungsgleichung vom
gleichen Modus, wobei sich die Wellenzahlen der beiden Losungen geringfligig voneinander unterschei-
den. Es seien also ohne Einschrankung

u™ = wi(Xs, k) exp [i (kX1 — wt)] (2.95)
und
u™) = wi(Xs, k + 6k) exp [i ((k + 6K) X1 — (w + dw) t)] (2.96)

zwei sich entlang der freien Oberflaiche X3 = 0 in Xi-Richtung ausbreitende Rayleighwellen. Wir
,-(1) in die Bewegungsgleichung ein, multiplizieren mit u,.(ll)*
Produkt aus u,-(l) mit der konjugiert komplexen Bewegungsgleichung von u
gesamte Tiefe ergibt zunachst fir die linke Seite

und subtrahieren davon das
(1)

i

setzen nun u
. Integration liber die

0 1\ * n* 0
/ pufl)ui(l) - ui(l) [pufl )} dX3 = 2w6w/ ow;i (X3, K)wi(X3, k)* dX3 + O(6w?).  (2.97)
Auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung erhalten wir mithilfe partieller Integration und der
linearen Randbedingung

0 * N *
/ uY D) Sy DL (k) — o™ [Dj(k +6K)Si LDy (k + 5k)ut )} dXs
oo . (2.98)
= ~i(5k/ Llj(l)s,'lkL ['DL(/()U,((I)} - ['D_/(k)ul-(l)} S,-Jklu,gl) dX3 + O (5/(2) ,

wobei alle Terme hoherer Ordnung vernachlassigt wurden und zusatzlich der Ableitungsoperator

Du(K) = bp1ik + 6L388X3, (2.99)
zur Vereinfachung der partiellen Ableitungen eingefiihrt wurde. Das Argument k soll hier und im
Folgenden weggelassen werden, wenn klar ist, welche Wellenzahl gemeint ist. Aulerdem wurden die
Symmetrieeigenschaften des Tensors S unter Annahme eines verlustfreien Mediums (p* = p, S* = S)
benutzt. Die Gleichung lasst sich unter diesen Voraussetzungen weiter vereinfachen, sodass wir fiir
die Gruppengeschwindigkeit schlieBlich*

0
G = ?: = [N(K)] ! 23/ w; (X3, k)" Sjtke [Drwk (X3, k)] dX3 (2.100)

— 00

*Fiir die richtigen Vorzeichen beachte man, dass i (c — c*) = 23 (¢*) fiir alle ¢ € C gilt.
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2 Grundlagen
mit
0
N(k) = 2w(k)/ PW; (X3,k)* 7% (Xg,k) dX3 (2.101)

erhalten. Homogene Medien implizieren keinerlei Langenskala, sodass die Integration aquivalent tber
kX3 ausgefiihrt werden kann. Der Nenner N ist in diesem Fall unabhangig von der Wellenzahl. Ist
das Medium zusatzlich isotrop, so muss die Gruppengeschwindigkeit aufgrund des nichtdispersiven
Charakters von Rayleighwellen gleich der Phasengeschwindigkeit sein.

Sind die linearen Materialeigenschaften tiefenabhangig, so behdlt Gl. (2.100) weiterhin ihre Giiltig-
keit. Das ist wichtig, da wir in spateren Rechnungen die Dispersion der Oberflachenwellen nicht von
vornherein ausschliefen mochten.
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3. Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung

In hyperelastischen Materialien wird die Starke der Gitternichtlinearitat durch die entsprechenden
Konstanten dritter Ordnung bestimmt [Mur51]. Diese kénnen aus der Messung der akustoelastischen
Konstanten berechnet werden [TB61, TB64,NYS73,EB76,BPZ*83,CY87], die die relative Anderung
der Phasengeschwindigkeit sich im Medium ausbreitender, akustischer Wellen in Abhangigkeit einer
eingebrachten Dehnung des Korpers angeben.

Sofern Vordehnung und Uberlagerte Dehnung im elastischen Bereich des Korpers bleiben, kann die
Vorspannung mithilfe der Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes fiir hyperelastische Materialien
bzgl. der Dehnungen ausgedriickt werden. Die Formulierungen der folgenden Gleichungen im natiirli-
chen Zustand sowie im Initialzustand sind dann dquivalent und miissen die selben Materialparameter
liefern.

3.1. Volumenwellen im vorgespannten Festkorper

Die Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung erfolgt hier liber die Messung der Phasengeschwin-
digkeit von Volumenwellen in einem vorgespannten Korper. So wird der Korper letztendlich mit zwei
unterschiedlichen Dehnungen beaufschlagt (siehe Abb. 3.1), wobei die eine klein gegeniiber der an-
deren ist. Ungeachtet dessen sollen beide Spannungen und deren Summe den elastischen Bereich des
Korpers nicht verlassen.

Die Annahme, dass P < P und damit auch Vu < Vu®, erlaubt es, die Gesamtspannung P® um
die Vorspannung P herum zu entwickeln (vgl. [TB64, CY87])

("

5 OP
" _ 5., p0 B

in +0 (i2,), (31)
x=X

wobei sich der Initialzustand im Gleichgewicht befindet und so P,%)ﬁ = 0 und der Verschiebungsgra-

Abbildung 3.1.: Natiirlicher (&,), vorgespannter (X;) und momentaner (x;) Zustand.



3 Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung

dient v als
Uiy = Ul(g - 5/”“/(2 (3.2)

zu verstehen ist. Zur Berechnung der Ableitung benutzen wir die Kettenregel und die Beziehung
zwischen dem PK1 und PK2 aus Gl. (2.21), sodass

f f ), 1 £) (F
P = FaT) = Fur (Comald + 1 Coprsc EDES 3
gilt, wobei
f._ 1 f f £, (f
263 = & (sl + 300l + 20) ”

die momentanen Lagrangeschen Dehnungen bzgl. der Ausgangskonfiguration bezeichnen. Wir erinnern
uns, dass Fjq = Xjq. sodass sich die Ableitungen des PK1 nach den Deformationsgradienten im
Initialzustand schliellich zu
() ()
— 6,.7—0) +F aTaﬁ aEeé
y'ys ia ) )
OE s 0%y .

f
oPy

Oxjy

x=X
| | (3.5)
= 5/’1’7—,52 + 6i15jJFlcx FJe (Caﬁe'y + Caﬁe’yé( E(glc))

= 5,’/5J'J5,(g_/,y
ergeben. Die Initialdehnungen E® ist dabei analog zu den Dehnungen im Momentanzustand als

£ = 5 (Barufy + el + ol uf)) (3.6)
definiert. Die so erhaltenen Ausdriicke SO beschreiben die Konstanten zweiter Ordnung im vorge-
spannten Material, welche selbst von der Vorspannung abhangen. Die Vorspannungen P in Gleichung
(3.1) nehmen hier die Rolle der Konstanten erster Ordnung ein. Diese verschwanden im ungespannten
Zustand und es gdlte S = C.

Betrachten wir nun eine durch das Medium laufende ebene Welle. Diese erzeuge das Verschiebungsfeld
u, das klein gegeniiber der statischen Vorverschiebung u® sei und so die oben getroffene Annahme
erfiillt. Zusammen mit den Gleichungen (3.1) und (3.5) erhalten wir aus (2.28)

y 0 i
poli; = 3, (5/‘/5J‘J5,(5)J7Um> (3.7)

als Bewegungsgleichung im Momentanzustand, wobei pg die Dichte im unbelasteten Medium be-
schreibt. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass wir die Vorspannung als statisch annehmen und
deren Divergenz P,%)ﬁ wegen U,(') = 0 verschwindet.

Nehmen wir an, dass die Fronten der ebenen Welle senkrecht zu einem gegebenen Vektor (v,) ver-
laufen, so ist das Verschiebungsefeld (u;) proportional zu exp [ik (ct — v,£,)], wobei ¢ die Phasenge-

schwindigkeit bezeichnet. Mit diesem Ansatz folgt aus der Bewegungsgleichung (3.7)
p0C2U,' = 6,-,61-J5,(iﬁ)hu5u7uj = 6//6J'J§/JUJ'. (3.8)

Da die uns interessierenden Eigenwerte pc? der Matrix (§,J) rotationsunabhangig sind, die Matrix
selber jedoch sehr wohl Rotationen des Korpers beinhalten kann, soll die Momentanverschiebung u; auf
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3.1 Volumenwellen im vorgespannten Festkorper

Verschiebungen im Materialsystem U, mithilfe von §;;u; = F; U, zurlickgezogen werden (Pullback).
Die neue Eigenwertgleichung lautet dann

POC2U1, = SnUx (3.9)
mit
S =F'FiS. (3.10)

Es handelt sich hier also um nichts anderes als eine Christoffelgleichung zur Huang-Steifigkeit im
Initialzustand.

Wir mochten nun wissen, inwiefern sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle mit der Vorspan-
nung andert. Da fiir unsere Experimente nur uniaxiale Belastungen eine Rolle spielen und es somit
nur eine unabhdngige Variable gibt, wollen wir diese mit p bezeichnen. Die Ableitung von Gl. (3.9)
bzgl. dieser Variablen lautet

('00C2),p U, + pc® (U) = (Sin) p U+ Six (Un) - (3.11)

Ohne Einschrankung kann der Verschiebungsvektor (U,) als normiert vorausgesetzt werden, sodass
wegen U, U, = 1 sofort die Orthogonalitat

UU,, =0 (3.12)

des Eigenvektors und seiner Ableitung nach p folgt. Projektion von Gleichung (3.11) auf U, liefert
zunachst

(PoCZ)Yp =U.(Sia) p Ux + U.Sia (Ur) - (3.13)

Um die gesuchten Konstanten zu erhalten, miissen wir diesen Ausdruck an der Stelle p = 0 auswerten.
Dort ist die Matrix (S,5) wegen Fjq = 0,4 Symmetrisch (Gl. (3.5)), sodass der letzte Term der rechten
Seite wegen

U.Sialp—o = £ Uxlp=g (3.14)

und Gl. (3.12) entféllt und diese sich zu
(pC2),p‘p:O = Ul, (Sl)\)p U}\‘p:O (315)

vereinfacht. Um die gesuchten Geschwindigkeitsanderungen zu bekommen, miissen wir nun noch die
Ableitungen der Matrix

SL)\ == FJIFJ)\S/QJ,YUQ»U,Y
= FL71FJ}\ |:6/JT[§2 + FiaF e (Caﬁs'y + CaﬁerychéiC))} Vgl (3.16)
= {60‘7—5(2 + (2E§\i€) + 5>\e) (CLgery + CLgE,y5cE§iC)>] Vgly
flr die entsprechenden Lastzustande T[ng bilden. In den folgenden Zugversuchen wird die Probe mit

einer uniaxialen Spannung belastet. Erfolgt die Belastung mit der Kraft F etwa in X3-Richtung, d.h.
M; = (0,0,1),, dann ist die Vorspannung durch

U;?zaM/MJI (3.17)

o O O
o O O
Q O o

1J
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3 Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung

mit 0 = F/A = p(Ao/A) gegeben, wobei A und Ag die Querschnittsflacheninhalte der Zugprobe im
initialen und unverformten Zustand beschreiben. Uber einen Pullback der Cauchyschen Vorspannung
in Gl. (3.17) auf natiirliche Koordinaten erhalten wir den gesuchten Tensor T Dessen Ableitung
interessiert uns lediglich an der Stelle p = 0 und wir bekommen

9 ) 0

—T, = —JF;'F oMM,
op B p=0 op~ AT p=0
114 5,
= JFg F oMM+ p—=(...) 3.18
Bl " yJ A p=0 ap =0 ( )
N—_——

=0
= UgH-,
mit pg = 65/M/}p20. Man beachte dabei, dass an der Stelle p = 0 ausgewertet wird und der Ausdruck
vor dem dyadischen Produkt der Spannungsrichtungen sich entsprechend vereinfacht.
Den zweiten Teil der Ableitung der Matrix S aus Gleichung (3.16) konnen wir nun mithilfe der
Kettenregel berechnen, sodass wir zusammen mit Gleichung (3.18)

o o) 0E) o
8751)\ = aaK ?:“)} ) Six (319)
P p=0 P 67_0(,{ ang p=0
= [/J'ﬁ,uf'yéﬂ + btk (25>\eomCLﬁe’y + S5COLKCL5>\’Y§C)] Vply (3-20)

fiir die Anderung derselben erhalten. In unseren Experimenten war die Ausbreitungsrichtung der ein-
geschallten Volumenwellen 13 stets senkrecht zur Zugrichtung ug, sodass das Skalarprodukt beider
Vektoren entfdllt und damit auch der erste Term der rechten Seite.

Zur Auswertung der Ausdriicke benotigen wir den Nachgiebigkeitstensor (saﬁfy(;), der die selben Sym-
metrieeigenschaften besitzt wie der Steifigkeitstensor und daher auch in verkiirzter Form als Matrix

1)E —v/E —v/E 0 0 O
1)E -v/E 0 0 0
B 1)E 0 0 O
S|y = 1/’“ 0 0 (3.21)
1/ 0
IV

dargestellt werden kann. Konkret erhdlt man fiir eine sich in &;-Richtung ausbreitende Welle unter
dem Einfluss einer uniaxialen Spannung in £3-Richtung

0
875”‘ = 25)e33C1e1 + S5¢33C1n16¢ - (3.22)
Mo

Unter Zuhilfenahme der Tensordarstellung der TOEC in GI. (2.65) erhalten wir schlieRlich

v+ 200 =20 (N +2u + vy + 4o + 4us)
x diag Vo — 2 (U + 1o + 213) . (3.23)
p=0 2u+ Vo 4+ 2v3 —2u (V2 + 13)

In der gewahlten Konfiguration ist die Ableitung der Geschwindigkeitsmatrix also diagonal und besitzt
drei verschiedene Eigenwerte. Zu diesen Eigenwerten gehdren damit drei verschiedene, zueinander
orthogonale Eigenvektoren, die die Polarisation der entsprechenden Welle angeben. Da sich die Welle
hier in &;-Richtung ausbreitet, gehort der erste Eigenwert (Zahlung entlang der Diagonalen) zur
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3.1 Volumenwellen im vorgespannten Festkorper

Abbildung 3.2.: Messprinzip zur Bestimmung der TOEC. Abgebildet ist zunadchst die knochenformige
Zugprobe (oben), an der mit der Kraft F gezogen wird. Wahrend der Belastung wird die Longitudinal-
(links) und Transversal-wellen-geschwindigkeit bestimmt, wobei die Phasengeschwindigkeit der Scher-
wellen sowohl fiir zur Zugrichtung parallele (Mitte) als auch senkrechte Polarisation gemessen wird.

Longitudinalwelle. Der zweite Eigenwert gehort zur Transversalwelle, die senkrecht zur Zugrichtung
polarisiert ist und der dritte damit zur parallel zur Zugrichtung polarisierten Welle (siehe Abb. 3.2).
Im Allgemeinen muss die Wellenausbreitung nicht genau senkrecht zur Zugrichtung stattfinden, und
auch die Polarisationen der eingeschallten Wellen miissen nicht parallel oder senkrecht zur Zugrichtung
ausgerichtet sein. In diesem Fall wiirde man wiederum die Eigenwerte berechnen, den grolten Wert
aber nun der Quasilongitudinalwelle zuordnen, die beiden anderen den Quasitransversalwellen.

Mit diesen Ausfiihrungen konnen wir fiir unseren Spezialfall die neuen Phasengeschwindigkeiten

POC%:>\+2,u+p[l/1—|—21/2—21/()\4-2“4_1/14_4,/2_’_4[/3)]
A
:>\+2M+P[2(/—>\)—M(2m—>\)],

P0C? = W+ plvo —2v (u+ v + 213)]
[ nax+u
= —>\——7 s
w+pim 2 1 ]

PoCT = b+ P26+ v2 + 2u3 — 2u (13 + v3)]

(3.24)

[ ni
=k+p m+2(%+u)+]
I 4u

der Longitudinalwelle (cs), der senkrecht zur Zugrichtung polarisierten Transversalwelle (¢ ) sowie
der in Zugrichtung polarisierten Scherwelle (c|) angeben. Die jeweils angegebenen rechten Seiten
unterscheiden sich hier nur in der Wahl der Konstanten dritter Ordnnung (1. Brugger, 2. Murnaghan).
In typischen Zugversuchen an den uns interessierenden Legierungen sind die auftretenden Dehnungen
und die damit einhergehenden Geschwindigkeitsanderungen sehr gering. Es erscheint also sinnvoll,
die Gleichungen (3.24) zu linearisieren. Mit der Entwicklung der aktuellen Phasengeschindigkeit ¢ =
co + (8¢ /Op) p nach dem Parameter p an der Stelle p = 0 bekommen wir fiir die Differenz der
Geschwindigkeitsquadrate

0
?-cg= 2coa—;p +0 (ACQ) , (3.25)
wobei Ac = (0c /Op) p. Weiterhin ist die Querschnittsfliche der Probe an der aktuellen Messstelle
meist nicht bekannt oder kann nur ungenau bestimmt werden. Die fiir die Zugversuche verwende-

te Zugmaschine besitzt jedoch einen Makrowegaufnehmer, mit dessen Hilfe die Langenanderung der
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3 Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung

Probe im Gegensatz zum Querschnitt sehr genau bestimmt werden kann. Eine weitere anwendungsori-
entierte Erleichterung ist daher die Ersetzung des Spannungsparameters p durch einen Dehnungspa-
rameter e. Dieser soll in unseren Versuchen die Dehnung in Spannungsrichtung, d.h. in X3-Richtung
beschreiben. Diese Richtung ist ein Eigenvektor des Deformationstensors und damit gleich der &3-
Richtung im unverformten Zustand. Die Ableitungen nach dem Dehnungsparameter erhalt man nun
mithilfe der Kettenregel und der Feststellung, dass in unserem Falle Op /0e = C33 = E, also gleich
dem Elastizitatsmodul ist.

Die in der Geschwindigkeitsanderung linearisierten akustoelastischen Gleichungen fiir die relative Ge-
schwindigkeitsanderung bzgl. der Dehnung in Zugrichtung lauten nun (vgl. [PSF84])

2N +2u)LE =1 +200 — 20 (N + 2 + vy + 4uvp + 4us)

_ Aiu 205 — mA) — A (h + 2)],
2uLS = v —2u (U + o + 213)
_om—= n (3.26)
= mﬂ Y
2uly =2p+vp + 2v3 — 2v (V2 + v3)
—out 4um 4+ nA

pirean)

wobei die sogenannten akustoelastischen Konstanten (AEC) in der Referenzkonfiguration

8 co 0 ciL 9 9
LC = a— < = | < = | 2
© <ae C®v0>e:0 ' + <ae CL,O) e=0 , I <ae C||’0 e=0 (3 7)

eingefiihrt wurden und c. o die jeweilige Geschwindigkeit im ungespannten Zustand bezeichnet. Die in
den bisherigen Formeln verwendeten Phasengeschwindigkeiten bezogen sich immer auf den natiirlichen
Zustand. Das bedeutet, dass in den Versuchen lediglich die Zeiten zu bestimmen sind, die die Welle
fiir einen Umlauf bendtigt, nicht aber der zuriickgelegte Weg. Die nattirlichen Geschwindigkeiten
¢ ergeben sich dann ilber den Bezug auf den unverformten Zustand, also die Ausgangsdicke dy
der Probe. Die Momentangeschwindigkeit v bezieht sich dagegen auf die aktuelle Dicke d = (1 —
ve)dy der Probe, die durch die Dehnung e in £3-Richtung hervorgerufen wurde. Aufgrund der bloRBen
Unterscheidung bzgl. des zurlickgelegten Weges, stehen beide Geschwindigkeiten daher im selben
Verhaltnis zueinander.

3.2. Bestimmung der TOEC mittels Puls-Echo-Methode

Wie bereits im vorherigen Abschnitt angedeutet, erfolgte die experimentelle Bestimmung der TO-
EC in einem Zugversuch mittels Ultraschall-Puls-Echo-Verfahren. Dazu wurde die Zugprobe in eine
Zugmaschine eingespannt und iiber die Regelung der angelegten Kraft gedehnt (kraftgesteuerter
Zugversuch). Die Langenanderung des Priiflings wurde dabei iiber einen Makrowegaufnehmer (auch
Ansetzaufnehmer oder taktiles Extensometer) gemessen und die Querdehnung der Probe, sofern no-
tig, liber die Querkontraktion berechnet. Zu jeder eingestellten Kraft wurde dann die Laufzeit der
Jeweiligen Wellenmoden bestimmt, nachdem der Wegaufnehmer zum Stillstand gekommen ist.

Der akustische Teil des Messaufbaus bestand dabei aus einem Pulser-Receiver mit Longitudinal- und
Transversalpriifkopf und einem Oszilloskop. Uber die im Pulser-Receiver generierten Schallimpulse
wurden die Schallwellen mittels Priifkopf und geeignetem Koppelmittel senkrecht zur Probenober-
flache eingekoppelt. Aufgrund des Puls-Echo-Betriebs wurden gleichzeitig die Echosignale mit dem
Priifkopf gemessen und iiber ein Oszilloskop grafisch dargestellt, wo sie zur weiteren Bearbeitung
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3.2 Bestimmung der TOEC mittels Puls-Echo-Methode

gespeichert wurden. Die eigentliche Laufzeitbestimmung fiir die jeweiligen Moden erfolgte im Post-
prozess mittels Autokorrelation der Messsignale.

Die Laufzeitmessungen wurden jeweils an drei Positionen der Probe wiederholt (Abb. 3.3), um zufallige
Fehler bei der Messung gering zu halten und mogliche Inhomogenitaten der Zugprobe heraus zu
mitteln. Die Wiederholung erfolgte jedoch stets erst nach einer vollen zyklischen Belastung, da die
Priifkopfe zur gleichbleibenden Einkopplung mit einer Schraubzwinge an der Zugprobe befestigt waren.

lo =70mm ;

Abbildung 3.3.: Zugprobe mit Messpositionen und Angriffspunkten des Makrowegaufnehmers. Ledig-
lich die Messungen an den Positionen 3, 4 und 5 wurden zur Bestimmung der SOEC und TOEC
herangezogen.

Der Abstand zwischen den beiden Messfiihlern des Extensometers betrug lp = 70 mm. Mithilfe der im
unbelasteten Zustand bestimmten Lamé-Konstanten wurden hier die Querdehnung Ad/dy und dazu
die absolute Dickenanderung Ad iber die Querkontraktion berechnet.

Die zugrundeliegenden Werkstoffproben aus In718 und Ti6246 wurden als isotrop vorausgesetzt.
Mithilfe der Longitudinal- und Transversalwellengeschwindigkeit im unbelasteten Zustand konnten die
zwei Lamé-Parameter A und u bestimmt werden. Die Auswertung der drei P- und S-Wellenlaufzeiten in
den vorgespannten Zustanden ergaben schlieRlich die AEC L§), L] und Lﬁ (Tab. 3.1), die, eingesetzt
in Gl. (3.26), die noch unbekannten Konstanten dritter Ordnung /, m und n (Tab. 3.2) ergaben.

Tabelle 3.1.: AEC fiir In718 und Ti6246 an den Positionen 3, 4 und 5 sowie dem Durchschnitt.

Material ~ Position LE, LS Ly
P3 0,248+0,001 —0,314+0,002 —0,9584 0,002

In718 P4 0,248+0,001 —0,313+0,002 —0,96140,002
P5 0,243+0,001 —0,309+0,002 —0,9394 0,002
%) 0,2464+0,003 —0,3124+0,004 —0,953+0,009
P3 0,421£0,001  0,781+0,002 —1,53140,002

Ti6046 P4 0,416+£0,001  1,380+0,002 —1,5024 0,002
P5 0,415+£0,001  0,482+0,002 —1,3234+0,002
%) 0,417+£0,003  0,881+0,266 —1,45240,067

Anhand der Definition der AEC kann man sich hier nochmals die Bedeutung derselben verdeutlichen.
Im Falle von In718 bedeuten die Werte etwa fiir L¢,, dass sich die Phasengeschwindigkeit, bezogen auf
die Referenzkonfiguration, der parallel zur Zugrichtung polarisierten Transversalwelle in Folge einer
Dehnung um 1%, um nahezu 1% andert.

Die ersten Versuche lieferten hier noch keine plausiblen Ergebnisse, da zunachst wahrend der Belastung
der Probe gemessen wurde und die bestimmten Konstanten aufgrund von Kriechvorgangen noch stark
von der Dehnung abhangig waren. Messungen wahrend der Entlastung der Probe verbesserten die
Ergebnisse deutlich. Aulerdem wurde die Probe vor dem eigentlichen Zugversuch mehrmals zyklisch
be- und wieder entlastet.
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3 Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung

Tabelle 3.2.: TOEC fiir In718 und Ti6246 an den Positionen 3, 4 und 5 sowie deren Durchschnitt.
Die zur Berechnung benutzten Parameter fiir In718 waren X = 121,0GPa, u = 80, 0 GPa, sowie
p = 8220kg/m?3 und fiir Ti6246 X\ = 76,0 GPa, u = 44,0 GPa, und p = 4430 kg/m?.

Material  Position I [GPa] m [GPa] n[GPa]
P3  —5207+ 32 —6064+ 18 —4784+ 23
18 P4  —5305+ 32 —607.0+ 18 —4793+ 23
P5  —5235+ 32 -5090+ 18 —4750+ 23
& 5079+ 54 —6045+ 41 —477.6+ 3.6
P3  —357.6+ 20 —3980+ 1,1 —4850+ 10
6046 P4  —2011+ 20 —3582+ 11 —5613+ 10
' P5  —3245+ 20 —377.4+ 11 —4173+ 1,9
o _3244+212 —377.9412,6 —487,9+43,5

Zur Abschatzung des Messfehlers wurden die drei Fehlerquellen betrachtet, die nach Auffassung des
Autors im Wesentlichen zur Unsicherheit beitragen: die Messung der Probendicke, die Ausrichtung
des Transversalwellenpriifkopfes sowie die korrelative Laufzeitbestimmung.

Obwohl die Probendicke keinen Einfluss auf die natiirlichen AEC hat, geht sie direkt in die Berechnung
der SOEC X und w ein und beeinflusst damit die Endergebnisse. Gemessen wurde die Dicke der Probe
mittels Bligelmessschraube, fiir die eine Messunsicherheit von £2 pm angegeben war.

An der Ausrichtung der Transversalpriifkopfe entscheidet sich letztendlich die Giiltigkeit der Gleichun-
gen (3.26). Um den Einfluss einer Fehlausrichtung abschatzen zu konnen, wurden der Scherwellen-
wandler jeweils um 5° zur parallelen und senkrechten Ausrichtung gedreht und der Zugversuch mit
dieser Ausrichtung wiederholt.

Die Dampfung des Materials fiihrt mit zunehmendem Weg, d.h. mit steigender Echoanzahl, zu weniger
scharfen Peaks, sodass sich auch die Maxima der Autokorrelation zunehmend schlechter auswerten
lassen. Dies fiihrt unausweichlich zu Fehlauswertungen dieser Positionen und damit zu verfalschten
Laufzeiten.

Die Phasengeschwindigkeit der Volumenwellen kann sich dariiber hinaus mit der Temperatur andern.
Bei der mechanischen Belastung sind schwankende Umgebungstemperaturen jedoch nicht die ein-
zige Ursache fiir Temperaturanderungen. Der Joule-Thompson-Effekt beschreibt die Anderung der
Temperatur eines Korpers infolge einer duleren mechanischen Belastung. Die thermoelastische Glei-
chung [Boy99]

AT =~ py (3.28)
pCp

beschreibt dieses Verhalten quantitativ. Hier ist o der thermische Langenausdehnungskoeffizient, T
die Temperatur, p die Dichte der Probe und C, die (isobare) Warmekapazitat.
Fir In718 mit o = 1,3-107°K™1, C, =435Jkg ' K~! at T = 293K ergibt das bei einer Zugspan-
nung von 1 GPa eine Temperaturanderung von AT ~ —1,07 K.
Die Anderung des Schermoduls p pro K betragt fiir In718 Ay = —1,74 - 1072 GPaK™!. Fiir die
Anderung der Scherwellengeschwindigkeit ergibt sich so wegen

A A A
P2 _ 2R 2P (3.29)

cr 2 p
und Ap = 3a eine Anderung der Scherwellengeschwindigkeit von Act ~ —0,28 m/s. Dieser Wert liegt
deutlich unter den gemessenen Geschwindigkeitsanderungen, sodass wir den Fehler bzgl. des Joule-

Thompson-Effekts vernachlassigen konnen.
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3.2 Bestimmung der TOEC mittels Puls-Echo-Methode

Weitere Fehlerquellen waren etwa nicht planparallele Probenoberflachen mit der Folge einer Vergro-
Berung des Laufweges, die hier jedoch als vernachlassigbar klein gegeniiber den bereits erwahnten
Fehlern angenommen wurden.

Die in den Tabellen 3.1 und 3.2 angegebenen Fehler schlielen alle eben diskutierten Fehlerquel-
len ein. Die Durchschnittswerte umfassen dabei neben dem durchschnittlichen Fehler die skalierte
Standardabweichung (Messunsicherheit des Mittelwertes) der ermittelten Werte an den jeweiligen
Messpositionen.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Werte der Nickelbasislegierung eine viel geringere Streuung
aufweisen als die Werte der Titanlegierung. Im Falle von In718 liegen die Abweichungen in der Gro-
Benordnung des Messfehlers. Es erscheint somit legitim, das Material als homogen zu betrachten und
die jeweiligen Mittelwerte tiber alle Messpositionen als Ergebnis flir die gesamte Probe anzunehmen.
Die TOEC fiir Ti6246 variieren von Position zu Position deutlich liber den systematischen Fehler
hinaus. Es kann sich daher weniger um zuféllige Streuungen als vielmehr um eine Ortsabhangigkeit
der Materialkonstanten handeln, die ihrerseits auf eine grobe Kornigkeit der Legierung hindeutet.
Der in Tabelle 3.2 angegebene Mittelwert ist somit nur in sehr grober Naherung gerechtfertigt und
unterstreicht —im Hinblick auf inverse Verfahren — die Notwendigkeit der Bestimmung der TOEC vor
Ort, d.h. moglichst an der zu untersuchenden Stelle eines gegebenen Priiflings.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die Werte fiir die Ti6246-Legierung von denen in [RBRT11]
abweichen, da die dort verwandte Poissonzahl zur Berechnung der Dicke nicht mit denen fiir die
Berechnung der TOEC benutzen SOEC korrespondiert.
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4. Inversionsalgorithmen zur
Eigenspannungsbestimmung

Durch das Kugelstrahlen wird die Probe plastisch verformt, d.h. Versetzungen laufen durch das Mate-
rial und ordnen sich um. Infolge inhomogener plastischer Verformungen, etwa im Randbereich, bilden
sich lokale Eigenspannungen aus, die durch die Versetzungen im Material gehalten werden. Die nun
gegebene Versetzungsdichte und/oder -struktur kann sich im Laufe der Zeit — etwa durch duRere
Einflisse oder Warmebehandlungen — andern. Das gilt nicht notwendigerweise fiir das Eigenspan-
nungsniveau, d.h. unterschiedliche plastische Verformungen konnen das gleiche Eigenspannungsfeld
zur Folge haben. Ganz ohne Versetzungen konnen also keine Eigenspannungen im Material gehalten
werden. Es kann jedoch sehr wohl Versetzungsstrukturen ohne makroskopische ES geben (vollkom-
men plastisch verformte Probe). Eigenspannungen konnen also nicht ohne plastische Verformung
existieren, aber beide konnen sich in unterschiedlichem Male andern.

Um die Vorspannung im Korper halten zu kénnen, muss also eine inkompatible (plastische) Dehnung
€P im Material vorhanden sein. Das bedeutet, dass die lokalen Verschiebungsgradienten an bestimmten
Zwischenstellen wie etwa Korngrenzen nicht stetig sein mussen. Eine einfache konstitutive Beziehung
zwischen Spannung und Dehnung, so wie etwa im hyperelastischen Fall, ist in diesem Fall nicht
gegeben. Sind dagegen alle Dehnungen kompatibel, so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung o;;; =
0 und der Spannnungsfreiheit an der Oberflache sofort die Spannungsfreiheit im gesamten Korper
[PSF84].

Bei der Untersuchung von Eigenspannungen in diesem Kapitel ist der Initialzustand daher dem natiir-
lichen vorzuziehen. Der Initialzustand ist dabei der Zustand, in dem nur plastische Dehnungen vor-
liegen. Der plastifizierte Zustand dient also als Referenz, auf den die Eigenspannungen aufgebracht
werden. Das ist insofern kontrar zum Konzept der Eigendehnung in [QCO06], als der hier implizier-
te Eigendehnungstensor als kompatibel vorausgesetzt wird. Bei der additiven Zerlegen der Dehnung
in Eigendehnung und elastische Dehnung muss dagegen keine der beiden Komponenten selbst die
Kompatibilitatsbedingungen erfiillen, lediglich die Gesamtdehnung [QCO06].

4.1. Rayleighwellen in vorgespannten Medien

Oberflachenwellen in vorgespannten Korpern weichen aufgrund der Kleinheit des akustoelastischen
Effektes kaum von den linearen Losungen im ungestorten Medium ab. Mithilfe eines storungstheore-
tischen Ansatzes konnen wir daher einen Ausdruck fiir die spannugsinduzierte Frequenzverschiebung
finden, in dem wir die Losung des gestorten, nichtlinearen Problems auf die Losung der ungestorten,
linearen Bewegungsgleichung projizieren.

Nehmen wir also an, das betrachtete Medium unterliege einer Vorspannung. Diese Vorspannung in-
duziere ein Verschiebungsfeld, dessen Gradienten wir mit u,.("z bezeichnen wollen (vgl. Abb. 3.1). Hier
wurde implizit die Annahme getroffen, dass die von der Spannung induzierte Dehnung aus einem
Verschiebungsfeld berechnet werden kann, die Dehnungen somit kompatibel sind. Insbesondere fiir
Eigenspannungen ist diese Bedingung nicht erfiillt [PSF84]. Da wir in den folgenden Gleichungen
aber nur den Gradienten betrachten und dquivalent zu einer verallgemeinerten Dehnung libergehen
konnten, wollen wir diese Einschrankung zunachst ignorieren.



4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

Breitet sich nun eine Rayleighwelle an der Oberflache des vorgespannten Mediums aus, so setzt sich
das Gesamtfeld des Verschiebungsgradienten gemafs

uj gy = UI-(YI_)] + Ui 4 (4.1)
aus dem eben erwahnten statischen Teil “/(,i} und einem dynamischen Teil J; ; zusammen. Eingesetzt
in die Bewegungsgleichung (2.28) erhalten wir die Bewegungsgleichung

polli = (SIJkL Gk + Sigkemn Ok, L Ur(ri7),n> (4.2)

o
0X
fur den dynamischen Anteil der Rayleighwelle, wobei die Symmetrien der S, my Sowie das stati-
sche Gleichgewicht im Initialzustand der Vorspannung P,(J')J = 0 benutzt wurden. Die neu erhaltene
Bewegungsgleichung (4.2) wird nun auf eine Losung

u® (X, k) = Ui(Xs, k) exp [i (kX1 — wt)] (4.3)

des linearen, ungestorten Problems projiziert, d.h. es wird mit der konjugiert komplexen Form der
linearen Losung multipliziert und danach iiber das gesamte Volumen integriert. Die SAW breite sich
hier o.E. in Xji-Richtung aus und es gelte das in Abb. 4.1 definierte Koordinatensystem fiir die
folgenden Rechnungen.

Abbildung 4.1.: Konvention fiir SAW-Ausbreitung mit dem Wellenvektor k = kk, der Wellenzah! k
und der Ausbreitungsrichtung k, wobei ||k|| = 1 und k3 = 0.

Aus der Storungstheorie folgt, dass die gestorte Losung anndhernd die gleiche Form besitzt und
lediglich eine Phasendifferenz dwt zur ungestorten Losung aufweist. Mithilfe partieller Integration, der
Randbedingung fiir den PK1-Tensor, sowie der Tatsache, dass u(® die lineare Bewegungsgleichung
erfillt, erhalt man

2w5wpo /\; U,*U, dv = /\/ [DJU/]* S,‘JkLm/\/ [DLUk] Ur(ri7),N dv (4.4)

mit dem Ableitungsoperator aus Abschnitt 2.7, wobei wir das Argument k des Ableitungsoperators
D hier und im Folgenden weglassen, wenn klar ist, welche Wellenzahl gemeint ist. Entsprechendes
gilt fiir die Amplituden U;. Der Vorfaktor auf der linken Seite von Gl. (4.4) ist dabei eine Naherung
der Differenz der Quadrate (w + dw)? — w? fiir kleine Frequenzverschiebungen dw/w. Insgesamt lasst
sich die dehnungsinduzierte Frequenzverschiebung damit als

dw = N(k)™ /\/ [Dywil* Siskimn [DLwi] Uf,i,),,\/ dv (4.5)
mit
N(k) = 2w(k)p0/ W w, dV (4.6)
v

schreiben. Die Frequenzabhangigkeit des Nenners N folgt dabei aus der Dispersionsrelation. Schliellich
seien die auftretenden Grolen noch periodisch in X;- und X»>-Richtung, sodass in lateraler Richtung
jeweils iiber eine Periodenlange integriert wird [Zab92] und die auszuwertenden Integrale wohldefiniert
sind [PMMO92].
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4.2 Rayleighwellen im homogenen Spannungsfeld

4.2. Rayleighwellen im homogenen Spannungsfeld

Die einfachste Form statischer Vordehnungen stellen induzierte Felder homogener Vorspannungen
dar. Da eine derartige Vorspannung lediglich die effektiven elastischen Konstanten und damit die
Symmetrie der (neuen) Steifigkeitsmatrix beeinflusst, ist hier keine Dispersion der Phasengeschwin-
digkeit zu erwarten. Die dehnungsinduzierte Frequenzverschiebung ist damit im gesamten Medium
konstant und wird fiir Oberflachenwellen mit Wellenvektor k analog zu Volumenwellen [Bru65] durch
die sogenannten Griineisen-Konstanten [May95, Gl. (4.20)]

Yk (k) = { wi ! a1

w1 Tk 47
g 8EKL:|EKLO 7

charakterisiert. Die spezielle Form der Losungen fiir Rayleighwellen, d.h. die einfache Form der Am-
plitudenvektoren und Abklingkoeffizienten in Gl. (2.89), erlaubt es, die Gleichungen weiter zu verein-
fachen. Die betrachtete Welle breite sich wieder o.E. in X;-Richtung aus. Alle anderen Richtungen
konnen durch entsprechende Drehung der elastischen Konstanten und der daraus resultierenden An-
isotropien betrachtet werden, wodurch die Anzahl der Abklingkonstanten und Partialwellenamplituden
variieren kann. Letzteres wird im Folgenden dadurch beriicksichtigt, dass die Intervalle der Indizes r
und r’ nicht fix sind. Dartiber hinaus impliziert die homogene Vorspannung ihrerseits keinerlei Langens-
kala. Die Griineisen-Konstanten sind also nicht vom Betrag des Wellenvektors abhangig, sodass wir
den Index bzw. das Argument k in der Definition der Konstanten (Gl. (4.7)) im Folgenden weglassen.
Mithilfe der einfachen Darstellung der Verschiebungsfelder fiir Rayleighwellen in homogenen Medien
und der Tatsache, dass die Abklingkoeffizienten in diesem Fall reell sind, folgt fiir die Frequenzanderung

6w = N KS; kL mn U,'(B D} b, Dnprbmer [0 + ] (4.8)

mit

N = 2pocbly bip [ + ap] ™ (4.9)
und die aus dem Ableitungsoperator D; hervorgehende Matrix
Dyr =611+ 0130, (4.10)

die aufgrund der Definition der Abklingkonstanten o in Gl. (2.76) nicht von der Wellenzahl abhangt.
Die Griineisen-Konstanten beschreiben nun die Anderung der Frequenz bzgl. der Vordehnungen. Die
einzigen GroRen in Gl. (4.8), die von diesen abhangen, sind die Initialverschiebungsgradienten u®, d.h.
die Vordehnungen selbst. Fiir kleine Dehnungen konnen wir die quadratischen Terme in den Green-
Lagrange-Tensoren E vernachlassigen und erhalten schliellich

— —1 1 * * * -
YkL = [—Nc] > (8ak08L + 02108K) Sas mmt Dy Dy Diverbner o + ] ™" (4.11)

als Ausdruck fiir die Griineisen-Konstanten von Rayleighwellen auf homogen gespannten Halbraumen.
Man beachte den Term ppc? im Nenner, der die Dimension einer elastischen Konstante hat und den
Gesamtausdruck damit wie erwartet dimensionslos werden lasst. Weiterhin fallt die in der Definiti-
on implizite Symmetrie der Konstanten bzgl. der Indizes K und L auf, was die Berechnungen der
Gesamtmatrix vor allem bei niedrigeren Symmetrien erheblich beschleunigt.

Fir die in dieser Arbeit bestimmten Materialparameter fiir In718 und Ti6246 sind die Griineisen-
Konstanten in Tab. 4.1 angegeben. Dabei fallt auf, dass lediglich die Diagonale besetzt ist. An diesem
Verhalten sieht man beispielhaft, dass Scherdehnungen in isotropen Medien keinen Einfluss auf die
Frequenzverschiebung haben.
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4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

Tabelle 4.1.: Nichtverschwindende Griineisenkonstanten fiir In718 und Ti6246, berechnet aus den in
dieser Arbeit bestimmten Materialparametern.

Material  7y11 Yoo Y33

In718 1,669 1,186 1,485
Ti6246 2,044 0,388 1,843

Um den Zusammenhang zur dehnungsinduzierten Phasengeschwindigkeitsanderung herzustellen, stel-
len wir zunachst fest, dass fiir die relative Frequenzanderung

w H(c+6¢) (k+6k) — ck] = %+57k+(’)(6k2) (4.12)

gilt. Mit der Entwicklung der Phasengeschwindigkeit im gestorten System

b _
- =

oc

c(EkL) =c(ExL=0)+ BE.,

Exi +O(E%,) (4.13)
EKL:O

und der analogen Entwicklung fiir die Wellenzahl k lasst sich (4.12) mithilfe der Kettenregel in

[1 oc

1 ] 1 0k
C@EKL Ex1 =0

kGEKL] Ee =0

= =YKL — [ (4.14)

umformen. Auch der Wellenvektor k andert sich im Zuge der Dehnung zu k’. Da die Wellenfronten
definitionsgemals senkrecht auf dem Wellenvektor stehen, d.h.

k,/nXm = k,InFmMXM = k/\/]XM, (4.15)

transformiert dieser sich kontravariant bzgl. des Deformationsgradienten, sodass im deformierten
Zustand in erster Naherung

K = (6mN - uf;?N> Ky, (4.16)

flir den Wellenvektor gilt. Das daraus folgende Differential des Betrages k des Wellenvektors

k
dk = dv/kmky = TM dkn (4.17)
und die Ableitung der initialen Verschiebungsgradienten nach den Lagrange-Dehnungen liefern schliefs-
lich die einfache Form

e _[12e ]
C CaEKL Ex; =0

mit dem Einheitsvektor k in Richtung k fiir die relative Phasengeschwindigkeitsanderung der Ray-

leighwelle infolge einer homogenen Vorspannung. Der zweite Summand in der Klammer der rechten

Seite hat dabei in unserem Fall nur eine von Null verschiedene Komponente.

Da die Welle entlang einer freien Oberflache lduft, kann eine der Dehnungen unter Annahme kleiner

Dehnungen mithilfe der Randbedingung Tj3|x,—o = 0 = A(E11 + E22) + (A +2u) Ez3 eliminiert

werden und eine andere durch die erste Invariante des Green-Lagrange-Tensors ersetzt werden, d.h.
A A+ 2u

Ess=—-—F Epo =
33 2#, KK 22 2/1,

Ext = (—vkL + keki) Exe (4.18)

Exx — E11. (4.19)
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4.3 Einfluss von Spannungsgradienten auf die Rayleighwellendispersion

Mit diesen Substitutionen vereinfacht sich Gl. (4.18) zu

oc

1
— ==y +2) En + 2% My33 — (A + 2u)v20] Exk (4.20)

= (h2/ho) E11 + (h/ho) Exk, (4.21)

wobei h, hg und hy die von lwashimizu und Kobori in [IK78] ermittelten Dehnungskoeffizienten be-
zeichnen und dort zu entnehmen sind. Diese zusatzliche Referenz dient hier lediglich zur Validie-
rung der eigenen Berechnungen. Im Falle einer sich auf einer gebogenen Stahlplatte (mild steel,
p = 7837kg/m3, X\ = 107,4GPa, u = 81,9GPa, v; = —13 GPa, 15 = —200 GPa, v3 = —200 GPa)
senkrecht zur Biegelinie ausbreitenden Rayleighwelle (siehe [HFH81]) liefern beide Ansatze bei einer
uniaxialen Oberflachendruckspannung von 6, = —63,75 MPa eine Phasengeschwindigkeitsanderung
von dc/c = —0,9 x 10~* und damit den von Hirao in [HFH81] angegebenen Wert.

Ersetzt man die Dehnungen in (4.18) unter Annahme kleiner Verzerrungen mithilfe des Hookeschen
Gesetzes [HFHB81], so ergibt sich fiir die relative Phasengeschwindigkeitsanderung der Rayleighwelle

<5C> =-0,57-10"2GPa " !T1; + 1,41 - 103 GPa ! T (4.22)
€ / HFHs1

und damit eine Reduzierung der Ausbreitungsgeschwindigkeit unter aquibiaxialer Druckspannung. Im
Gegensatz dazu erhalten wir unter den gleichen Bedingungen in In718

<5C> =0,68-103GPa 1T; —2,58- 103 GPa 1Ty, (4.23)
¢ Jin718

und damit eine Erhohung der Phasengeschwindigkeit unter aquibiaxialer Druckspannung. Laservibro-
metrische Messungen des Wellenfeldes einer sich auf einer Zugprobe (02, = T, = 0) ausbreitenden
Rayleighwelle ergeben hier einen Wert von etwa 1,3 - 1073/ GPa als akustoelastischen Spannungsko-
effizienten vor T1; [KBST09].

4.3. Einfluss von Spannungsgradienten auf die
Rayleighwellendispersion

In diesem Abschnitt wollen wir nun den vollkommen homogenen Fall verallgemeinern und Variationen
der Spannung senkrecht zur Oberflache zulassen. Der initiale Verschiebungsgradient ist nun auch von
X3 abhangig und kann nicht vor das Integral gezogen werden. Nehmen wir an, die Tiefenvariation
folge der Funktion f, so lautet die Frequenzverschiebung
0 .
dw = /V(k)_l/ (DU Siskemn [DLUK] U,S;),Nf (X3) dXs, (4.24)

— o0

wobel U,(TL)N den Wert des Verschiebungsgradienten an der Oberflache X3 = 0 bezeichne und f so

normiert sei, dass £(0) = 1 gilt. Im isotropen Fall kdnnen wir zunéchst einmal
ow = N_lkzs,'_/kLm/\/U,(;)'NDjrb;-krDLr/bkr//rr/ (4.25)

mit dem von den Abklingkoeffizienten und dem Tiefenprofil abhangigen Tensor

= | " exp[(r + ) kXa] £ (X3) dXs (4.26)

—0o0

schreiben, wobei der Nenner N, wiederum die einfache Form aus Gl. (4.9) besitzt.
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4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

X1 Xo

_X3

Abbildung 4.2.: Gebogene Platte aus Beispiel in [HFH81]. Die Rayleighwelle breite sich in X;-Richtung
aus. Die uniaxiale Spannung an der Oberflache X3 = 0 nehme dabei den Wert 022|x3:o =0 =
—63, 75 MPa an.

Zur Validierung dieses Ausdrucks fiir die Frequenzverschiebung soll wieder das Beispiel der gebogenen
Platte von Hirao [HFH81] herangezogen werden. Das Tiefenprofil der Spannung wurde in diesem
Beispiel als lineare Funktion modelliert, die auf der Oberflache der Platte, auf der sich die Rayleighwelle
ausbreitet, den Wert | annimmt. Auf der gegeniiberliegenden Seite erreicht sie folglich die Spannung
—& . Der Spannungszustand ist uniaxial (X»-Richtung) und die Welle breite sich senkrecht dazu, in
Richtung des Biegemoments (X;-Richtung) aus (Abb. 4.2).
Aus dem Spannungstiefenprofil folgt wegen (€11, €22); = u)t(-v, 1 - v); o sofort

f(X3)=1+ 2% (4.27)
fir das Tiefenprofil der Dehnungen, wobei €;; die Dehnung an der Oberflache X3 = 0 und d die Dicke
der Platte bezeichnen. Die Grenzen des den Tensor [, definierenden Integrals missen fiir dieses
Beispiel natiirlich angepasst und die Wellenlangen, fiir die das Modell noch gilt, sinnvoll nach oben
hin begrenzt werden. Dann ist

1

klyy = —————
" (o +an) kd

((ar Yo kd — 242+ (o + o) kd] e*(af+°‘r'>kd) (4.28)
wobei lediglich in den Grenzen von —d bis O integriert wurde. Die Frequenzverschiebung ergibt sich
dann wieder mit Gl. (4.25).

ow _
U = —€MMYMM rr' (ar + ar’) k/rr’ (4-29)

wobei sich der Tensor
- - 1-11 I -1
Fmnrr = [—Nc] > (Omadne + Omadna) SiskLas Dy biy Dy bi(ry (a(r) + () (4.30)

lediglich insofern von dem Ausdruck fiir die Griineisen-Parameter in isotropen Medien aus Gl. (4.11)
unterscheidet, als nicht tiber die Indizes r und r’ summiert wird. Die Geschwindigkeitsanderung bezo-
gen auf den Initialzustand bekommen wir dann wegen ¢ = L /T mithilfe der Relation

° e+ 4.31
C =t (4.31)

die fiir kd — oo wieder den Wert des verspannten Halbraumes aus dem vorigen Abschnitt liefert.
Ein Vergleich der Ergebnisse mit dem in [Hus85, HK82] entwickelten und in [DH96, Dit97] verfeinerten
Modell anhand dieses Beispiels ist in Abb. 4.3 dargestellt. Der numerische Vergleich zeigt die gute
Ubereinstimmung beider Modelle und soll hier als Validation ausreichen.

Typische Oberflachenbehandlungen wie etwa das Kugelstrahlen, hinterlassen in guter Naherung einen
equibiaxialen Spannungszustand, dessen Betrag zur Tiefe hin abnimmt. Wir kdonnen also annehmen,
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4.3 Einfluss von Spannungsgradienten auf die Rayleighwellendispersion
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Abbildung 4.3.: Relative Anderung der Phasengeschwindigkeit der sich in Richtung des Biegemoments
in Abb. 4.2 ausbreitenden Rayleighwelle fiir das Modell aus [DH96].

dass der initiale Deformationsgradient die Form

e 0
€

L_/,(;),N = &(0m1On1 + 0m2dn2) = (4.32)

o O O

mN

besitzt. Als erste grobe Naherung eines moglichen Tiefenprofils wollen wir eine Stufenfunktion
f(X3)=H(Xs+d)—H(X3) (4.33)

mit der Heaviside-Funktion H annehmen. Das Integral lasst sich dann einfach 16sen und die relative
Frequenzverschiebung mithilfe der Griineisen-Parameter als

6(JJ c ~ — (o]
— = —& (0mn — Om30n3) (’Y/\/IN — YMNrr € [orter ]kd) (4.34)

w

darstellen. Man erkennt sofort, dass die Frequenzverschiebung verschwindet, sobald die Schichtdicke
gegen Null geht und dass wir im Fall einer unendlich dicken Schicht den Ausdruck fiir einen homogen
gespannten Halbraum erhalten.
Aus minimal invasiven Messungen wie der Bohrlochmethode oder der Rontgendiffraktion mit suk-
zessiver Schichtabtragung ist bekannt [KBST09, KBBB10], dass das Spannungsprofil einer kugelge-
strahlten Probe sein absolutes Maximum nicht an der Oberflache erreicht, sondern etwas unterhalb
der Oberflache. Mit zunehmender Tiefe fallt diese Druckspannung in guter Ndherung monoton ab.
Die flir das Kraftegleichgewicht notigen Zugspannungen verteilen sich liber den Rest der Probentiefe
und konnen bei der Untersuchung des Einflusses auf dariiberlaufende Rayleighwellen vernachlassigt
werden. Im Hinblick auf das inverse Problem erscheint es daher legitim, das Spannungsprofil als stiick-
weise linear anzundhern. Wir mochten das Vorwartsproblem deshalb auch fiir diesen Fall untersuchen.
Das Tiefenprofil lautet in dieser Naherung

1 _
a0 + daox3 d < X3<0
1
— 1
FXs)=91- (Xz—di1) d<X3<d (4.35)
dr — dy
0 sonst
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4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

mit den fiir die Oberflachenbehandlung spezifischen und spater zu bestimmenden Konstanten ag, d;
und d», die die beziiglich des Maximums relative Dehnung an der Oberflache, die Tiefe des Maxi-
mums der Druckspannung (bzw. Dehnung) und die Stelle angeben, an der das Spannungsprofil im
wesentlichen abgeklungen ist. Die relative Frequenzverschiebung lautet nun

dw _ ~
= € (Oun = dmzdna) {aoYmn + Fmner lrrr} (4.36)

mit dem Tensor

lrr/ = [k (ar + ar/)]—l (ao - 1) |:1 _ e(ar-l-ar/)kdl} + 1 [e(ar+a,,)kd1 _ e(ar+a,/)kd21| ’
d1 d2 - dl
(4.37)
wobei die Summenkonvention auf der rechten Seite der Definition implizit auler Kraft gesetzt wurde.
Legen wir das Maximum auf die Oberflache (d; — 0), so ergibt sich fiir die Frequenzverschiebung

6&} ~ - 1 x oLy
= € Oun — dmsdns) (’YM/\/ +Auer [k (@ + )] @ [1 — elarte, )deD . (4.38)

womit wir im Falle einer unendlich ausgedehnten Spannungszone (d> — 0) wieder den Ausdruck fiir
einen homogen equibiaxial gespannten Halbraum erhalten.

Im Hinblick auf das inverse Problem, d.h. die Bestimmung des Tiefenprofils f aus den gemessenen
Frequenzverschiebungen bzw. Dispersionsdiagrammen, ist es sinnvoll, Gl. (4.36) im Grenzfall kleiner
und groler Frequenzen zu betrachten. Fiir hinreichend grole Frequenzen ist der zweite Term in der
Klammer vernachlassigbar und die Frequenzverschiebung wird lediglich durch die Dehnung ag€ an der
Oberflache bestimmt. Physikalisch erklaren lasst sich das durch die verringerte effektive Eindringtiefe
der Rayleighwelle fiir hohe Frequenzen. Diese ist dann so gering, dass bereits ein kleiner Teil unterhalb
der Oberflache als Halbraum angesehen werden kann, in dem die Spannung konstant ist. Wird die
Wellenlange dagegen sehr grofs, so wachst auch die Eindringtiefe der Welle und der Einfluss des
Spannungsgradienten auf die Ausbreitung der Welle wird zunehmend unbedeutender. Die relative
Frequenzverschiebung verschwindet also fiir k — O.

1074 I 7 77777777777777777777777777777

—€ap (711 +722) ~ 0,2289 %0

dw 1072 | E
e
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Abbildung 4.4.: Betrag der relativen Frequenzanderung fiir In718 im Falle eines stiickweise linearen
Vorspannungsprofils (ag = 0,8; kd; = 0,2; kd> = 2) fiir eine Oberflichendehnung von & = 10~%.

4.4. Bestimmung von Spannungsgradienten aus Dispersionsmessungen

Im vorigen Abschnitt haben wir zu einem gegebenen Tiefenprofil der Vorspannung bzw. des initialen
Verschiebungsgradienten die Frequenzverschiebung und die daraus resultierende Phasengeschwindig-
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4.4 Bestimmung von Spannungsgradienten aus Dispersionsmessungen

keitsanderung berechnet. Hier soll nun dieser Zusammenhang invertiert werden und das Spannungspro-
fil aus Dispersionsmessungen bzw. gegebenen Dispersionskurven bestimmt werden. Den Ausgangs-
punkt bildet wiederum Gleichung (4.24). Da wir nun das unter dem Integral stehende Tiefenprofil
suchen, handelt es sich um eine Integralgleichung fiir f, genauer um eine Fredholmsche Gleichung
erster Art der Form

0
%‘*’(k) :/ K (kX3) f(X3) dXs. (4.39)

— 00

Die Unbekannte erscheint hier nur im Integranden und dariiberhinaus sind die Integrationsgrenzen
unabhangig vom Argument des Tiefenprofils. Das Integral hat dabei glattende Eigenschaften, d.h.
Oszillationen in der Funktion f werden in der rechten Seite nur gedampft wiedergegeben. Bei der
Inversion der Gleichung werden dagegen beliebig kleine Fehler in der rechten Seite beliebig verstarkt
[EHNOQ].

Um das unbekannte Profil zu finden, entwickeln die Autoren in [DH96] die Vorspannung bzgl. der Tiefe
Xs. Das fiihrt sie letztendlich auf einen Ausdruck, der als Entwicklung bzgl. der inversen Frequenzen
w~! angesehen werden kann. Eine Entwicklung der Messdaten nach ebendiesen Termen und ein
anschlieender Koeffizientenvergleich liefert damit die Losung. Fiir ein Dreiecksprofil

01— 0p

S $too 0<{<a
1
o§) =] —2(¢—a) 401, a<t<a (4.40)
dy — a1
0, otherwise
mit einer Oberflachenspannung von og = —900 MPa, einer Spitzenspannung von g1 = —1100 MPa bei

a1 = 50 pm und dem Abklingen bei a> = 330 pm ist das Resultat der Inversion der Vorwartsrechnung
in Abb. 4.5 dargestellt [RBR™11].

0 T T T T T — ]
€ 500
s b
S = - - - Eingangsspannungsprofil
_1000'7 - Inversion, DH96 (N=7) | |
* e Inversion, Dreiecksprofil
| I I
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Abbildung 4.5.: Eingangsspannungsprofil und invertiertes Profil mit Reihenansatz aus [DH96] fiir
N = 7 sowie mit stiickweise stetigem Dreiecksprofil. Letzteres liefert nahezu die exakte Losung.

Der Polynomgrad wurde hier auf N = 7 gesetzt und zeigt fiir diese Wahl eine gute Ubereinstimmung.
Die Erhohung des Polynomgrades N fiihrt aber zu hoheren Potenzen der involvierten Frequenzen und
damit zu einer stetigen Verschlechterung der Kondition der Koeffizientenmatrix und diese wiederum
zu einer oszillierenden Losung fiir hohere Polynomgrade. Dariiber hinaus werden Storungen in der
rechten Seite, d.h. in den Messdaten, umso mehr verstarkt, je schlechter die Kondition der Matrix
ist. Man sollte N daher so grols wie notig aber so klein wie moglich wahlen.
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4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

Es ist solchen Problemen also zutradglich, die Anzahl der involvierten Unbekannten nach Maglichkeit
zu reduzieren. Wir wissen aus Eigenspannungsmessungen mit etablierten Methoden, dass das Eigen-
spannungsprofil gestrahlter Proben in etwa die in Abb. 4.5 dargestellte Dreiecksform hat. Sofern wir
dieses Vorwissen voraussetzen konnen, reduziert sich die Anzahl der unbekannten Profilparameter auf
vier [RBRT13]. Das Resultat der Inversion mit dem gleichen Vorwartsmodell aber dem Ansatz fiir das
Tiefenprofil aus Gleichung (4.40) ist ebenfalls in Abb. 4.5 dargestellt. Bereits bei der Einbeziehung von
lediglich vier zufallig gewahlten Punkten der Vorwartsrechnung ist das Resultat bis auf Rundungsfehler
exakt, was aber angesichts der Tatsache, dass dasselbe Modell fiir Vor- und Riickrechnung benutzt
wurde, nicht tberrascht und eher als Test dient.

Die Tatsache, dass sich in [DH96] aus dem Reihenansatz fiir die Spannung bzgl. Potenzen der Tiefe
eine Reihe iiber Potenzen der Frequenz ergibt, motiviert den Autor in [Dit97] dazu, die Mellin-Trans-
formation [Sne61] zu benutzen. Man bekommt eine Gleichung fiir die transformierte Spannung und
das gesuchte Profil somit iiber eine Riicktransformation der Bildfunktion.

Die Schlechtgestelltheit des inversen Problems ist aufgrund der Form des Integralkerns K ein inha-
rentes Problem der Integralgleichung (4.39). Die Autoren in [RBMKO5] begegnen dieser Tatsache
mit der Feststellung, dass die effektive Eindringtiefe der Rayleighwelle in etwa ihrer Wellenlange ent-
spricht. Diese Annahme ermoglicht es, die Untergenze in (4.39) durch die (negative) Wellenlange
zu ersetzen. Damit ist auch die Integralgrenze frequenzabhangig und man erhalt eine Volterrasche
Integralgleichung (VIG) erster Art. Mithilfe partieller Integration kann diese dann noch in eine VIG
zweiter Ordnung umgewandelt werden.

Nicht nur Eigenspannungen beeinflussen die Dispersion von Rayleighwellen. Allgemeine Inhomogenita-
ten wie etwa Storungen der SOEC konnen ebenfalls eine Frequenzabhangigkeit der Phasengeschwin-
digkeit hervorrufen. In [TART87, Ric77, RT77] nutzen die Autoren diese Tatsache, um Anderungen
linearer Materialeigenschaften mithilfe der von Auld [Aul90] entwickelten Storungstheorie zu bestim-
men.

4.5. Dispersionsmessungen mit HUGO 11

Laservibrometrische Messungen der Rayleighwellendispersion sind aufwendig und deren Auswertung
zeitintensiv. Aus diesem Grund wurden die Dispersionsmessungen in dieser Arbeit mit einem Ultra-
schallgoniometer namens HUGO /Il (High Precision Ultrasound Goniometer, Version Il) durchge-
flihrt [BKK™11]. Der fiir das Messprinzip wesentliche Teil des Instruments besteht aus zwei schwenk-
bar gelagerten Priifkpfen (Sender und Empfanger), die auf einen gemeinsamen Messpunkt auf ihrer
Rotationsachse zeigen. In diesem wird die Oberflache des zu untersuchenden Objekts platziert (Abb.
4.6). Zur groben Ausrichtung dienen dabei zwei Laserpointer (griin und rot), die Feinausrichtung
erfolgt liber die Laufzeit von Sender zum Empfanger. Befindet sich die Rotationsachse auf der Pro-
benoberflache, so ist die Laufzeit unabhangig vom Einschallwinkel. Es handelt sich um eine immersive
Technik, d.h. sowohl Priifkopfe als auch Probe befinden sich wahrend der Messung im Wasser.

Der Empfangerpriifkopf ist dariiber hinaus auf einer Linearachse gelagert, kann also horizontal ver-
schoben werden, um auch Messungen im Dunkelfeld zu ermoglichen und direkte Reflexionen nach
Moglichkeit zu unterdriicken. Beide Wandler konnen auch getrennt voneinander geschwenkt werden
und der Empfangerpriifkopf im S/E-Modus betrieben werden. Zu den Details des Aufbaus und den
einzelnen Modi sei hier auf [BKK™11] verwiesen.

Der in dieser Arbeit meistgenutzte Modus ist die Hellfeldmessung (a-Scan), die in Abb. 4.6 dargestellt
ist und oben bereits beschrieben wurde. Nach der Feinjustierung der Probe wird der Einschallwinkel
a variiert und das reflektierte Signal unter dem gleichen Winkel aufgenommen.

Die gemessenen Zeitsignale (A-Bild) werden danach fiir jeden Winkel in den Frequenzraum trans-
formiert und die gewonnenen Spektren aneinandergereiht. Man erhalt so eine Art B-Bild (Goniome-
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4.5 Dispersionsmessungen mit HUGO 1/

Probe

Abbildung 4.6.: Schematischer Aufbau des Ultraschallgoniometers HUGO [/l mit Sende- und Emp-
fangspriifkopf sowie Probe. Bei der hier dargestellten Messung im Hellfeld (a-Scan) zeigen beide
Priifkopfe auf dieselbe Stelle an der Oberflache der Probe wahrend der Einschallwinkel variiert wird.

terspektrum), wobei die Scanposition durch den Einschallwinkel o zu ersetzen ist und anstatt des
Zeitsignals das Amplitudenspektrum fiir den jeweiligen Winkel herangezogen wird. Im Goniometer-
spektrum wird also jedem Punkt (e, f), wobei f die Frequenz bezeichne, die Amplitude von f im
Spektrum des jeweiligen Zeitsignals zugeordnet.

Nun wird fiir jede dieser Frequenzen das Amplitudenminimum tber die Einschallwinkel gesucht. Man
sucht das Minimum, da man davon ausgeht, dass zur Erzeugung einer Oberflachenwelle Energie notig
ist, womit sich die Amplitude der reflektierten Welle am Empfanger verringert [Rol65, RLF68]. Mithilfe
des Winkels, an dem das Minimum erreicht wird und des Snellius'schen Brechungsgesetzes kann dann
die Phasengeschwindigkeit der Rayleighwelle an der betrachteten Frequenz bestimmt werden. Als
Resultat erhalten wir eine Darstellung der Phasengeschwindigkeit in Abhangigkeit von der Frequenz
— das gesuchte Dispersionsdiagramm — die wir dann fiir weitere Betrachtungen benutzen.

Kugelstrahlen

Eine wohlbekannte Art der Oberflachennachbehandlung von Triebwerkskomponenten ist das Kugel-
strahlen, bei dem das Material mit kleinen Kiigelchen hoher Geschwindigkeit beschossen wird. Dabei
wird das Material plastisch verformt und es verbleiben Eigenspannungen im Material, die in der Nahe
der Oberflache kompressiver Natur sind und zur Tiefe hin abklingen. Die maximale Druckspannunng
wird dabei leicht unterhalb der Oberflache erreicht, wobei die Spannungsspitze mit zunehmender
Kaltverformung, d.h. mit zunehmender Strahlintensitat, zur Oberflache hin wandert [SRP96]. Neben
dem fiir diesen Einsatzzweck zutrédglichen Effekt der Verspannung der Oberflache andert das Material
infolge der plastischen Verformung seine Eigenschaften. Insbesondere andern sich die elastischen Kon-
stanten und auch die Rauheit der Oberflaiche nimmt im Allgemeinen zu. Diese Effekte beeinflussen
die Rayleighwellengeschwindigkeit ebenso wie die Eigenspannungen.

In Abb. 4.7 sind Dispersionskurven fiir verschieden behandelte Proben aus In718 abgebildet. Zwel
der drei Proben wurden mit unterschiedlichen Almenintensitaten kugelgestrahlt (13 A, 5A) und alle
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Abbildung 4.7.: Disperionsdiagramme fiir verschieden stark kugelgestrahlte Proben aus In718, die
daraufhin ausgegliiht und erneut vermessen wurden.

drei Proben nach der Vermessung ausgegliiht. Es ist zu erkennen, dass die Dispersion mit steigender
Almenintensitdt zunimmt und dass sie nach dem Ausgliihen wieder den Verlauf der Referenzprobe
(0A) annimmt. Da wir erwarten, dass die Eigenspannungen bei dieser Art des Spannungsarmgliihens
relaxieren, liegt die Vermutung nahe, die Dispersion als spannungsinduzierten Effekt zu betrachten.
Es ist jedoch zu beachten, dass es wahrend des Ausgliihens auch zur Rekristallisation kommen kann.
Die elastischen Eigenschaften des Materials konnen sich somit ebenfalls wieder andern und in ihren
Ausgangszustand zurlickkehren.

Das Spannungsprofil der hiesigen Proben wurde daher zu Referenzzwecken mit der Bohrlochmethode
sowie iiber Rontgendiffraktion vermessen [KBBB10, KBST09]. Man erkennt dort den oben bereits
beschriebenen charakteristischen Eigenspannungsverlauf kugelgestrahlter Proben, die an ein Dreieck
erinnern und hier deshalb als Dreiecksprofil bezeichnet werden. Die erwartete Dispersionskurve im
Falle eines Dreieckprofils haben wir fiir In718 bereits oben berechnet und vorher fiir einen homogenen
Halbraum abgeschitzt. Die relative Geschwindigkeitsinderung war dort < 1073, wahrend wir hier
fiir die mit 13 A gestrahlte Probe eine maximale relative Anderung von etwa 1% bekommen. Die
Eigenspannungen allein konnen eine derart hohe Dispersion nicht hervorrufen.

Zur Untersuchung von Textureinfliissen wurde ein weiterer Satz Proben aus In718 unidirektional
geschliffen und die Dispersion parallel und senkrecht zur Schleifrichtung gemessen. In Abb. 4.8 sieht
man den Einfluss der Schleifrichtung auf die Ausbreitung der Rayleighwelle. Der Profilverlauf ist
nahezu unabhangig von der Schleifrichtung, jedoch dndert sich die absolute Phasengeschwindigkeit
der Welle. Die Anderung der Absolutgeschwindigkeit kann auch auf gednderte Umgebungsparameter,
vor allem die Wassertemperatur, zuriickzufiihren sein. Die beiden Messungen an unterschiedlichen
Messpositionen auf ein und derselben gestrahlten Probe zeigen jedoch auf die gute Reproduzierbarkeit
der Messungen sowie auch auf Homogenitat innerhalb der Probe.

Laser-Shock-Peening

Neben Spannung, plastischer Verformung und Textur tragt auch die Oberflachenrauheit zur Disper-
sion bei [EM83a, EM83b, ML94, RN03|. Fiir LSP-behandelte Bauteile erwarten wir eine gegeniiber
dem Kugelstrahlen geringere Rauheit nach der Behandlung [SLLT07, SDRN10,DZLL16]. Aus diesem
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Abbildung 4.8.: Dispersion auf geschliffener und gestrahlter Probe. Die Ausbreitungsrichtung der
Rayleighwelle wurde senkrecht bzw. parallel zur Schleifrichtung gewahlt und die gestrahlte Probe an
zwei Messpositionen vermessen.

Grund wurde ein weiterer Satz Proben aus In718 durch die Metal Improvement Company mit diesem
Verfahren behandelt. Es wurden 70 mm lange Blécke mit einer Querschnittsfliche von 30x30 cm? po-
liert und anschlieBend mit dem Laser behandelt. Der Anregungspunkt hatte dabei einen Durchmesser
von etwa 3 mm und wurde mit einem 18 ns langen Puls angeregt. Um verschiedene Spannungsprofile
zu generieren, wurden die Proben mit unterschiedlicher Einstrahlungsstarke bestrahlt [RBR*13].
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Abbildung 4.9.: Disperionsdiagramme fiir verschieden stark LSP-behandelte Proben aus In718. Die
ID-Nummer entspricht dabei der Einstrahlungsstirke in GW/cm?.

Die Dispersionskurven zeigen alle den annahernd gleichen Verlauf. Fiir Frequenzen unterhalb von
8 MHz sind die Dispersionserscheinungen am grolkten. Das kann darauf hindeuten, dass die verfestigte
Randzone beim LSP starker ausgepragt, d.h. dicker ist. Der nahezu konstante Verlauf fiir Frequenzen
zwischen 8 MHz und 20 MHz und damit fiir die ca. 400 um dicke Schicht unterhalb der Oberflache
ist ein weiterer Indikator fiir diese These. Man sieht jedoch auch, dass sich der Absolutwert der
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4 Inversionsalgorithmen zur Eigenspannungsbestimmung

Phasengeschwindigkeit im Bereich von 8 MHz bis 20 MHz nicht monoton mit der Einstrahlungsstarke
andert. Das konnen einerseits schwankende Umwelteinfliisse sein. Andererseits ist es moglich, dass
es durch die mehrmalige Bestrahlung zu partieller Rekristallisation an der Oberflache kommt und der
Gesamtverfestigungszustand, d.h. auch die Materialparameter, damit variieren.

Einfluss plastischer Verformung

Um in etwa abschatzen zu konnen, wie grol8 der Einfluss plastischer Verformungen auf die Dispersion
ist, wurde etwa in [CRBEA99] die Versetzungsdichte eines kohlenstoffarmen Stahls (SAE 1010) im
unbehandelten Zustand und nach Bestrahlung gemessen. Fiir das Kugelstrahlen ergab sich in etwa
eine Verzwanzigfachung der Versetzungsdichte A im unbehandelten Material. Die in [I\/ICE+12] ange-
stellten Messungen fiihrten bei einer Versechsfachung der Versetzungsdichte zu einer Anderung von
C11 um etwa 1-2 GPa und von Ca4 um weniger als 1 GPa. Fiir das Kugelstrahlen kime man mit dieser
Abschitzung auf eine Anderung der SOEC von AC31(SP) < 6 GPa bzw. AC44(SP) < 3 GPa. Fiir
In718 waren solche Anderungen zwar gering, entsprachen aber einer Anderung der Rayleighwellen-
geschwindigkeit von ca. 100 m/s gegeniiber dem unveranderten Material. Plastische Verformungen
spielen somit eine wesentliche Rolle. Zur Eigenspannungsbestimmung reicht es also nicht aus, die
Materialparameter des unbehandelten Materials zu kennen. Vielmehr miissen diese quasi in vivo am
verformten Material bestimmt werden.

Diese These deckt sich mit der am Anfang des Kapitels beschriebenen Wahl des Referenzsystems fiir
die Eigenspannungsuntersuchungen. Die plastischen Anteile, d.h. die elastischen Konstanten des Re-
ferenzsystems, miissen vorher bestimmt werden, um Aussagen iiber den Spannungszustand treffen zu
kénnen. Die Frage nach der Anderung der elastischen Konstanten, speziell Anderungen, hervorgerufen
durch Mikrorisse im Material, ist daher Inhalt des nachsten Kapitels.
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5. Anderung der elastischen Konstanten

Durch das Einbringen von Rissen in das jungfrauliche Material andern sich dessen elastische Eigen-
schaften. Betrachten wir etwa einen Korper mit einem Riss und belasten diesen so, dass die Oberfla-
chennormale des Risses parallel zur Kraftrichtung orientiert ist, dann ist intuitiv klar, dass die Steifigkeit
des Korpers im Druckbereich grolker sein muss als im Zugbereich. Die Spannungsantwort des Kor-
pers auf eine lineare Dehnung ist also hochstens stiickweise linear und damit insgesamt nichtlinear.
Risse konnen damit eine Ursache fiir Nichtlinearitaten sein und umgekehrt bieten Nichtlinearitaten
somit eine Moglichkeit, eventuelle Risse und deren Verteilung im Medium zu charakterisieren und so
Riickschlisse auf die elastischen Eigenschaften des Korpers zu ziehen.

In diesem Kapitel soll nun die Anderung der elastischen Konstanten infolge von Rissen und deren
Verteilung in einem sonst homogenen Koérper untersucht werden. Unter Annahme hyperelastischen
Materialverhaltens konnen aus den numerischen Experimenten die Konstanten zweiter und dritter
Ordnung etwa fiir den isotropen Fall extrahiert werden. Auch in den Simulationen konnten physika-
lische Nichtlinearitaten des Grundmaterials beriicksichtigt werden, indem ein zusatzliches Modul fiir
den verwendeten proprietaren Loser implementiert wurde.

Dazu wird zunachst ein einfaches analytisches Modell hergeleitet, das neben den rissinduzierten Nichtli-
nearitaten auch die Gitternichtlinearitat des Matrixmaterials und beliebige Rissorientierungsveteilungen
berlicksichtigt. Die darin auftretenden Parameter kdnnen dann mittels Simulationen des Materialver-
haltens fiir bestimmte Rissorientierungen gefunden werden. Ausgehend vom qualitativen Verhalten
der rissbehafteten Matrizen werden schliellich einfache mikro-mechanische Modelle und Potentialan-
satze sowie die daraus folgenden Spannungstensoren diskutiert. Die entsprechenden Modellparameter
werden fiir die entsprechenden vorliegenden Datensdtze ausgewertet. Diese effektiven Modelle die-
nen als Grundlage fiir die Untersuchung der Wechselwirkung von Oberflachenwellen mit derartigen
Materialien im darauffolgenden Kapitel.

5.1. Simulation des elastischen Verhaltens von Medien mit Rissen

Um den Einfluss von Rissen auf die Nichtlinearitdt des Korpers quantitativ zu erfassen und die Gro-
Benordnung rissinduzierter Nichtlinearitaten abschatzen zu konnen, wurden Simulationen an Wiirfeln
(Kantenldange w) durchgefiihrt, die aus 125 kleineren Einzelwiirfeln (Kantenlange w/5) zusammen-
gesetzt waren. Jeder dieser Einzelwiirfel beinhaltete einen zufallig orientierten Riss (Abb. 5.1, links).
Die Mafse des Modells sind in Tabelle 5.1 angegeben. Sofern nicht anders vorausgesetzt, sind die Riss-
orientierung in allen Simulationen gleichverteilt. Da das Verhalten des Matrixmaterials als isotrop mit
den Materialparametern in Tabelle 5.2 modelliert wurde, kann auch das Verhalten des Gesamtkorpers
in diesem Fall als makroskopisch isotrop vorausgesetzt werden. Die Einzelkontakte wurden zunachst
als flache, geschlossene aber nicht verbundene Kreisscheiben (Kissing Bond) modelliert (Abb. 5.1,
rechts oben). Fiir die Umsetzung im Simulationsmodell wurden dafiir jeweils zwei identische Satze
aufeinanderliegender Knoten auf einer beliebig orientierten, durch den Mittelpunkt des Einzelwiirfels
verlaufenden Flache generiert.

Zur Erzeugung dieser Flache wurde das Koordinatensystem temporar fiir jeden Einzelwiifel in den
Mittelpunkt desselben verschoben und danach in eine vorher festgelegte Richtung gedreht. Dazu wur-
den verschiedene Satze von jeweils 125 Paaren von Winkeln 6xy und 08y > zufillig generiert, die die
Orientierung der jeweiligen Rissnormalen N beschreiben. Jeder Einzelwiirfel wurde dann mithilfe der



5 Anderung der elastischen Konstanten

Abbildung 5.1.: Gesamtwiirfel aus 5 x 5 x 5 Einzelwiirfeln mit zufallig orientierten, homogen verteil-
ten Pfennigrissen (links), Element- und Knotendarstellung des FE-Netzes eines Kissing Bond (rechts,
oben) und verzerrte Darstellung eines im Modell verwendeten Hertzschen Kontakts. Die eingekreisten
Punkte in der Mitte stellen die Rissknoten dar, d.h. es handelt sich jeweils um ein Paar im Ausgangs-
zustand kongruenter Knoten.

so definierten X”Y”-Ebene geschnitten und der Riss im Zentrum dieser Ebene generiert. In Abb. 5.2
sind die Drehwinkel sowie eine den Riss symbolisierende Kreisscheibe mit Flachennormale N, parallel
zur Z"-Richtung, eingezeichnet. Alle Knoten, die auBerhalb einer definierten Kreisscheibe mit Durch-
messer dgg um den Wiirfelmittelpunkt lagen, wurden danach miteinander verschmolzen, sodass sich
lediglich die innerhalb des Kreises befindlichen Knoten voneinander weg bewegen konnten und der Riss
atmen, d.h. sich 6ffnen, konnte. Eine Uberschneidung der Rissknoten war dabei unzulassig (Lagrange
on contact normals) bzw. wurde durch eine Nebenbedingung bestraft (augmented Lagrange). In Abb.
5.1 bilden die dauleren Knoten zwar naherungsweise ein Quadrat. Da die Risse jedoch zufallig orientiert
sind, bildet die konvexe Hiille der daueren Knoten im Allgemeinen einen beliebigen Wiirfelschnitt.

Tabelle 5.1.: MaRe der in den Simulationen verwendeten Strukturen. Fiir einen besseren Uberblick
wurden auch die Formelzeichen angegeben.

Bezeichnung Formelzeichen Wert

Kantenlange des Gesamtwiirfels w 5x5

Kantenlange des Einzelwiirfels w/5 5

Rissdurchmesser des Kissing Bond dkg 3

Rissdurchmesser des Hertzschen Kontakts (HC) dnc 0,96(w/5) =4,8
V3

Hohe der kleinen Zylinder zur HC-Modellierung  h (w/5) =8,66-10"2

100

Aufgrund der Rauheit der Rissoberflache realer Mikrorisse ist weniger von sprungartigem Auf- und Zu-
klappen als vielmehr von einer stetigen Offnung und SchlieRung derselben auszugehen. Es liegt nahe,
die Rauheit effektiv durch die Einfiihrung Hertzscher Kontakte (Abb. 5.1, rechts unten) zu erfassen.
Wie im Falle der flachen Risse wurde zur Modellierung der Hertzschen Kontakte der Einzelwiirfel
zunachst mittels einer beliebig orientierten, durch den Mittelpunkt verlaufenden Ebene geschnitten.
Danach wurde aus dem Wiirfel ein ebenfalls im Mittelpunkt des Wiirfels zentrierter Zylinder mit der
Hohe h und dem Durchmesser dyc ausgeschnitten, dessen Deckflachen parallel zur Schnittebene
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!
yd v

Abbildung 5.2.: Konvention fiir die Drehung des Koordinatensystems in ANSYS ©. Zunichst wird
diese mit dem Winkel 8xy um die (lokale) Z-Achse gedreht, danach folgt die Drehung um die neue
X-Achse X’ mit dem Winkel 8y z. Die neue Arbeitsflache, die zugleich die Schnittebene fiir den
Wiirfelschnitt definiert, liegt dann in der X”Y”-Ebene. Beispielhaft wurde ein in dieser Ebene liegender
Riss mit Radius r eingezeichnet.

orientiert waren. In diesen Hohlraum wurde anschliekend wieder ein Kugelsegment eingefiigt, dessen
Basiskreis gleich einer der Deckflachen des Zylinders war. Die Hohe des Kugelsegments musste auf-
grund programmbedingter Einschrankungen etwas kleiner als h gewahlt werden, was zu einer kleinen
Liicke zwischen Kugelspitze (Kontaktflache) und gegentiiberliegender Deckflache (Zielflache) fiihrte
(siehe unten).

Im Gegensatz zum Kissing Bond andert sich die Auflageflache beim Zusammendriicken des Kontaktes
stetig, sodass sich die Steifigkeit des Gesamtsystem asymptotisch der des Grundmaterials annahert.
Der im Falle von Kissing Bonds erwartete Knick in der Spannung-Dehnung-Kurve sollte hier also
weniger stark ausgepragt sein.

Tabelle 5.2.: SOEC und TOEC des in den Simulationen verwandten Matrixmaterials. Satz 1 wurde in
den ersten Simulationen ohne Gitternichtlinearitat verwendet und wird im Folgenden auch als linearer
Satz bezeichnet.

Satz MN[GPA] w[GPA] [[GPA] m[GPA] n[GPA] vy [GPA] w1, [GPA] v3[GPA]

1 1154 76,9 - - - - - -
2 123,0 80,0 -527,0 -605,0 —479,0 -323,0 —-365,5 1198

Im Simulationsmodell befand sich eine Ecke des Gesamtwiirfels im Ursprung, etwa die hintere lin-
ke Ecke der Unterseite in Abb. 5.1. Das Koordinatensystem wurde entsprechend Abb. 5.3 (rechts)
gewahlt. Die Koordinatenachsenebenen, d.h. die Ebenen x; = 0, x, = 0 und x3 = 0 stellen Symmetrie-
ebenen dar, sodass in den Simulationen lediglich ein Achtel eines grolkeren Gesamtsystems berechnet
wurde (Abb. 5.3, links). In den Simulationen mit einer freien und einer fixierten Seite wurde die Flache
X3 = w geklemmt und die Flache Xo> = w als freie Oberflache modelliert (Abb. 5.3, rechts). Dariiber
hinaus wurden auch Simulationen mit zwei freien Oberflachen bzw. zwei geklemmten Oberflachen
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5 Anderung der elastischen Konstanten

durchgefiihrt oder zwei Seiten simultan mit der Seite X; = w verschoben. An letzterer wurde jedoch
stets die Verschiebung in mehreren Lastschritten von Druck (u; < 0) bis Zug (u; > 0) vorgegeben.
Die Symmetrieebenen sind in allen Simulationen dieselben. Aulerdem wird iiblicherweise die Seite
X1 = w verschoben. Diese Randbedingungen werden im Folgenden als iibliche Randbedingungen be-
zeichnet. Wenn also von zwei freien Seiten die Rede ist, so sind damit die Seiten X5 = X3 = w
gemeint. Die Koordinatenebenen sind dabei fixiert und die Verschiebung wird bei X; = w vorgegeben.
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Abbildung 5.3.: Geometrie fiir das FE-Modell, bestehend aus 125 Einzelwiirfeln (links), wobei auf-
grund der Symmetrieebenen (rechts) nur ein Achtel des eigentlichen Wiirfels simuliert wurde. Die
Verschiebung wurde auf einer Seite (X1 = w) vorgegeben. Von den verbleibenden zwei Seiten wurde
hier beispielhaft eine geklemmt und die andere als freie Oberflache modelliert.

Die zur Bestimmung der Hauptdehnungen notigen Verschiebungsgradienten berechnen sich in dieser
Geometrie zu 6; u; ; = ui(x; = w)/w =: j/w. Da die Risse homogen im Korper verteilt sind und
das makroskopische Verhalten als isotrop angenommen werden kann, treten bei der hier beschriebe-
nen Belastung im Mittel keine Scherungen auf. Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich der
Deformationsgradient zu

Uty —y, + W 0 0 i+ w 0 0
1 x=w 1
Fie = — 0 T 0 AbD:5.3 o mrw oo,
0 Uslyym + W/, 0 W/ kL
(5.1)

wobei die Verschiebung in x3-Richtung fiir die in Abb. 5.3 beschriebenen Randbedingungen natiirlich
verschwindet und die Funktionaldeterminante so die einfache Form

Abb.5.3

J=w(t1lymy + W) (t2lgmy + W) (U3l—y + W) w2 (Uil =y + W) (2], + w)

(5.2)

erhalt. Fiir freie und feste Randbedingungen andern sich die genannten Tensoren und Determinanten
entsprechend.

Zur Auswertung der Spannung wurden zunachst alle Elemente ausgewahlt, die an die betrachtete
Wiirfelseite angrenzten. Fiir jedes dieser Elemente wurden dann die Cauchyspannungen oj; bestimmt,
mit dem jeweiligen Volumen des Elements gewichtet und durch das Gesamtvolumen aller ausgewahl-
ten Elemente geteilt. Damit sollen Spannungsspitzen, die vor allem an den Rissufern zu erwarten sind,
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nach Maoglichkeit nicht so stark ins Gewicht fallen und das makroskopische Verhalten weniger beein-
flussen. Hier ist zu beachten, dass die Kontaktelemente in ANSYS® ein endliches Elementvolumen
- ihren Flacheninhalt - besitzen, fiir die Spannung aber den Wert O liefern. Die Zielelemente geben
dagegen keinen Spannungswert zuriick. Diese Tatsache sollte man vor der Bildung des Durchschnitts
beriicksichtigen, um falsche Mittelwerte auszuschlielen.

Einbindung der Gitternichtlinearitat

Bisher haben wir angenommen, dass das nichtlineare Verhalten des gerissenen Gesamtsystems le-
diglich von den Rissen selbst induziert wird. In realen Werkstoffen kann das Matrixmaterial jedoch
selbst physikalische Nichtlinearitaten aufweisen. Dazu nehmen wir an, dass sich das Verhalten des Ma-
trixmaterials durch ein hyperelastisches Potential beschreiben lasst und die elastischen Eigenschaften
richtungsunabhangig sind. Das Dehnungspotential hangt in diesem Fall nur noch von drei Invarianten
des Dehnungstensors ab und ist nach Murnaghan [Mur51] als

1
S (g, Mg, Mg) = = (N +2u) 12 —2ulle + 3 (I +2m) 12 —2mlglie + nlllg

B (A +2u) (Ic = 3)> =2 (llc — 2lc + 3)

WOl N N =

1
|:+3 (/ + 2m) (/C - 3)3 — Qm(/c - 3) (//C — 2/(_‘ + 3) + n(///c — //C + /C - 1)
(53)

gegeben. Hier bezeichnen /g, llg und lllg die Invarianten des Green-Lagrange-Tensors. In ANSYS©
wird ein spezieller Satz skalierter Invarianten zur Berechnung des Potentials benutzt. Dies sind die
deviatorischen Invarianten Ic == J=2/31c und ll¢ := J=*/3lI¢ sowie das Volumenverhiltnis J .= /Tllc,
wobei /¢, llc und lllc die Invarianten des rechten Cauchy-Green-Tensors bezeichnen. Der Spannungs-
tensor kann nun aus Ableitungen des Energiefunktionals nach den Invarianten dargestellt werden.
Diese miissen vorher analytisch berechnet und ANSYS® als sogenanntes User Programmable Fea-
ture (UPF) in Form einer Fortran-Routine bereitgestellt werden. Die notigen Ableitungen und der
Quellcode der Routine UserHyper.f sind in Abschnitt A.9 des Anhangs dargestellt.

5.2. Simulationsergebnisse

Ziel der numerischen Simulationen ist die Bestimmung effektiver elastischer Konstanten fiir Systeme
aus Rissen, eingebettet in eine lineare oder nichtlineare Matrix. Das Hauptaugenmerk gilt daher den
Spannungs-Dehnungsrelationen, aus deren Verlauf sich die Konstanten zweiter und dritter Ordnung
ableiten lassen. Ein typisches Ergebnis der Spannungs-Dehnungsrelation fiir einen Wiirfel mit zwei
freien Seiten ist in Abb. 5.4 zu sehen. Mithilfe der Ausgleichsgerade ist auf der linken Seite bereits
eine leichte Kriimmung zu erkennen. Da das Matrixmaterial selbst ohne Gitternichtlinearitat model-
liert wurde und die Kurven auch im Bereich unterhalb einer Dehnung von fiinf Prozent eine deutliche
Kriimmung zeigen (Abb. 5.4, rechts), geometrisch Linearisierung in diesem Bereich damit zulassig
ist, kann die beobachtete Nichtlinearitat nur den Rissen zugeordnet werden. Da die Abweichung von
der Geraden in Abb. 5.4 gering ist, wurde auf der rechten Seite der Abbildung die Ausgleichsgera-
de (schwarz) von den Spannungs-Dehnungskurven der einzelnen Realisierungen abgezogen und die
Differenz dargestellt.

Die Asymmetrie der Kurven bzgl. des Ursprungs ist darauf zurlickzufiihren, dass sich die Risse im
Druckbereich liberwiegend schlielen, im Zugbereich tiberwiegend 6ffnen. Dieses Verhalten kann nicht
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Abbildung 5.4.: Spannungs-Dehnungskurven fiir einen Wiirfel mit homogen verteilten, zuféllig orien-
tierten Hertzschen Kontakten und zwei freien Seiten als Randbedingung (neben den iiblichen RBen).
Die Ergebnisse sind fiir acht verschiedene Realisierungen der isotropen Orientierungsdichteverteilung
(orientation distribution function, ODF) mit linearer (links) und mitgefiihrter Ordinate dargestellt.
Der mittlere Anstieg fiir die Mitfiihrung wurde dabei aus Konfiguration A bestimmt.

auf alle Risse verallgemeinert werden, da die Risse sich aufgrund der freien Randbedingungen in be-
stimmten Orientierungen auch im Druckbereich 6ffnen bzw. im Zugbereich schlieBen kdnnen. Weiter-
hin ist zu beachten, dass die Risse hier als Hertzsche Kontakte modelliert wurden. Der von akustischen
Kontaktnichtlinearitaten (contact acoustic nonlinearity, CAN) bekannte typische Klappmechanismus
fir flache Risse [SKB02] kommt hier nicht zum Tragen. Vielmehr verschmiert der zu erwartenden
Knick am Ursprung (vgl. Abb. 5.5) zu einer starken Kriimmung. Die Differenzierbarkeit der Kurve
am Ursprung rechtfertigt daher die Annahme eines polynomiellen Zusammenhangs zwischen Span-
nung und Dehnung (Hyperelastizitat) und die Berechnung effektiver elastischer Konstanten fiir das
Gesamtsystem im folgenden Abschnitt.
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Abbildung 5.5.: Unbearbeitete (links) und skalierte Simulationsergebnisse fiir zufallig orientierte Kis-
sing Bonds. Als Randbedingungen wurden neben den tblichen Einschrankungen zwei freie Seiten bzw.
zwei feste Seiten gewahlt.

Im Fall der flachen Risse sehen wir wie erwartet den bereits erwahnten Knick am Ubergang von Druck
zu Zug. Besonders gut ist dieser zu erkennen, wenn man die jeweilige Ausgleichsgerade vy 1 — Mug 1
mit dem mittleren Anstieg M (entspricht dem Longitudinalmodul fiir den Fall fester Wande und
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verschwindender Rissdichte) von den Spannungs-Dehnungskurven abzieht (Abb. 5.5, rechts). In den
Konfigurationen A, B und C wurden neben den iiblichen Randbedingungen zwei feste Wande gewahlt.
Die Konfigurationen E, D und F umfassten dagegen zwei freie Wande. Die Rissdichte sank jeweils in
alphabetischer Reihenfolge. In beiden Satzen zeigt die vollbesetzte Matrix die starksten Abweichungen
vom Mittelwert. Diese Abweichungen — und damit die Starke des Knicks — nehmen mit abnehmender
Rissdichte ab. Die starkste absolute Abweichung ist jedoch fiir den Fall fester Seiten zu beobachten.

5.3. Bestimmung der elastischen Konstanten aus den
Simulationsergebnissen

Um die Konstanten zweiter und dritter Ordnung nun aus den Simulationsdaten extrahieren zu konnen,
missen die im numerischen Experiment erhaltenen Spannungs-Dehnungskurven in die Ausdriicke fiir
den PK1- oder PK2-Tensor eingesetzt werden. Beide Formulierungen beziehen sich auf die Mate-
rialkonfiguration, d.h. auf den Ausgangszustand des Materials. Die in den Simulationen erhaltenen
Spannungen beziehen sich jedoch stets auf die Momentankonfiguration. Diese Cauchy-Spannungen
missen daher vor der weiteren Verwendung mithilfe von Gleichung (2.21) auf die entsprechenden
Konfigurationen umgerechnet werden.

Aus dem hyperelastischen Materialmodell, d.h. aus den Ableitungen des entsprechenden Energiefunk-
tionals nach den Lagrangschen Dehnungen im risslosen Medium (5.35), folgt

Ly A+ p E1 E? EE;
T/ = ]l/L%(I/l + 21/2) + 5IL (21/2 + 41/3) E2 E% E1E2 (5.4)

Ly + (L = 0i) 202 « \Ez E3 EiE3/

fiir den PK2-Tensor in verkiirzter Schreibweise, wobei mit 1 die Einsmatrix gemeint ist. Die erste
Komponente lautet somit

A+ 2u A A Ei E? EE;
Tl = %(I/l + 61/2 + 81/3) %(Ul + 2U2) %(Ul + 2U2) E2 E% E1E2 . (5.5)
V1 V1 + 25 V1 + 25 KL E3 Eg E1E3 LK

Durch Vertauschung der Indizes bekommen wir analog die anderen beiden Hauptspannungskompo-
nenten. Die doppelte Summation in Gleichung (5.5) bedeutet dabei nichts anderes als die Spur des
Produktes der beiden Matrizen. Es genligt also die n-te Zeile mit der n-ten Spalte zu multiplizieren
und die erhaltenen Ausdriicke zu summieren.

Als Zeile der Koeffizientenmatrix fiir die zu bestimmenden Materialparameter ergibt sich

/55/J A
2E, W

T/J = (/,2:—/2) 5/_/ %1 , (56)
(12 —2llg) 6,5+ 2IgE), Vo

—4llgd;y + 4EeE s+ (eikmen + €sxmern) ExktEmn/ 4 \v3/ ,

in welcher auch die Scherungen mit beriicksichtigt sind. Da diese in den Simulationen auflsen vor
blieben bzw. nicht ausgewertet wurden, vereinfacht sich Gl. (5.6) und man erhalt das einfache Glei-
chungssystem

A
T le 2E; /,%_—/2 /%—2//E+2/EE1 —Allg+4lgEy +4E5E3 U
Tol = |1 2E5 /12:-/2 /1%:—2//E+2/EE2 —Allg+4lgEy +4E1E3 V1 (5.7)
T3 e 2E3 /%/2 /%—2//E—|—2/EE3 —Alg+4lgEz +4E1E5 al w2

V3

A
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5 Anderung der elastischen Konstanten

fiir die Normalspannungskomponenten des PK2-Tensors. Je nach gewahlten Randbedingungen ver-
einfacht sich dieses Gleichungssystem nun noch weiter.

Zwei freie Oberflachen

Wahlen wir etwa zwei freie Oberflachen und belasten den Wiirfel in X;-Richtung, so erhalten wir
unter idealen Voraussetzungen, d.h. fiir einen isotropen und homogenen Korper,

A
T1\  (le 2E1 12/2 12 —2llg+2lgE1 —4llg+4IgEy +4E3 5 (5.8)
0) " \le 2E2 I3/2 Ig—2lle+2IgEr —4llg +4lgE2 +4E1E2), | | '
2
V3 A

da die Dehnungen in X5- und X3-Richtung gleich sein miissen. Da die Simulation in mehreren Last-
schritten durchgefiihrt wurden, ist es mdglich, die Ableitungen der Spannungen bzgl. der vorgegebenen
Dehnung E; zu bilden. Da auch die Dehnung E» iiber die Querkontraktion mit der Dehnung in Xi-
Richtung zusammenhangt, konnen wir diese ebenfalls nach E; entwickeln und ableiten. Die so ge-
wonnenen Ableitungen werden dann an der Stelle £; = 0 ausgewertet und wir erhalten im Fall zweier
freier Seiten

T 1426, 2 0 0 0 A

7| | 268 0 (1+2E,)° 6+8Eh+4E 8 " (5.9)
0 |1+2E, 2E 0 0 0 Ul ' '
0 2By 2B} (1+28)° 2+4Fy+ 126, 8E)), \ )

wobei v Striche (v = 1,2) jeweils die v-te Ableitung nach der einzigen unabhangigen Variablen E;
an der Stelle £1 = 0 bezeichnen. Die Anzahl der erhaltenen Gleichungen ist somit unabhangig von
der Anzahl der Lastschritte, d.h. wir erhalten fiir zwei freie Seiten lediglich vier Gleichungen fiir finf
unbekannte Parameter. Wir konnen also nur vier der Parameter bestimmen.

Die Auswertung der SOEC und TOEC, die sich durch direktes Einsetzen in Gleichung (5.8) gewinnen
lassen, ist jeweils in den ersten beiden Zeilen von Tab. 5.3 zu finden. Man erhalt zwei Gleichungen pro
Lastschritt, sodass sich die gesuchten elastischen Konstanten iiber eine Ausgleichsrechnung bestim-
men lassen. Drei Strategien wurden dazu verfolgt: Bei der ersten wurde das komplette Gleichungs-
system simultan gelost. Bei der zweiten Methode I6sten wir den linearen Anteil des iiberbestimmten
Gleichungssystems zunachst nach den SOEC auf, setzten diese dann in das verbleibende System ein
und losten es nach den TOEC. Die jeweils letzte Zeile in der Tabelle zeigt die Ergebnisse der Rechnung
mittels Ableitung aus GI. (5.9). Um die Ableitung zu bilden, wurden die Datensatze als Funktion des
freien Parameters u; 1 dargestellt und mittels eines Polynoms approximiert. Die Ergebnisse zeigen,
dass sowohl X iiber alle drei Methoden hinweg nur innerhalb der Standardabweichung schwankt und
daher als gleich angenommen werden kann. Die Standardabweichung bezeichnet dabei die Streuung
der Konstanten vom Mittelwert derselben fiir unterschiedliche Realisierungen der zufallig verteilten
Rissorientierungen. Die Werte des Schermoduls u stimmen lediglich fiir die stufenweise direkte Me-
thode und die Ableitungsmethode innerhalb Standardabweichung tiberein. Diese Unstimmigkeit setzt
sich auch in den abgeleiteten Groen E-Modul und dem Poisson-Verhaltnis fort. Nichtsdestotrotz
sind die Abweichungen im Vergleich zu den Schwankungen der TOEC gering. Hier liegt iberhaupt
keine Ubereinstimmung innerhalb der angegebenen Abweichungen vor. Die direkten Methoden liefern
sogar positive Werte fiir die Konstanten v, was im Vergleich mit den gemessenen Werten in Kap.
3 sowie mit Literaturwerten fiir ahnliche Materialien als nicht sinnvoll erscheint. Das Ableitungsver-
fahren liefert zwar keinen Vorzeichenwechsel. Die Richtigkeit der Ergebnisse muss aber anhand der
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

Tabelle 5.3.: Ergebnisse der Auswertung der SOEC und TOEC fiir 5x5x5-Wiirfel mit zwei freien
Oberflachen.

Methode X [GPa] u [GPa] E [GPa] v
direkt, voll 71,6+£2,7 63,1+0,5 159,7+1,6 0,266+0,004
direkt, zweistufig 73,2+2,5 61,0+0,6 155,3+1,8 0,27340,003
Ableitung 72,242,4 60,2+0,6 153,2+1,9 0,273+£0,003
Methode vy [GPa] V> [GPa] v3 [GPa]
direkt, voll 1.220,54+19,7 —284,846,8 —9,942,7
direkt, zweistufig 938,7+7,7 —248,0+4,7 —19,8+£2,0
Ableitung —13,540,6 —122,94+3,6 —56,7+1,6

Validierung der Simulationen mit bekannter physikalischer Nichtlinearitat des Matrixmaterials ange-
zweifelt werden, da die TOEC fiir zwei freie Oberflachen auch dort nicht bestimmt werden konnten.
Ungewohnlich ist aulBerdem, dass der Absolutwert des Parameters v hier eine GréRenordnung kleiner
ist als der von v». Da hier ein eisenahnliches Material zur Simulation verwendet wurde, wiirde man fir
die nichtlinearen Konstanten zunachst auch eisenahnliche Werte erwarten. Sowohl die von Seeger und
Buck bestimmten Parameter [SB60] als auch die bei Landolt und Bornstein [LB79] tabellierten Para-
meter ergeben fiir die Gitternichtlinearitat stets einen um eine Groenordnung groBeren Absolutwert
flir 1 im Vergleich zu v». Dabei ist natiirlich festzuhalten, dass sich das Matrixmaterial hier linear
verhilt, die Nichtlinearitat daher nur aus der Offnung und SchlieBung der involvierten Risse induziert
wird und die so erzeugte Nichtlinearitat sich durchaus anders verhalten kann.

Fazit ist, dass sich die Konstanten dritter Ordnung in dieser Konfiguration mit den direkten Methoden
nicht bestimmen lassen. Die Ableitungsmethode liefert dabei bisher die besten Ergebnisse, die jedoch
weiter zu untersuchen sind.

Eine freie Oberflache

Fiir eine freie Oberflache (hier in X»-Richtung) andert sich das Gleichungssystem entsprechend und
wir erhalten

T Ey+1 2 0 0 0 \

0 Ey+1 2E 0 0 0

il |E+1 o0 0 0 0 . 5 10
77| Ef 0 L(2ER2+4Eh)+1 2E)2+4E4+6 8 Y1 (5.10)
0 By 2F) EP+3(4Ej+2) 6E,2+4E,+2 8ER2| |2

Ty Ey 0 2E,+i(E2+2) 24242 0/, A

als Bestimmungssystem fiir SOEC und TOEC. Im Gegensatz zum Gleichungssystem, das sich aus
den freien Randbedingungen ergab, ist dieses liberbestimmt. Die Auswertungen fiir diesen Fall sind in
Tab. 5.4 zusammengefasst.

Baut man das Ergebnis der obigen Simulation als Nebenbedingung in die bereits vorhandenen Bestim-
mungsalgorithmen fiir die Ergebnisse mit zwei freien Oberflachen ein, so ergeben sich die elastischen
Konstanten in Tab. 5.5. In beiden Féllen dndern sich die SOEC um etwa 20 % bis 40 %, was einer An-
derung der Longitudinalwellengeschwindigkeit von etwa 15 % entspricht. Die Phasengeschwindigkeit
der Rayleighwelle dndert sich um weniger als 10% [RKM17]. Die Anderungen der TOEC unter-
scheiden sich je nach Auswertemethode jedoch enorm. In den dazugehdrigen Simulationen wurde das
Matrixmaterial als linear angenommen, was die Validation der Algorithmen hinsichtlich der TOEC am
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5 Anderung der elastischen Konstanten

Tabelle 5.4.: Auswertung der SOEC und TOEC fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte bei einer
freien und einer feste Oberflache.

A[GPa]  w[GPa] 11 [GPa] v, [GPal v3 [GPal
70,3£1,1 62+1,4 —520,44+66,1 —44+13,5 —52,74£25,1

Tabelle 5.5.: Auswertung der SOEC und TOEC fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte bei einer
freien und einer festen Oberflache unter Einbeziehung der Daten mit zwei freien Oberflachen.

X [GPa] w [GPa] vy [GPa] vy [GPa] v3 [GPa]
68,8£1,1 62,1+£0,7 470, 7£76,7 —207,7£12,7 9,7£3,3

Matrixmaterial zu diesem Zeitpunkt nicht ermdglicht. Dafiir sei auf die Validation Hyperelastizitats-
routine UserHyper.f verwiesen.

Anhand von Ausdiinnungsversuchen, deren Ergebnisse in Tab. 5.6 dargestellt sind, kann man jedoch
sagen, dass die Auswerteroutine bei verschwindender Rissdichte tatsachlich die SOEC der Matrix
liefert. Dabei ist zu beachten, dass in den Experimenten ohne Gitternichtlinearitat der lineare Para-
metersatz aus Tab. 5.2 verwendet wurde, der sich aus der Wahl des E-Moduls £ = 200 GPa und der
Poissonzahl v = 0,3 ergibt.

Tabelle 5.6.: Auswertung der SOEC und TOEC fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte bei einer
freien und einer festen Oberflache im Ausdiinnungsversuch (linearer Satz aus Tab. 5.2).

Fillgrad A [GPa] w [GPa] vy [GPa] v, [GPa] v3 [GPa]

1,000 749+13 694+08 —-641,74+£206 —-459+£54 —-884+2,6
0,504 932+10 728+£05 -526,1+£17,2 —-455£30 —-993£2]1
0,184 106,710 753+04 —-431,4+157 -382+30 -1105+14
0,120 1095+1,1 758£04 —-397,3+128 -384=£12 -11254+0,9
0,064 1122+05 76,3£0,2 -368,6+13,2 -38,1£1,6 —-114,0%+0,6
0,032 1139+0,3 76,6£0,1 —347,1+3,1 -383+£0,6 -114,8+0,1
0,016 1147+0,3 76,8£0,1 —-336,9+45 -384+£08 —-11514+0,3
0,008 1150+02 769£0,1 —-33244+30 -384=£04 -11544+02

5.3.1. Validierung der Auswertestrategien

Die Validierung des Codes erfolgte anhand der Simulation eines Wiirfels ohne Risse bei bekannter
Gitternichtlinearitat (Tab. 5.2). Neben den (blichen Randbedingungen war eine Seite stets frei und
die verbleibende Seite entweder frei oder fest eingespannt. Nach einer Polynomapproximation der
Spannungs-Dehnungskurven und Bildung der ersten und zweiten Ableitungen wurden die elastischen
Konstanten auf folgenden Wegen berechnet:

ID1 Auswertung der Daten mit zwei freien Oberflachen;
ID2 Auswertung der Daten mit einer steifen Wand;

ID3 Einbeziehung der Daten mit zwei freien Oberflachen in ID2;
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

ID4 1D3 unter Beschrankung der Daten mit zwei freien Oberflachen auf die Berechnung der SOEC
(nur erste Ableitungen);

ID5 Berechnung der SOEC aus ersten Ableitungen, Einsetzen der SOEC in zweite Ableitungen, Losen
nach TOEC.

Die Auswertung der Simulationen mit zwei freien Oberflachen nach ID1 lieferte dabei lediglich die
SOEC verlasslich. Die Werte fiir v> und v3 liegen zwar in der Nahe der Ausgangswerte, weichen aber
dennoch um etwa 10% ab. Der berechnete Wert fiir v1 dagegen ist sogar um eine GréBenordnung
kleiner als vorgegeben. Methode ID2 mit einer steifen Wand liefert dagegen fast die Ausgangswerte.
Die beste Ubereinstimmung wurde dabei fiir den Polynomgrad n = 3 erreicht und damit einen Grad
hoher, als fiir die Spannungs-Dehnungsrelation des Hyperelastizitatsmodell nétig. Die Einbeziehung
der Daten mit zwei freien Oberflachen (ID3) in ID2 verschlechterte das Ergebnis wieder. Die Be-
schrankung der Daten mit zwei freien Oberflachen auf die Berechnung der SOEC in ID4 lieferte fiir
n = 3 sehr gute Werte fiir die SOEC und die TOEC, bis auf 1. Dieser wich auch dort um etwa 10 %
vom Ausgangswert ab, sodass sich das Gesamtergebnis hier gegeniiber ID2 ebenfalls verschlechterte.
Die in ID5 vorgeschlagene schrittweise Berechnung lieferte wieder akzeptable Werte fiir die SOEC.
Die Abweichungen fiir die TOEC waren jedoch fiir alle betrachteten Polynomgrade sehr hoch. Fiir
die Berechnung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen kann dieser Validierung
zufolge die Strategie ID2 mit n = 3 gewahlt werden.

Weitere Untersuchungen der Auswirkung des Grades der Fitpolynome auf die extrahierten SOEC
ergaben jedoch eine Verbesserung dieser mit steigendem Polynomgrad n. In den folgenden Auswer-
tungen wurde der Grad des Fitpolynoms daher moglichst hoch gewahlt (abhangig von der jeweiligen
Auswertung, d.h. von der Anzahl der einbezogenen Datenpunkte).

5.3.2. Padé-Approximation

Um der starken Krimmung der Spannungs-Dehnungskurven im Ursprung und deren Abflachung fiir
betragsmalig wachsende Dehnungen Rechnung zu tragen, erscheint es sinnvoll, die Kurven durch
Padé-Approximationen anzunadhern. Die erhaltenen Funktionen werden dann im Ursprung abgeleitet
und in die unten stehenden Gleichungen eingesetzt.

Aufgrund der gewahlten Randbedingungen in den Simulationen mit einer freien und einer geklemmten
Oberflache — zusatzlich zu den Koordinatenebenen — ist die Verschiebung in X1-Richtung vy bzw. die
Hauptdehnung vy 1 die einzige unabhangige Groke. Alle weiteren Dehnungs- und auch Spannungswerte
konnen daher in Abhangigkeit von uy 1 dargestellt werden. In den vorliegenden Simulationen wurde in
Xi-Richtung gezogen und die Wiirfelflache bei X3 = w festgehalten. Es kdnnen also die Spannungen
o1 und o3 sowie die Verschiebung s und somit der Verschiebungsgradient u» » an der freien Oberflache
X = w bestimmt werden. Die erhaltenen Groen werden nun beziiglich des Verschiebungsgradienten
approximiert. Dazu stellen wir diese als rationale Funktionen der Form

2
aruil +asui g
1+ b1u1,1 + b2ufl

Ui = (5.11)

dar und bestimmen die Koeffizienten ai, as, by und by. Die so erhaltenen analytischen Ausdriicke
erlauben es uns, die Funktionen abzuleiten. Die Ableitungen der Funktion (5.11) an der Stelle u3,1 =0
lauten

(')/ Ui ar und (')” VAT Band 2 (22 — a1b1), (5.12)
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5 Anderung der elastischen Konstanten

Tabelle 5.7.: Gemittelte elastische Konstanten rissbehafteter, linearer Matrix, berechnet aus Ablei-
tungsmethode mit vorheriger Padé-Approximation.

frac X [GPa] u [GPa] vy [GPa] v, [GPa] v3 [GPa]

1,000 747+13 695408 —63324+147 -526%+3,7 —-899+L27
0,504 932+09 728+£05 -51514£152 -581+£30 —-94,9+28
0,184 106,6+10 753+04 —-4404*£176 -395x34 -—-109,7%=1,6
0,120 1095+1,1 758£04 —-4039+£14,7 -393£13 -1119£10
0,064 112,1£06 763£02 —-372,7£150 -384£18 -—113,6+£07
0,032 1139+£03 76,6+£01 —-3488+35 —-385£07 —1145£072
0,016 114,7+0,3 76,8+0,1 —-3374£50 —-384+09 -—-1149£04
0,008 1150*£02 769+£01 —-3325£35 —-384=*£05 -1152%072

die wir nun zunachst in die erste Ableitung der Spannung nach dem Verschiebungsgradienten einsetzen.
Fiir den PK1 erhalten wir das System

Pli=Xubo+X+2u
0=(A+2u)us,+ A (5.13)
Py =X (ub,+ 1),

aus dem sich die SOECs berechnen lassen. Dabei handelt es sich um ein iliberbestimmtes Gleichungs-
system, dessen Losung durch linearen Ausgleich zu bestimmen ist. Nachdem wir die SOECs bestimmt
haben, kdnnen wir diese mitsamt den zweiten Ableitungen der abhangigen GroRen in das System der
zweiten Ableitungen des PK1

Pli=X+2u+X(Uho?+ tho) + 11 (Uho? +2ub o+ 1) + 1o (2u ,* + 4uh » + 6) + 83
0=(\+2u) (tho?+ o) + X+ uv1 (tho? +2uhp + 1) + 1o (6Uh o2 +2 (2uh 5 + 1)) + 8usth ,?

Pl =X (u'2’22 +upo+ 1)+ (Uho+ 1)2 + 205 (uéyzz +1)
(5.14)

einsetzen und erhalten schliellich noch die gesuchten TOECs.

Die Ergebnisse der Bestimmung der Konstanten aus den Simulationen ohne Vorspannung und ohne
Gitternichtlinearitat unter Benutzung der Ableitungsstrategie mit vorheriger Padé-Approximation der
Datensatze sind in Tab. 5.7 zu finden.

Wie im Fall der einfachen Polynomapproximation sieht man auch hier, dass die Werte der SOEC
flir abnehmende Rissdichte gegen die elastischen Konstanten der Matrix streben und im Bereich der
Standardabweichung beinahe die Matrixwerte erreichen. Auch die Ergebnisse der TOEC stimmen
mit denen des Polynomfits im ausgediinnten Fall tiberein. Ebenso kann im vollbesetzten Wiirfel von
einer guten Ubereinstimmung im Bereich der groBen Abweichungen gesprochen werden. Die hohen
Variationen der Konstanten dritter Ordnung lasst darauf schlielen, dass die genaue Konfiguration der
Rissorientierungen bei der gewahlten Anzahl von 125 Rissen noch einen signifikanten Einfluss auf das
Gesamtsystem hat. Um diese These zu bestatigen, miissten noch mehr Konfigurationen gerechnet
werden, was flir die vollen 3D-Rechnungen jedoch einen enormen Mehraufwand bedeutete und hier
nicht weiter verfolgt wurde. Vergleicht man die Werte der extrahierten TOEC beider Verfahren, so
fallt auf, dass der grolte relative Unterschied beider Verfahren in den Werten der Konstanten v; und
v> besteht. Die liber die einfache Standardabweichung definierten Konfidenzintervalle der jeweiligen
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

Mittelwerte iiberschneiden sich jedoch, sodass von einer Ubereinstimmung gesprochen werden kann. Es
ist daher keine signifikante Verbesserung der ermittelten elastischen Konstanten unter Zuhilfenahme
der Padé-Approximation zu erwarten.

5.3.3. SOEC und TOEC im Ausdiinnungsversuch mit Gitternichtlinearitat

In den bisherigen Simulationen verhielt sich das Matrixmaterial stets linear. Mit zunehmender Aus-
diinnung sollten die ermittelten TOEC gegen die der Matrix streben, im linearen Fall also gegen Null.
In den obigen Auswertungen war das bisher nicht der Fall, da bereits kleine numerische Abweichun-
gen aufgrund der schlechten Kondition der Koeffizientenmatrix in (5.10) enorm verstarkt werden und
somit zu unechten Konstanten dritter Ordnung fiihren kdnnen. Um die Zuverlassigkeit des Algorith-
mus hinsichtlich der Bestimmung der TOEC beurteilen zu konnen, wurde die Gitternichtlinearitat des
Matrixmaterials mitberticksichtigt. Im Ausdiinnungsversuch miissen die TOEC dann gegen die der
Matrix konvergieren. Die Auswertung dieser Simulationen ist in Tab. 5.9 zu finden.

Tabelle 5.9.: Gemittelte elastische Konstanten einer rissbehafteten nichtlinearen Matrix, berechnet
aus der Ableitungsmethode mit vorheriger Polynomapproximation (n = 10).

Fillgrad A [GPa] w [GPa] v1 [GPa] Vo [GPa] v3 [GPa]

1,000 700x15 712+£10 -1.240,2+108,7 —-2453+18,0 —135147,7
0,504 935+14 752+0,7 -93514+1183 -300,2+£158 -—127,0%£9,8
0,184 111,1+1,5 782+£05 —-667,3+£1150 —-340,2+11,2 —-123,4£5,7
0,120 1148+16 78,7£0,5 —568,9£128,6 —350,1+4,0 —-1232+5,0

0,064 118,6 09 79,4£0.3 —464,7 + 88,2 —356,1+5,4 —121,7+3,1
0,032 120,8+0,4 79,7£0,1 —392,4+£25,8 -361,6+1,6 —-1204+173
0,016 122,0+0,4 79,9+0,1 —347,3+23,6 —-364,1+1,1 —-119,4+0,9
0,008 1225+0,4 79,9+0,1 —340,2+25,9 —-36504+£08 —1199+04

Zunachst ist festzuhalten, dass die elastischen Konstanten beinahe die Matrixwerte erreichen. Man
beachte, dass dies innerhalb der einfachen Standardabweichung auch fiir die Konstante v; zutrifft. Die
absolute Abweichung ist hier jedoch selbst fiir den stark ausgediinnten Fall noch sehr hoch im Vergleich
zu den restlichen Konstanten. Der Algorithmus ist also in der Lage, die elastischen Konstanten aus
den Simulationsdaten zu bestimmen.

Die SOEC im vollbesetzten Fall unterscheiden sich kaum von denen, die wir trotz leicht geanderter
Konstanten zweiter Ordnung im linearen Fall ermittelt haben (Tab. 5.7). Der Einfluss der Risse auf
die effektiven SOEC ist in dieser Auswertemethode folglich konstant. Die Absolutwerte der TOEC
dagegen sind im Vergleich zum linearen Fall deutlich gestiegen. Die Konstante v; hat sich in etwa
verdoppelt, v» fast verfiinffacht.

5.3.4. Auswertung der Simulationen mit hydrostatischer Vorspannung

In unserem Simulationsmodell werden die Hertzschen Kontakte als Kugelschnitte realisiert. Pro-
grammbedingt konnen die entstehenden Kalotten im FE-Modell jedoch nicht bis an die jeweiligen
Zielflachen herangefiihrt werden, sodass stets eine Liicke bleibt, die fiir alle Risse gleich grofs ist
(kiirzester Abstand zwischen Kalotte und flacher Kontaktseite). Dies fiihrt beim SchlieBen zu einem
ahnlichen Verhalten wie im Fall beidseitig flacher Risse, wenn auch der Effekt durch die stetige Vergro-
Berung der Kontaktflache von einem Punkt zu einem Kreis endlichen Radius hier nicht so grols ausfallt.
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5 Anderung der elastischen Konstanten

Dariiber hinaus konnen in realen Bauteilen stets auch Vorspannungen vorliegen, die den Kontaktstatus
und die Kontaktliicken der Risse andern.

Um die Liicken zwischen den Kontaktflachen initial zu schlieen, wurde eine hydrostatische Vorspan-
nung von 10 GPa auf eine lineare Matrix mit Hertzschen Kontakten aufgebracht. Fiir die Auswertung
der elastischen Konstanten mussten die simulierten Spannungs- und Dehnungswerte auf die neue
Konfiguration (Initialkonfiguration) bezogen werden. Hierzu wurde die Vorspannung zunachst von al-
len Spannungswerten abgezogen. Mithilfe der berechneten Verschiebungen am Vorspannungspunkt
wurden dann die neuen Seitenlangen im Initialzustand berechnet. Schliellich wurden die initialen Ver-
schiebungen von den momentanen Verschiebungen abgezogen und durch die Initiallangen dividiert,
sodass wir letztendlich die Verschiebungsgradienten im Initialsystem bekommen. Mit den aus den initia-
len Verschiebungsgradienten folgenden Initialdehnungen und den Initialspannungen wurde schliefslich
das iibliche Vorgehen zur Extraktion der elastischen Konstanten wiederholt. Die Mittelwerte (iber alle
simulierten Konfigurationen sind in Tabelle 5.11 fiir die einzelnen Verdiinnungsstufen aufgefiihrt.

Tabelle 5.11.: Gemittelte extrahierte elastische Konstanten aus den Ausdiinnungssimulationen der
Hertzschen Kontakte unter hydrostatischer Vorspannung ohne Gitternichtlinearitat (linearer Satz in
Tab. 5.2).

Fiillgrad A [GPa] w [GPa] vy [GPa] v, [GPa] v3 [GPa]

1,000 97,4+03 60,703 357374 —-478+£12 —-859%0,7
0,504 1134+02 730£03 -367,0£6,5 —-485+0,7 -1052+0,6
0,184 114,7+0,2 754+0,2 —-3443+30 —-41,8£0,9 -111,84+0,6
0,120 1149+0,2 759+0,1 -339,8+29 —-40,0£0,7 —-113,5+0,4
0,064 1151+0,1 76,4+0,1 —-3335%+25 -395*£12 -1143+0,7
0,032 1153+0,1 76,7+0,1 -330,4+4,1 -393*£15 -11454+0,6
0,016 1153+0,1 768=+0,1 -32924+36 -385*£1,6 —1151+0,8
0,008 1154+01 769+00 -326,8+3,1 -39,0+13 -1151+0,7

Die effektiven Konstanten zweiter Ordnung X und u streben mit zunehmender Ausdiinnung gegen
die Konstanten des Matrixmaterials. Angesichts der Tatsache, dass die Gitternichtlinearitat in diesen
Versuchen nicht berlicksichtigt wurde, konnen wir dieses Ergebnis als plausibel annehmen. Die effektive
Nichtlinearitat andert sich dagegen nur geringfiigig. Es ware zu erwarten, dass die TOEC vy, v und
vs3 mit abnehmender Rissdichte gegen Null streben. Dies ist hier nicht der Fall und wiederum auf
Instabilitaten des Auswertealgorithmus zurilickzufiihren.

Die Spannungs-Dehnungskurven weisen am Ursprung eine starke Kriimmung auf, die zunachst nahe-
rungsweise auch als Knick interpretiert werden konnte. Die hydrostatische Vorspannung dient jedoch
gerade dazu, den moglichen Knick abzurunden und die Ermittlung effektiver Konstanten somit wieder
zu legitimieren. Wir wollen daher die Daten getrennt nach Zug und Druck betrachten, um eventuelle
Unterschiede in den elastischen Konstanten beider Seiten genauer untersuchen zu konnen. Tabelle
5.13 zeigt das Ergebnis dieser getrennten Auswertung fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte.
Die Werte der SOEC stimmen hier fiir beide Seiten sehr gut tiberein, woraus sich schlieen lasst, dass
es sich bei der starken Kriimmung im Ursprung der Spannungs-Dehnungs-Kurve nicht um einen Knick
handeln kann. Der Sprung in den TOEC lasst aber vermuten, dass hier vielmehr die Ableitung eine
Nichtdifferenzierbarkeit am Ursprung aufweist.

Zu bemerken ist auch der deutliche Sprung der SOEC von der Vollbesetzung zur ersten Verdiinnungs-
stufe. Die Werte fiir den Fiillgrad 0,504 erreichen hier bereits fast die Matrixwerte. Auch die TOEC
erfahren die groBte Anderung zur ersten Ausdiinnung und andern sich im Rahmen der angegebe-
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

Tabelle 5.13.: Auswertung der SOEC und TOEC fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte unter
Vorspannung. Die Auswertung erfolgte getrennt fiir Zug und Druck.

links; [GPa] rechts; [GPa]
Fillgrad A U A "

1,000 97,7+0,3 608+03 986+04 609£0.3
0,504 1135+£0,2 73,0+£0,3 113,3+£0,1 73,0%£0,3
0,184 114,8+0,2 754402 1145£0,1 753+£0.2
0,120 115,0£0,2 76,0+£0,1 1148=0,0 759+0,1
0,064 1152+0,1 76,5+0,1 1150=%x0,1 76,3+0,1
0,032 1154+0,1 76,7+0,1 1151£0,1 76,6+£0,1
0,016 11544+0,1 76,94+0,1 1152+0,1 76,7£0,1
0,008 1155+0,1 76,94+0,0 1152+£0,1 76,8+£0,0

links; [GPa] rechts; [GPa]

Fillgrad 12z Vs V3 7z Vs U3

1,000 —-366,8+85 —443+15 —-822+06 —400,0+41,1 —-525+56 —87,3£1,3
0,504 —3772+6,9 —-472+24 —-1025+1,7 —3424+17,6 —43,7£32 —-104,8+0,8
0,184 —-352,7+35 —-405+19 -1083+12 —333,0£114 —-39,0£20 —-109,3+£0/4
0,120 —3442+6,6 —-403+20 -1090+12 —-33834+132 -3839+21 -—-110,6+£006
0,064 —-340,7+6,8 -383+24 -1103+1,1 —-331,3+10,0 —-379+10 -—-111,2+0/4
0,032 —-336,0£5,1 —-37,1£28 -—-111,7+15 —-331,1+80 —-372£0,7 —-111,7+0,2
0,016 —-3340£6,2 -374+£23 -—-1115+11 —-3289+30 -369+£0,2 -111,8+0,1
0,008 —-333,0£72 -363£26 -—-112,6+09 —-3284+29 -36,7£0,1 —-112,0+0,0

nen Abweichung kaum. Lediglich v; schwankt im Druckbereich noch deutlich iiber die statistischen
Abweichungen hinaus.

5.3.5. SOEC und TOEC im Ausdiinnungsversuch mit Gitternichtlinearitat und
Vorspannung

In diesem Abschnitt soll daher der Einfluss statischer Vorspannungen am Beispiel hydrostatischen
Druckes auf die elastischen Konstanten untersucht werden. Der vorgespannte Zustand wird dabei als
Initialzustand bezeichnet, in welchem die Materialpunkte &, um u,(') nach X, verschoben sind (Abb. 3.1
aus Abschnitt 3.1). In einem zweiten Lastschritt werden die bereits beschriebenen Randbedingungen
mit einer freien und einer festen Seite auf den Initialzustand angewandt. Dazu wird die im ersten
Lastschritt erzeugte Vorspannung als Randbedingung bei £, = w gewahlt (in vorigen Experimenten
die freie Seite). Bei &5 = w wird die Verschiebung vl ermittelt und dort, d.h. bei X5 = &5 + ul,
festgehalten, sodass u3 = 0 gilt. Als letztes wird die Verschiebung u; bei X; = w vorgegeben und
der zweite Lastschritt damit ausgefiihrt. Die Risse sind hier wiederum homogen verteilt und das
Grundmaterial weilst die tibliche Gitternichtlinearitat mit den Gitterkonstanten aus Tab. 5.2 auf.

Um nun die elastischen Konstanten beziiglich des Initialzustands zu erhalten, entwickeln wir den PK2
im Momentanzustand Tgﬁ) an der Stelle x; = §;,X; und stellen dann den inkrementellen symmetri-
schen Spannungstensor T, mithilfe der tblichen Transformationen bezuglich des Initialzustands dar.
Die so erhaltene Spannung wird in die von der Momentan- in die Initialkonfiguration transformierte
Bewegungsgleichung eingesetzt und man bekommt den neuen Steifigkeitstensor (akustischer Tensor)
im Initialsystem, der die gesuchten elastischen Konstanten an den entsprechenden Stellen enthalt.

Fir die Entwicklung des finalen PK2 beziiglich der inkrementellen Verschiebung am Ausgangszustand
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5 Anderung der elastischen Konstanten

des zweiten Lastschrittes (Vorspannung) folgt zunachst

o [oT oW
TSB - To(t% + aE(?fB) 8/_316 uie+0O (U,‘2,€) (5.15)
7o ) xj=Xidi
= To(t% + <Ca5~/6 + Caﬁyéquf)Z) Fi50i1Uj - (5.16)

Durch Subtraktion der Initialspannung To(l% erhalten wir sofort den inkrementellen PK2

Top = (Caﬁwé + Caﬁ'yéwEStZ) F150i1 Uiy, (5.17)

der sich hier noch auf die Ausgangskonfiguration bezieht. Ersetzen wir in der integralen Beziehung
zwischen der Cauchyspannung und den beiden PK-Tensoren aus Gl. (2.20) die Flache Ay einmal durch
die Flache im natirlichen Zustand und einmal durch diese im vorgespannten Zustand, so erhalten
die Beziehungen zwischen der finalen Cauchyspannung und den PK2-Tensoren bzgl. der natiirlichen
Koordinaten und der initialen Koordinaten (vgl. [PSF84])

U,(}c) =|Fnl "t FiaFJBTég = |Fi| " FiaFisTS3. (5.18)

Analog ist die Beziehung zwischen Cauchyspannung und PK2 im initialen Zustand durch
o) = [Fial ™! FlaFus TS (5.19)
gegeben, sodass wir mit |Fj | \qu|_1 = |FA;,1ﬂqu‘_l = ‘FMM}_l sofort

Tiy= T,(j) - O-/(ij) = |Fix| " FiaFisTag (5.20)

als Relation zwischen den beiden Konfigurationen der inkrementellen PK2 erhalten. Einsetzen von Gl.
(5.17) ergibt dann

~1 ;
Tiy=|Fro| ™ FiaFus <Ca6'y<5 + Caﬁyéuub_w) FresFLyOkk Uk, (5.21)

wobei zusatzlich die Ableitung der inkrementellen Verschiebung u nach den Materialkoordinaten &
durch die Ableitungen beziiglich der Initialkoordinaten X ersetzt wurde (Faktor Fy.y). Fiir kleine Vor-

dehnungen ||u,(\iﬂ)w|| < 1 konnen wir alle hier auftretenden quadratischen Terme bzgl. der Vordehnung
vernachlassigen. Mithilfe der Naherung |Fi5|* ~ 1 — eEiL), der genaherten Gl. (3.6) EC(X% ~ e% sowie
dem Wissen, dass Fjq = 0jo + u,('gx vereinfacht sich Gl. (5.21) zu

Ty = Crukdkktk,. = CrukLExL (5.22)

mit
CiukL = (1 - 6&\2/\/1) Chikr + C?JKLI\/INE(I\i/;N (5.23)
+ C?JKM”S,)M + C?JLMUEQM + C?MKLU%A + CSMKLU/(%- (5.24)

Hierzu wurden auch die Ableitungen der Initialdehnungen beziiglich der natiirlichen Koordinaten zu
Ableitungen nach den Initialkoordinaten transformiert und die vereinfachte Schreibweise

Clixt = 810050k~ 015Caprys (5.25)
Cikimn = 01a680k~0150Mudnw Caprouy (5.26)
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

fir die SOEC und TOEC des Mediums im natiirlichen Zustand eingefiihrt. Da die neuen elastischen
Konstanten dieselben Symmetrieeigenschaften aufweisen wie ihre jungfraulichen Pendants, konnten
wir aulBerdem die Summation iiber die Verschiebungsgradienten durch eine Summation lber die sym-
metrischen inkrementellen Dehnungen 2ex; = dxkUk, L + 01Uy Kk ersetzen.

Die Bewegungsgleichung in einem Korper unter Vorspannung kann nun mithilfe der Zustandsgleichung
(5.22) aus der der Momentankonfiguration (x;) in die Initialkonfiguration (X;) transformiert werden
und man bekommt als neuen Steifigkeitstensor die Huang-Steifigkeit aus Kap. 3 (Gl. (3.5)). Fiir einen
isotropen Korper unter hydrostatischer Vorspannung bedeutet das, dass die neuen Lamé-Konstanten
A und @ an denselben Stellen des Steifigkeitstensors stehen wie die des unverspannten Materials in
deren Steifigkeitstensor, sodass

A=500 =20+ (A + 300 + 49) O (5.27)
= 553)23 = o+ (3N +3u® + 308 + 419) el (5.28)

gilt. Man sieht, dass die neuen Konstanten fiir verschwindende Vorspannung mit den urspriinglichen
Lamé-Konstanten zusammenfallen. Da es sich um eine hydrostatische Vorspannung handelt, ist diese
nur von einem skalaren Parameter — hier €() — abhingig.

Dasselbe Ergebnis erhdlt man mit der von lwashimizu und Kobori hergeleiteten Gleichung fiir die
effektiven elastischen Konstanten /iprq im vorgespannten Medium [IK78].

Vergleichen wir diese Ergebnisse mit den Ergebnissen der Simulation eines Wiirfels ohne Risse unter
einer hydrostatischen Vorspannung von 10 GPa, dessen hyperelastisches Verhalten sich mithilfe des
nichtlinearen Parametersatzes aus Tab. 5.2 beschreiben ldsst, so erhalten wir A = 147,8 GPa und
uw = 87,4 GPa. Als analytische Voraussage erhalt man die Konstanten A = 143,0GPa und u =
88,4 GPa. Die Abweichung im Schermodul von 1 GPa ist sehr gering. Der Unterschied von fast 5 GPa
im Parameter A zwischen Simulation und analytischer Vorhersage deutet jedoch auf eine Verletzung
der Giiltigkeit der getroffenen Annahmen hin.

Es stellte sich jedoch heraus, dass eine Druckspannung von 10 GPa das Offnen der Risse durch die
aufgebrachte Verschiebung im zweiten Lastschritt verhindert und der Effekt der Risse damit nahezu
verschwindet. Die Ausdiinnungsversuche wurden daher mit einer Vorspannung von 500 MPa wiederholt
und die effektiven Konstanten Berechnet. Die Ergebnisse sind in Tab. 5.14 dargestellt.

Tabelle 5.14.: SOEC und TOEC im Ausdiinnungsversuch bei hydrostatischer Vorspannunng von
500 MPa in nichtlinearer Matrix.

Fillgrad X[GPa] w[GPa] wv1[GPa] o [GPa]l w3 [GPa]

1,000 69,8 70,6 3.870,4 —1.806,7 265,2
0,064 120,4 80,0 7.988,2 —1.929,6 175,3
0,008 125,4 80,9 168,2 —-36,2 —312,2

Im letzten Schritt entsprechen die SOEC hier nahezu den analytischen Vorhersagen A = 126,3 GPa
und pu = 81,4 GPa. Obwohl sich auch die SOEC im vollbesetzten Fall wie auch in der linearen Matrix
signifikant andern, sind die Betrage der Konstanten dritter Ordnung v; und 5 bei Vorspannung mehr
als dreimal so grol wie im Fall ohne Vorspannung. Die Konstante v ist hier sogar positiv und v3
wechselt mit zunehmender Ausdiinnung das Vorzeichen. Die Matrixwerte werden dabei nicht erreicht.
Die TOEC v, bleibt positiv und auch v ist um eine GroBenordnung kleiner als der entsprechende
Parameter des Matrixmaterials. Da die Auswertung der TOEC bei hoher Ausdiinnung jedoch keine
verlasslichen Werte mehr liefert, die SOEC dagegen beinahe die Matrixwerte erreichen, kdnnen die
Werte der TOEC fiir den vollbesetzten Fall als plausibel angesehen werden.
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5 Anderung der elastischen Konstanten

5.3.6. Getrennte Auswertung fiir Zug- und Druckbereich

Im ersten Abschnitt iiber die Simulationsergebnisse wurde bereits erwahnt, dass die Spannungs-Deh-
nungskurven im Falle Hertzscher Kontakte keinen Knick aufweisen. Es stellt sich daher die Frage,
ob die Kurven fiir diese Art von Kontakten tatsachlich glatt sind, oder ob sich die Nichtdifferenzier-
barkeit lediglich zu hoheren Ableitungen hin verschiebt. Um dieser Frage nachzugehen, wurden die
Simulationsergebnisse abgeleitet und gemal

/ N /
O-/j - m'nulvl (O-Ij>

/ P /
o (75) — s ()

(o) =

(5.29)

skaliert (siehe Abb. 5.6).

4,0 ‘ ‘ 7
1,0 - 8
- — 20|
G 00f 1=
- o 0,0+ |
© -1.0} —— 011 = 20| |
—1659-u11 -
—2,0 \ \ \ i \ \ \ \
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Abbildung 5.6.: Spannungs-Dehnungsrelation (oben links) und Dehnungs-Dehnungsrelation (oben
rechts) sowie deren Ableitungen (unten) fiir zufallig orientierte Hertzsche Kontakte bei einer frei-
en und einer festen Seite. Die Ableitungen wurden gemaR (5.29) skaliert. Der Fiillfaktor bezeichnet
den Anteil der Vollbesetzung (1 = 125 Risse).

Beide Relationen zeigen wieder eine leichte Kriimmung, die aufgrund der Querkontraktion im Falle
der Dehnungs-Dehnungsrelation positiv ausfallt. Im unteren Teil der Abbildung ist eine deutliche bis
sprunghafte Anderung des Anstieges von Kompression zu Dilatation zu erkennen, die entweder auf
eine starke Kriimmung oder sogar eine Nichtdifferenzierbarkeit am Ursprung schlieBen lasst. Der fiir
die flachen Risse erwartete Knick hat sich also in die Ableitung verschoben. Das bedeutet jedoch,
dass sich die zweite Ableitung an der Stelle u; ;1 = 0 stark andert oder sogar nicht stetig ist. Letzteres
hatte zur Folge, dass sich die TOEC fiir Stauchung deutlich von denen bei Streckung unterscheiden.
In den Tabellen 5.16 und 5.17 wurden die Datensatze daher fiir beide Seiten getrennt ausgewertet.

Die Ergebnisse in Tab. 5.16 wurden dabei durch direktes Einsetzen in die Ausdriicke fiir den Span-
nungstensor gewonnen. Zur Bestimmung der Werte aus Tab. 5.17 wurden die Datensatze der einzel-
nen Konfigurationen und Verdiinnungsstufen nach Druck und Zug getrennt und beide Seiten separat
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5.3 Bestimmung der elastischen Konstanten aus den Simulationsergebnissen

Tabelle 5.16.: Ergebnisse der Simulationen ohne Vorspannung mit linearem Parametersatz aus Tab.
5.2, ausgewertet Uber die direkte Methode ohne vorherige Approximation der Datensatze und ge-
trennt nach Kompression (links) und Dilatation. Das Gleichungssystem wurde einmal schrittweise
(erst SOEC, dann TOEC, oben) und einmal simultan gelost.

links; [GPa] rechts; [GPa]
Fillgrad A " A W

1,000 97,7+0,7 728+06 633+14 663+£09
0,504 110,5+04 76,3+04 823+11 69,3+0,6
0,184 1195+£05 788+02 965+12 715+04
0,120 121,3+05 79,4+0,2 9954+12 719+04
0,064 123,0£0,2 79,9+£0,2 1023£06 72,4£0.2
0,032 1240+£0,1 80,2+0,1 104,1£03 72,7£0,1
0,016 1244+0,1 80,3+0,1 1050£03 72,8=£0,1
0,008 1247+0,1 80,4+0,1 1054£03 729=£0,1

links; [GPa] rechts; [GPa]
Fiillgrad Iz Vo V3 V1 Vs V3
1,000 —-685,9+87,7 107,2+20,4 —-1329+9,4 78,0£81,9 —56,9+£25,3 —-36,7£10,4
0,504 —597,1£542 77,1+124 —1244+£57 —192,3+62,6 79+18,1 —719+£7,3
0,184 —-551,3+£38,9 61,9+84 —-1213+3,9 —-433,6+37,3 57,64+10,6 —-98,4+4,2
0,120 —539,0+33,0 584+7,1 —120,6+3,3 —-482,7+£41,0 666+11,7 —103,3+£4,6
0,064 —538,7+21,2 576+47 —1209+22 -5132+26,6 70,8+7,3 —106,1£2,9
0,032 —536,1£144 566+32 —-1209+15 -—-532,1+124 732£372 —-107,7£1,3
0,016 —-539,1+99 57,0+2,1 —-12134+10 -5364+9/4 73,2+£25 —108,0+1,0
0,008 —-538,0£+£10,1 56,722 —12124+10 —543,3+9,2 744+£25 —108,6 £1,0
links; [GPa] rechts; [GPa]
Fillgrad A u A W

1,000 76,3+1,1 687+x0,7 661+17 176,2+833
0,504 94,1+0,7 72,1+05 87,6+14 —99,0£632
0,184 106,9+0,8 74,7+0,3 103, 7+14 —-334,0£37,3
0,120 109,5+0,8 752+0,3 107,1+15 -382,4£40,6
0,064 112,0+0,4 757+0,2 110,4+0,8 —412,6+£26,7
0,032 113,5+0,2 76,1+0,1 112,5+0,4 —-431,8+£125
0,016 1142+0,2 76,2+0,1 1135%£03 —436,5+9,3
0,008 1145+0,2 76,3+0,1 1140£03 —443,1+9,3

links; [GPa] rechts; [GPa]

Fillgrad Iz Vs U3 1z Vo V3

1,000 —-1.102,6 £1004 —-84+£252 —13534+93 -102,6+27,9 684+10 —-36,9+10,4
0,504 —646,1£59,7 —-46,4+153 —-1253+5,7 —-536+£203 72,0£0,7 -—-72,1£7,3
0,184 —318,6 £38,3 —-65,8+£10,8 —-121,4+39 -—-166+£122 746=£0,4 -—-986=£42
0,120 —-238,7+373 —-71,0+10,3 —-120,54+33 -10,1£135 751£05 —-103,5+4,7
0,064 —185,8+21,8 —-71,8+6,0 —-1208+£22 —-8,7+84 757+0,3 —-1063+£29
0,032 —149,2+14,5 —729£3,6 —-120,7£1,5 —7,9£35 76,0£0,1 —-1079+1,3
0,016 —138,0£7,8 —722£25 -121,1+£1,0 -8,8+2,8 76,2£0,1 —-108,1£1,0
0,008 —127,3£9,6 —729+27 —-121,0£1,0 —7,9+2,8 76,2£0,1 —-108,8+1,0
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5 Anderung der elastischen Konstanten

Padé-approximiert. Aus den links- und rechtsseitigen Ableitungen der gebrochenrationalen Funktionen
am Ursprung wurden daraufhin die Konstanten dritter Ordnung bestimmt.

Tabelle 5.17.: Ergebnisse der Simulationen ohne Vorspannung mit linearem Parametersatz aus Tab.
5.2, ausgewertet iiber die Ableitungsmethode mit Padé-Approximation (Approximationskoeffizienten
per Principal Axis-Methode) der Datensatze und getrennt nach Kompression (links) und Dilatation.

links GPa rechts GPa
Fiillgrad A " A w
1,000 773+1,2 685+0,9 66,5+1,7 68,6+1,0
0,504 945+0,8 72,4+0,6 88,1+1,4 724407

0,184 107,24+0,9 7524+04 1044+14 752+05
0,120 109,86+0,9 7574+04 107,8£15 757+05
0,064 1123+04 763+0,3 111,2+0,8 76,3+0,3
0,032 1139+0,3 76,6+0,1 113,3+04 76,601
0,016 1146+0,2 768%+0,1 1143+0,3 76,8+0,1
0,008 1149+0,2 769+0,1 1147+03 769%0.1

links GPa rechts GPa

Fillgrad Izt Vo V3 Iz Vs V3

1,000 444520 —-267,7+t18,1 —23,1+4,7 —-2753+1,0 259+32 -—101,1+1,5
0,504 —1728+29,5 —-163,3+ 8,2 —654+3,7 277, 7+t1,2 -704+26 —-1053+1,1
0,184 —3243+31,1 —-77,8+10,3 -998+3,0 —-2759+23 -—-284+24 —-110,6+0,8
0,120 —330,9+29,3 —64,7+ 81 —-1062+16 —-273,1+£19 -—-334+26 —-111,6+0,8
0,064 —357,0+ 14,9 —-498+ 39 -—-111,34+1,0 -2702+0,7 —-383+13 -—-112,7+0,4
0,032 —359,9+10,8 —4234+ 27 —-1139+0,4 —2685+11 —-4144+06 —-113,2+0,3
0,016 —3729+11,0 —-374+ 29 —-11524+10 -2669+2,1 —-4314+08 -113,5+0,3
0,008 —379.4+ 8,3 —3494+4 24 —-1163+0,7 —2656+4+13 —43,94+0,7 -113,6£0,1

Den zweiten Ableitungen zufolge bestatigt sich die These eines Sprungs in der zweiten Ableitung.
Sowohl die direkte Methode als auch die Ableitungsvariante mit Padé-Approximation zeigen einen
deutlichen Unterschied zwischen den TOEC auf beiden Seiten. Allerdings unterscheiden sich auch die
SOEC beider Seiten im vollbesetzten Fall in allen Methoden deutlich. Letzteres wiirde einen Sprung
in den Spannungs-Dehnungskurven zur Folge haben, die in Abb. 5.6 jedoch nicht zu erkennen ist. Zu
grobe Abstande in den Lastschritten konnen dabei die Ursache fiir eine Verschmierung eines moglichen
Knickes im Ursprung sein. Um das auszuschlieBen, wurden die Rechnungen um den Nullpunkt herum
verfeinert.

In Abb. 5.7 ist der Vergleich zweier Lastschrittgitter mit unterschiedlicher Lastabstande fiir ein lineares
Material gezeigt. Die entpsrechenden Spannungs-Dehnungkurven fiir eine nichtlineare Matrix sind in
Abb. 5.8 gezeigt.

Die Ableitungen der simulierten Spannungs- und Dehnungs-Dehnungskurven weisen sowohl fiir das
grobe als auch fiir das verfeinerte Gitter um den Nullpunkt herum einen Knick auf. Dessen Auspragung
ist in der skalierten Darstellung fiir beide Gitter nahezu identisch. Dabei wurde neben der Ordinate
auch die Abszisse skaliert, da die Lastschritte in beiden Fallen symmetrisch um den Ruhezustand
verteilt sind.

Der Sprung in den TOEC ist legitim, da er vom Knick in den Ableitungen gestiitzt wird. Beide Gitter
weisen jedoch in den Ableitungen einen Knick auf, keinen Sprung. Die Werte der SOEC sollten daher
auf beiden Seiten des Ursprungs dieselben sein. In Tab. 5.17 trifft das im vollbesetzten Fall nur auf den
Schermodul @ zu. Der Sprung im Parameter X dagegen ist hoher als die mittlere Abweichung zwischen
den einzelnen Konfigurationen. Erst nach der dritten Ausdiinnung kann von einer Ubereinstimmung
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Abbildung 5.7.: Spannungs- (links) und Dehnungs-Dehnungskurven fiir homogen verteilte, zufallig
orientierte Hertzsche Kontakte in einem Wiirfel mit einer freien und einer festen Seite, gerechnet fiir
zwei aquidistante Lastschrittverteilungen unterschiedlicher Maximalauslenkung. Das Matrixmaterial
verhielt sich linear (Tab. 5.2). Dargestellt sind die absoluten (oben) sowie die skalierten Werte.

der SOEC zwischen Zug- und Druckbereich gesprochen werden.
Obwohl die TOEC aufgrund der Nichtdifferenzierbarkeit der Ableitung der Spannungs-Dehnungskurve
am Ursprung auf beiden Seiten verschiedene Werte erwarten lassen, so sind diese bei Vollbesetzung im
Vergleich zu den bisherigen Ergebnissen unplausibel. Die Konstante v sticht besonders heraus, da ihr
Betrag viel kleiner ist als der des Parameters v». Aulerdem ist v positiv, was ebenfalls nicht zu den
bisherigen Ergebnissen passt. Ab der ersten Verdiinnung stimmen die GroBenordnungen wieder mit
den bekannten Relationen iiberein. Die Werte sind weiterhin auf beiden Seiten verschieden. Aulerdem
nehmen ihre Betrage links fiir v» und rechts fiir v; mit zunehmender Verdiinnung monoton ab.
Die verbleibenden Parameter nehmen dagegen zu, obwohl die Eigenschaften des Gesamtsystems mit
zunehmender Ausdiinnung die Eigenschaften der (linearen) Matrix annehmen sollten (v; = 0 (i =
1,2,3)).
Im Gegensatz zur Ableitungsmethode mit Padé-Approximation wird die Monotonie der ermittelten
TOEC bei der direkten Methode mit simultaner Losung des Gleichungssystems fiir ;1 gewahrt. Diese
Anderung der Parameter v» und vs ist bei der direkten Methode dagegen vergleichsweise gering, was
auf eine geringe Empfindlichkeit der Auswertung gegeniiber letzterem hindeutet.
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Abbildung 5.8.: Spannungs- (links) und Dehnungs-Dehnungskurven fiir homogen verteilte, zufallig
orientierte Hertzsche Kontakte in einem Wiirfel mit einer freien und einer festen Seite, gerechnet fiir
zwei aquidistante Lastschrittverteilungen unterschiedlicher Maximalauslenkung. Das Matrixmaterial
ist nichtlinear (Tab. 5.2). Dargestellt sind die absoluten (oben) sowie die skalierten Werte.
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5.4. Spannungs-Dehnungskurven homogener Rissorientierungen

In diesem Abschnitt soll der Einfluss der Ausrichtung der Risse auf das Verhalten des Gesamtmateri-
als untersucht werden. Im Speziellen werden dazu homogen ausgerichtete Risse betrachtetet, deren
Rissnormalen senkrecht oder parallel zur X;-Richtung (Verschiebungsrichtung) ausgerichtet sind. Als
elastische Konstanten der Matrix wurde der nichtlineare Satz aus Tab. 5.2 gewahlt. Der Einfluss
der Ausrichtung wurde anhand der flachen Risse untersucht und die Resultate der verschiedenen
Randbedingungen miteinander verglichen und das Vorwissen bei der Analyse der Hertzschen Kontakte
angewandt.

Kissing Bonds

Fiir einen vollbesetzter Wiirfel mit homogen ausgerichteten flachen Rissen wurden Orientierungen
senkrecht und parallel zur Verschiebungsrichtung betrachtet und simuliert. In beiden Ausrichtungen
wurden die Spannnungs-Dehnungskurven jeweils neben den iiblichen Randbedingungen fiir zwei freie,
eine freie und ein feste oder zwei feste Seiten berechnet. Die Ergebnisse sind in normierter Form in
Abb. 5.9 dargestellt.

Sofern eine der Wiirfelseiten frei beweglich ist, kann man in der Ableitung der Spannungs-Dehnungs-
kurve fiir senkrechte Risse keinen Sprung erkennen. Im Zugbereich sind die elastischen Konstanten
dabei gleich denen der Matrix, da die Risse geschlossen bleiben und somit keine Anderung hervorru-
fen. Im Druckbereich 6ffnen sich die Risse aufgrund der Querkontraktion, konnen sich aber im Falle
zweier freier Seiten (022(X2 = w) = 033(X3 = w) = 0) in X3-Richtung entfalten, sodass der Effekt
der Offnung zumindest gedampft wird. Im Falle einer festen Seite wiirde man daher aufgrund der
Querkontraktion eine Offnung der Risse bedingt durch die eingespannte Seite bei X3 = 2 erwarten.
Simulationen an Einzelrissen zeigen jedoch, dass sowohl bei zwei freien Seiten, als auch bei einer freien
und einer festen Seite das Rissvolumen null bleibt, die Risse somit, unabhangig vom Vorzeichen der
Spannung, geschlossen sind (siehe Abschnitt 5.5). Im Bereich der in diesen Simulationen verwendeten
Maximaldehnung kann es also keinen Sprung in der Ableitung der Spannungs-Dehnungskurven unter
den beschriebenen Randbedingungen geben. Bei fester Einspannung dagegen zeigt sich ein Sprung in
der Spannungsableitung (Abb. 5.9, unten links), da sich die Risse im Zugbereich nun aufgrund der
Querkontraktion 6ffnen. Im Druckbereich verhalt sich das Gesamtsystem aufgrund der Einspannung
wie das Matrixmaterial.

Sind die Risse parallel zur Verschiebungsrichtung ausgerichtet, so tritt der Sprung unter allen betrach-
teten Randbedingungen auf (Abb. 5.9, rechts). Die Sprunghche wachst dabei jedoch mit der Anzahl
der festen Seiten (nicht gezeigt). Bei paralleler Ausrichtung der Risse zu einer Verschiebung beliebigen
Ursprungs, etwa einer akustischen Welle, ist somit stets mit einem Klappmechanismus (CAN) und
einer damit verbundenen nichtklassischen Nichtlinearitat zu rechnen.

Hertzsche Kontakte

Da der Einfluss der Risse auf die Spannungs-Dehnungskurven bei senkrechter Orientierung viel geringer
ausfallt als bei paralleler Orientierung, wollen wir uns bei der Betrachtung der Hertzschen Kontakte
auf den parallelen Fall beschranken. Aufgrund der Relevanz fiir Lamb-Wellen (S0-Mode) und des
geringen Unterschiedes des qualitativen Verlaufs der Spannungs-Dehnungskurven fiir die verschiedenen
Randbedingungen im Falle der parallel ausgerichteten Kissing Bonds, wird aulserdem nur der Fall einer
freien und einer festen Seite (neben den iiblichen Randbedingungen) aufgezeigt.

Im Gegensatz zu den Kissing Bonds, weisen die Hertzschen Kontakte Knicke anstatt Spriinge in den
Ableitungen der Spannungs-Dehnungskurven auf (Abb. 5.10). Dieses Verhalten zeigte sich bereits fiir
zufallig orientierte Risse und verstarkt sich nun im Zuge der Gleichausrichtung. Wie auch im Falle
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Abbildung 5.9.: Normierte Ableitungen der Spannungs-Dehnungskurven homogen senkrecht (links)
und parallel ausgerichteter Kissing Bonds fiir zwei freie Seiten (oben), eine freie (Mitte) und zwei
feste Seiten, neben den (iblichen Randbedingungen.
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Abbildung 5.10.: Normierte Ableitungen der Spannungs-Dehnungskurve (links) und Dehnungs-Deh-
nungskurve homogen parallel ausgerichteter Hertzscher Kontakte fiir eine freie und eine feste Seite,
neben den tblichen Randbedingungen.

der flachen Risse, ist die Steifigkeit des Systems im Druckbereich groBer. Die Steifigkeit andert sich
jedoch stetig, da sich die Auflageflache des Hertzschen Kontaktes mit zunehmender Druckspannung
vergroBert und die Steifigkeit des Systems somit stetig gegen die Steifigkeit der Matrix strebt. Die
Asymmetrie in den Kurven ergeben sich dabei offensichtlich aus der Tatsache, dass das Gesamtsystem
im Zugbereich durch das Offnen der Risse weicher reagiert als im Druckbereich.

Zusammenfassend ist zu erkennen, dass ein echter Unterschied im Verhalten der Kissing Bonds und
der Hertzschen Kontakte besteht. Die Untersuchung an homogenen Rissen zeigt, dass es sich bei
der Kriimmung der Ableitung der Spannungs-Dehnugskurve im Falle Hertzscher Kontakte nicht um
eine Verschmierung aufgrund isotroper Orientierungsverteilungen handelt, sondern um einen Effekt
der Art der involvierten Risse. Diesen Unterschied gilt es im Folgenden auch in der Modellierung der
Risse zu beriicksichtigen.

5.5. Verhalten paralleler und senkrechter Einzelrisse

Anhand Simulationen von Einzelrissen soll deren Verhalten, insbesondere beim Ubergang von Kompres-
sion zu Dilatation in diesem Abschnitt genauer untersucht werden. Einerseits sollen die numerischen
Experimente genaueren Aufschluss dariiber geben, ob das Vorhandensein eines Risses zu einem Knick
in der Spannungs-Dehnungskurve fiihrt oder ob dieser erst in den Ableitungen auftritt und inwiefern
dieses Verhalten von der Art des Risses (Kissing Bond oder Hertzscher Kontakt) abhangt. Ande-
rerseits mochten wir wissen, wie sich das Rissvolumen, d.h. der Freiraum zwischen den Rissflachen
in Abhangigkeit von der Spannung andert. Mithilfe des gefundenen Zusammenhangs kann dann iiber
geeignete Mittelungsverfahren auf eine effektive Spannungs-Dehnungsrelation des Gesamtkorpers mit
homogen verteilten Rissen gleichverteilter Orientierungen geschlossen werden.

Aufgrund der Menge an Simulationen, wurden die Tabellen und Abbildungen der Ergebnisse zu den
jeweiligen numerischen Einzelexperimenten in die Anhange A.11 und A.12 verlegt.

Die Ergebnisse dienten im vorigen Abschnitt bereits zur Begriindung dafiir, dass bei senkrechter
Rissorientierung kein Sprung in der Spannungs-Dehnungskurve fiir Kissing Bonds zu sehen ist, sofern
sich eine der Wiirfelseiten frei bewegen kann. Erst bei Fixierung aller Wiirfelseiten tritt der Sprung
auch bei senkrechter Orientierung auf. Der Grund dafiir, dass sich der Riss nicht offnet, liegt in der
Tatsache, dass die Wiirfelseiten auf den Koordinatenebenen fixiert sind und der Riss sich somit z.B.
im Falle einer festen Seite in Richtung der positiven X>-Achse ausbeulen kann. Sobald sich nun die
Unterseite ausbeult, wird die Oberseite von dieser aufgrund der Spannungsfreiheit in X»>-Richtung
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nicht getrennt und das Volumen bleibt Null. Im Abschnitt A.11 ist auBerdem zu sehen, dass dieses
Verhalten unabhangig von der gewahlten Rissart ist.

Liegt der Riss weiterhin senkrecht zur Verschiebungsrichtung und sind alle Seiten bis auf die zu ver-
schiebende fixiert, so ist deutlich ein Sprung in der Ableitung der Spannungs-Dehnungskurve fiir die
flachen Risse zu erkennen. Der Hertzsche Kontakt zeigt unter denselben Umstanden kein charakte-
ristisches Verhalten. Es ist weder ein Knick noch eine signifikante Krimmung zu erkennen, d.h. das
Verhalten des Hertzschen Kontakts ist unabhangig von den Randbedingungen. Dieselbe Beobachtung
konnen wir flir einen parallel zur Zugrichtung orientierten Hertzschen Kontakt anstellen. Das Verhal-
ten hangt fiir diese Art von Riss im hiesigen Dehnungsbereich also lediglich von der Orientierung des
Risses ab.

Der flache Riss weist bei paralleler Orientierung unter allen Randbedingungen einen Sprung in der
Ableitung der Spannungs-Dehnungskurve auf. Dies ist das wohlbekannte Verhalten flacher Mikrorisse
unter Einfluss einer Normalspannung. Aulserdem sind die Ableitungen der Spannungs-Dehnungskur-
ven in dieser Orientierung auf beiden Seiten des Ursprungs konstant, d.h. die effektive Steifigkeit des
Gesamtsystems lasst sich hier mithilfe einer Stufenfunktion darstellen (vgl. [Pec15a]). Ist der flache
Riss dagegen senkrecht zur Verschiebungsrichtung orientiert, so ist auf beiden Seiten des Ursprungs,
insbesondere im Druckbereich, ein leichter Anstieg zu erkennen. Dies lieBe auf eine Offnung des Ris-
ses beim Driicken schlieBen. Die entsprechenden Auswertungen der Rissvolumina zeigen jedoch, dass
dieser Effekt lediglich ein Nebeneffekt der verwandten Kontaktformulierung (augmented Lagrange)
ist. Aufgrund der Einfiihrung der Kontatksteifigkeit und der damit verbundenen maoglichen Interpe-
netration der Kontaktknotenpaare bei Anliegen einer Normalkraft ist das absolute Rissvolumen im
Druckbereich nicht Null, d.h. die Knoten durchdringen sich und fiihren zu einer Aufweichung des
Gesamtsystems. Da der Strafterm in der Kontaktformulierung dabei proportional zur Eindringtiefe
ist, wird das System mit zunehmender Kontraktion steifer, sodass ¢}; mit —up1 ansteigt, wie im
entsprechenden Diagramm zu sehen.

Der Unterschied zwischen der strikten und relaxierten Kontaktformulierung ist insbesondere in den
Auswertungen der Verschiebungen einzelner Kontaktpaare (Abb. A.8) zu beobachten. Die strikte Me-
thode (rechte Seite) lasst keine Knotendurchdringung zu, d.h. die Knoten der Kontaktflache kénnen
von dieser aus gesehen nicht hinter der Zielflache liegen. Unter Einfluss einer Normalkraft (bzgl. der
Kontakt- oder Zielflache) auf das Knotenpaar verschiebt sich dieses gemeinsam. Der Riss bleibt ge-
schlossen. Fiihrt man lediglich Terme zur Bestrafung der Durchdringung ein, so konnen sich Knoten
der einen Kontaktflache auch hinter die Knoten der gegentiiberliegenden Flache verschieben und fiihren
zur Uberschneidung der Verschiebungskurven (Abb. A.8, links) im Druckbereich. Das hat zur Folge,
dass sich ein negatives Rissvolumen ausbildet, dessen Absolutwert in den Volumen-Spannungsdiagram-
men abgebildet ist. Ein solches negatives Rissvolumen ist fiir Hertzsche Kontakte nicht zu beobachten,
da das Rissvolumen hier als Freiraum zwischen der Protuberanz und der Zielflache definiert ist. Selbst
bei Durchdringung im Kontaktbereich verschwindet das Gesamtvolumen des Hohlraumes nicht.
Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die Hertzschen Kontakte ein von den Randbedingun-
gen unabhangiges Verhalten zeigen, dass lediglich von der Orientierung des Risses beeinflusst wird.
Die Spannungs-Dehnungskurven sind gekriimmt und zeigen einen Knick in der Ableitung. Die flachen
Risse dagegen weisen diesen Knick bereits in der Spannungs-Dehnungskurve selbst auf. I|hr Verhalten
ist im Falle paralleler Orientierung unabhangig von den Randbedingungen. Fiir senkrecht zur Ver-
schiebungsrichtung orientierte Risse ist das wohlbekannte Klapper (clapping mechanism) auch bei
festen Seitenflachen zu beobachten. Die Steifigkeit des Gesamtsystems wird dariiber hinaus von der
gewahlten Kontaktformulierung beeinflusst. Fiir die Penalty-Methode verhilt sich das Riss-Matrix-
System bei Druck weicher als bei der strikten Formulierung. Um die entstehenden Gleichungssysteme
bei der Betrachtung mehrerer Risse jedoch l6sen zu kdnnen, ist ein Ausweichen zur Strafformulierung
notig. Die entstehenden Fehler konnen hier allerdings durch geeignete Wahl der Kontaktsteifigkeit
(siehe Abb. 5.13) minimiert werden.
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5.6 Verbesserung der Auswerteergebnisse durch simultane Randbedingungen

5.6. Verbesserung der Auswerteergebnisse durch simultane
Randbedingungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde bereits angemerkt, dass die Berechnung der elastischen
Konstanten aus den Ableitungsmatrizen nicht sehr stabil ist. Dies liegt an deren schlechter Kondition,
welche wiederum von dem Auftreten der Dehnungsableitung in Richtung der freien Oberflache nach
dem aufgebrachten Verschiebungsgradienten herriihrt. Um den Auswerteprozess zu stabilisieren, ist es
daher notwendig, die Dehnungsableitungen aus den Berechnungen zu eliminieren. Besonders einfache
Formen der Matrizen bekommt man dabei, indem man den PK2-Tensor aus Gl. (5.4) beziiglich der
Murnaghan-Konstanten C ausdriickt. Da wir nach speziellen Randbedingungen und Verschiebungs-
situationen suchen wollen, in denen diese Konstanten maoglichst einzeln vorkommen und sich damit
leichter auswerten lassen, stellen wir den PK2-Tensor in verkiirzter Schreibweise als

C11
Ey Eox+Es E2 E2+42E1E,+ E2+2E1E3 2E5F3 C12
T =\|E Ei1+4 E; E% E% +2E2E1 + Eg 4+ 2E>E3 2F1F3 1/2 C111 (5.30)
Es Ei+Ex E3 Ef+2E3E1+E3+2E2E3 2E1E3),, | 1/2 Cii2
1/2 C123/

dar. Es soll weiterhin nur ein freier Dehnungsparameter zulassig sein. Durch definiertes gleichzeitiges
Driicken oder Schieben einer weiteren Wiirfelseite wird die Annahme nur eines freien Parameters nicht
verletzt und ermoglicht zusatzliche Vereinfachungen. Mit Blick auf Gl. (5.30) und der Tatsache im
Hinterkopf, dass zur Bildung der resultierenden Koeffizientenmatrizen die Ableitungen an der Stelle
E1 = 0 gebildet werden, sieht man zunachst, dass sich fiir zwei geklemmte Seiten (E» = E3 = 0)
besonders einfache Matrizen zur Bestimmung von C11, C12, C111 und Cy12 ergeben:

T 1000 C11 12000 2

| (o100 | [1 0000

7] “loo1of [Gu| “|oo1e6 s8] |7 (5.31)
2

77), \o 0 0 1/, \Ciu/, 00120/, \,)

Die Steifigkeit C103 = 1 kann in dieser Konfiguration nicht bestimmt werden, da deren Koeffizien-
ten in Gl. (5.30) nur gemischte Terme in den Lagrange-Dehnungen enthalten. Diese Tatsache ist
verstandlich, da der Koeffizient C153 die Steifigkeit des Materials infolge einer Dehnung bei Vorhan-
densein senkrecht aufeinander stehender Vordehnungen senkrecht zur Dehnungsrichtung beschreibt.
Eine der Dehnungen ist jedoch stets gleich Null. Den letzten, noch fehlenden Koeffizienten bekom-
men wir schlieBlich durch gleichzeitiges Driicken und/oder Schieben. Dabei wird wieder eine Seite
festgehalten (E» = 0) und die anderen beiden Seiten werden mit dem gleichen Vorzeichen verschoben
(E1=E3=E)

T 11000 g” 220 0 0 A
Tl _f(o2000] |2 (200 00 5’1 (5.32)
TV 00130]| |/ 004 128 |V |
11 112 2
) N0 002 2) (\gt) e 04 4o/, 7))
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oder beide verbleibende Seiten mit dem gleichen Betrag jedoch verschiedenen Vorzeichen (E; =
—E3=E), d.h.

T 1 -1 0 0 0 g“ 0 2 000 A

ol _[-1 1 0 0 o c2l o 2000 o (5.33)
Ty 0 0 0 2 -2 c 0 0 040 1 '

1 _ 112 2

i), 0 0 1 IO’KClst OOO48,KU3K

Man beachte, dass in den ersten beiden Fallen stets alle relevanten elastischen Konstanten in beiden
Formulierungen involviert sind. Halten wir dagegen eine Seite fest und verschieben die beiden anderen
Seiten in Richtung der jeweiligen Flachennormale mit dem gleichen Betrag aber unterschiedlichem
Vorzeichen, so weist die zweite Koeffizientenmatrix 0-Spalten fiir A und v; auf. Diese Parameter
konnen also nicht aus diesem Versuch gewonnen werden. Das Gleichungssystem (5.33) reduziert sich
damit zum liberbestimmten System

T! 2 0 0 .

T! 200

TZ’ (o 4 0 = (5.34)
V3

T3/, 0 4 8/, K

fir die verbleibenden Konstanten u, v» sowie vs.

In den hiesigen Koeffizientenmatrizen treten weder Dehnungen noch deren Ableitungen auf, sodass
sich die Kondition der kombinierten Ausgleichsmatrizen im Gegensatz zu denen bei Verschiebung nur
einer Seite erheblich verbessert.

Die in den obigen Gleichungen auftretenden Ableitungen des PK2-Tensors nach dem freien Deh-
nungsparameter erhielten wir durch Ableiten kubischer Polynomapproximation der entsprechenden
Spannungs-Dehnungskurven. Die Ergebnisse der Ausgleichsrechnungen der berechneten Konfigura-
tionen finden sich in der Tab. 5.18. Simuliert wurden hier zufallig orientierte Hertzsche Kontakte.

Tabelle 5.18.: SOEC und TOEC bei Verwendung simultaner Randbedingungen.

Fillgrad A [GPa] w [GPa] vy [GPa] v, [GPa] v3 [GPa]

1,000 720+08 685+09 -—-1348+9,7 -2038+122 —-733+6,5

0,504 949+08 738+£06 —-2145+90 —2657+151 —92,4+13,7
0,184 111,4+03 77,86+£03 —-2769+12,8 -3051+78 —107,0%£1,2
0,120 1155£0,5 785+0,3 —-299,0£35 —326,3+9,6 —100,2+8,6
0,064 1189+0,2 79,2£0,1 —-367,4+41,6 —-337,3+£20,2 —-92,8=£125
0,032 120,9+0,2 79,7+0,1 —34504356 —343,0£158 -—101,7+16,0
0,016 1219+0,1 799+£0,1 -373,84+0,9 —-343,6+14,0 -103,0£12,1
0,008 1224+0,1 799+£0,1 -383,6%+28,7 —-337,9+69 -—-103,3+11,0

Die SOEC erreichen hier im stark ausgediinnten Fall beinahe die Werte der Matrix. Die TOEC dage-
gen weichen auch hier tber die Standardabweichung hinaus von den Materialparametern der Matrix
ab. Da sich die Kondition der verwendeten Matrizen gegeniiber der Auswertung mit den iblichen
Randbedingungen stark verbessert hat, konnen numerische Fehler keine grole Rolle spielen. Die star-
ken Abweichungen konnen daher nur auf die Unterschiede zwischen den Orientierungen der Risse in
den berechneten Konfigurationen zuriickgefiihrt werden. Dafiir spricht auch die Tatsache, dass sich
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5.7 Materialmodelle fiir Medien mit Mikrorissen

die Standardabweichung mit abnehmender Rissdichte vergroBert, nicht mit zunehmender Rissdichte,
wie es bei der Auswertung mit den iiblichen Randbedingungen der Fall ist. Diese Beobachtung scheint
insofern plausibel, als die Orientierung der Einzelrisse im ausgediinnten Fall eine viel starkere Rolle
spielt als im vollbesetzten Fall, in dem sich das Gesamtmaterial nahezu isotrop verhalt.

5.7. Materialmodelle fiir Medien mit Mikrorissen

In ungestorten, hyperelastischen Medien folgt aus der Ableitung der Dehnungsenergie das verallge-
meinerte Hookesche Gesetz und wir erhalten fiir den PK2-Tensor

1
T =Clk ERe + EC?JKLMNE?(LEI?/INv (5.35)

mit den Green-Lagrangeschen Verzerrungen E° und den elastischen Konstanten C° des Matrixmate-
rials. Durch das Einbringen eines Risses in das ungestorte Medium wird der Korper zusatzlich gedehnt.
Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist, die Gesamtdehnung in einen ungestorten und einen rissin-
duzierten Anteil aufzuteilen.

Fiir kleine Verzerrungen kénnen wir die rissinduzierte Dehnung €x; sofort als additiven Beitrag zur
Dehnung im ungestorten Medium e?Q betrachten, die Gesamtdehnung €k, also als Summe [QCO6]

€KL = €x) + €KL (5.36)

schreiben. Da die Gesamtdehnung die Saint-Venant-Bedingung (2.36) erfiillt, miissen bei hier €%,
und €k ebenfalls kompatibel sein.

Johnson [Joh81] hingegen zerlegt die Green-Lagrange-Dehnung
ExL =Ex, +ER, (5.37)

additiv in einen elastischen und einen plastischen Anteil. Dabei wird zusadtzlich angenommen, dass
der plastische Anteil ebenfalls symmetrisch ist, dieselben Invarianzen wie die Gesamtdehnung be-
sitzt, gleich der Gesamtdehnung ist, sobald keine elastische Dehnung vorliegt, und seine Anderung
ratenunabhangig ist. Diese Definition weicht bewusst von der multiplikativen Zerlegung des Deforma-
tionsgradienten gemals

Fio = FuFpL (5.38)

wie von Lee et al. in [LL67] vorgeschlagen, ab. Eine solche Komposition der Deformationsgradienten
erlaubt keine additive Zerlegung der Dehnung, da eine Anderung des plastischen Zustandes FP unter
elastischer Dehnung zu einer Anderung des finalen Zustands fiihrt, der jedoch nicht gleich der reinen
Anderung des plastischen Zustands ist. Durch die Einfiihrung der Hencky-Dehnung [Wri01], die iiber
den Logarithmus des Deformationsgradienten definiert ist, erhalt man wieder eine additive Zerlegung
der Gesamtdehnung (Henecky-Dehnung). Obwohl wir groBe Amplituden nicht per se ausschlieBen
wollen, miissen die betrachteten Dehnungen unterhalb der FlieBgrenze typischer Metalle liegen. Fiir
die hier betrachteten Legierungen bedeutet das, dass die Abweichung zwischen Hencky-Dehnung und
Green-Lagrange-Dehnung gering sind und eine additive Zerlegung des Verschiebungsgradienten mog-
lich ist. Weiterhin sollen alle Verschiebungen nach dem Entfernen der auleren Krafte verschwinden,
sodass auch die Gesamtdehnung Null wird. Mithilfe der Definition der Lagrange-Dehnungen kann der
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PK2-Tensor im risslosen Medium (5.35) somit als

1 1, o
TP = C/OJKLE (Uk, L0k =+ Uy Kk0iL) — C/O_}KLE (Us,0kk + U1,Kk01L)
0 1 0 O o 0 o

+ C/JKLEUr,KUr,L + C/JKLEUr,KUr,L - C/JKL Ur kUL
1

+ C?JKLI\/INé (Ui, 0k + U1 k01L) (Um,nOmm + Un mOnn) (5.39)
1 <o < < <o

+ C/OJKLMNé (g, 8kk + tr,k01L) (U nOmmt + Un )
1 <o <o

- C?JKLMNZ (k.1 8k + U1 k01L) (U NOmm + UnmBnn)

geschrieben werden. Nun benotigen wir einen Ausdruck fiir die unbekannten, rissinduzierten Verschie-
bungsgradienten ﬁk,L, um sie aus obiger Gleichung eliminieren zu kdnnen.

Sowohl in den Simulationen mit homogenen Rissorientierungen als auch in den Versuchen zum Ver-
halten der Einzelrisse ist zu sehen, dass beide Rissarten (Kissing Bond und Hertzscher Kontakt) einen
Knick oder zumindest eine starke Kriimmung im Ursprung aufweisen. Durch geeignete Anpassungen
des Energiefunktionals soll hier jeweils ein hyperelastisches Materialmodell fiir beide Arten von Rissen
betrachtet werden. Diese werden in den folgenden Abschnitten naher beschrieben und fiir die vorlie-
genden Daten ausgewertet. Dariiber hinaus werden mikro-mechanische Modelle vorgeschlagen und
die darin vorkommenden Modellparameter an die simulierten Spannungs-Dehnungskurven angepasst.

5.7.1. Hertzsche Kontakte

Dazu entwickeln wir die Green-Lagrange-Dehnung eines einzelnen Risses déKL nach der Spannung —
dem PK2-Tensor — im risseigenen Koordinatensystem (e})

o Tis B (T3 ?
dE33—a?+§ ? f (540)

wobei wir angenommen haben, dass durch den Riss im wesentlichen eine Dehnung in der Rissnorma-
lenrichtung (X%-Richtung, siehe Abb. 5.11) erzeugt wird. Weiterhin nehmen wir an, dass eventuell
auftretende Scherdehnungen im Risssystem vernachlassigt werden kdnnen und bekommen wegen

o/ o ]_ o 2
dE s = dify 5+ 5 (difzs) (5.41)

die Entwicklung des gesuchten Verschiebungsgradienten df/3‘3 nach den Spannungen im Risssystem

v T B (T 5\’

Die durch den Riss hervorgerufene Deformation muss nun ins urspriingliche System (e;) transformiert
werden. Mit den in Abb. 5.11 definierten Winkeln folgt fiir die Transformationsmatrix a

cos(f) cos(¢p) —sin(8) cos(8)sin(¢)
a’ = Rx,(0)Rx,(¢) = | sin(8) cos(¢) cos(8) sin(8)sin(¢) |, (5.43)
—sin(¢) 0 cos(o)

wobei Rx, und Rx, die gewdhnlichen Drehungen um die X>- bzw. Xs-Achse darstellen (siehe GI.
(A.5) im Anhang) und die Winkel 6 und ¢ in Abb. 5.11 definiert sind.
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5.7 Materialmodelle fiir Medien mit Mikrorissen

Abbildung 5.11.: Urspriingliches (e;) und in die Rissoberflache gedrehtes, affines Koordinatensystem

(e})-
Mit den ebenfalls im Anhang gegebenen Tensortransformationen und Gl. (5.42) folgt sofort

o a B
dujy = asjazy {E33K33LTKL Y= 33K33LTKL33M33NTMN}

(5.44)
L a 6]
= E(S/IQIJKLTKL + @&'/.CJUKLMNTKLTM/\/
fiir den Verschiebungsgradienten eines einzelnen Risses. Die Tensoren
9/1...//\/ = a3/1 e a3//\/ (545)

sind dabei offensichtlich invariant gegeniiber beliebigen Vertauschungen der Indizes. Um den gesamten
rissinduzierten Verschiebungsgradienten zu erhalten, ist die Einzelverschiebung bei gegebener Rissdich-
te liber das gesamte Testvolumen zu integrieren. Bei homogener Spannungsverteilung miissen dazu
lediglich die Tensoren g integriert werden, deren Integrale

2w pm/2
Gukei= [ [ aunu(8.00N(.6)sin pcps (5.46)
o Jo
dieselben Symmetrieeigenschaften besitzen. Die durch die Gesamtheit aller Risse induzierte Dehnung
ist damit durch

o a 6]
€= EGIJKLTKL + @G/JKLMNTKLTMN (5.47)

gegeben. Dieser Tensor ist symmetrisch und kann so fiir weitere Rechnungen auch in der verkiirzten
Notation angegeben werden.

Beispiel 5.1 (isotrope Rissverteilung). Im Falle einer isotropen Rissverteilung (Verteilungsfunktion
N(¢,0) = 1) ist dies besonders einfach. Die Integration der vier- und sechsstufigen Tensoren ergibt

93



5 Anderung der elastischen Konstanten

hier
2w /2 2w /2
GrykL =/ / 9IIKL Sin¢d¢d9:/ / asjazyazkazL singdepdo
o Jo o Jo
31 1 000
1 31 000
_2rf1 13000 (5.48)
“15|/0 00100 IJAYKLE
0O 00011
O 00011 AB
= GaBViJAVKLB
und
2m pm/2 2 pm/2
G/JKLMN:/O /0 giukL MmN Sin ¢pd ¢d9=/0 /o azjazyaskasLazpmazn sin ¢d ¢d o
( 15 3 3 0 0 O 3 3 1 0 0O
3 31 000 3 15 3 0 0 O
_om ), f3 130000 o |1 33000
105 o 0010 0 2210 0 0 3 0 0
0O 0 0 0 3 0 0O 0 0 O 1 0
L 0O 0 0 0 0 3 AB 0O 0 0 O 0 3 AB
31 3 0 00 0O 00100
1 3 3 0 00 0O 0 0 3 00
i 3 315 0 0 O iy 0O 0 0 3 00
BB10 0 0 300 25311 33000
0O 0O O 0O 3 0 0O 000 01
0O 0O 0O 0 01 AB 0O OO0 1O AB
0O 0 0 0 3 0 0O 0 0 0 0 3
0O 0 0 010 0O 0 0 0 0 3
45 00 0 0 30 iy 0O 0 0 0 01 y y
31 3 000 0O 0O0O1 0O
0O O0O0O1 0O AB 331 000 AB
= GABCVIJAVKLBVMNC
(5.49)
mit
1
dikiL = 5 (01k0 1 +0110k) - (5.50)
und dem in Gl. (2.48) definierten Verkiirzer v, a. A

Nimmt man an, dass die Risse den groSten Beitrag zur Gesamtnichtlinearitat leisten und vernachlassigt
die Gitternichtlinearitat sowie alle bzgl. des Dehnungsgradienten quadratischen Terme in Gl. (5.39),
so folgt fiir den PK2

1 1. o
Ty = C/OJKLE (U, L0k + U kO1L) — C/O_/KL§ (k1 Ok + Uy k61L)

N 5 (5.51)
=CP L exL — C?JKLEGKLMNTM/\/ - C?JKL@GKLMNOPTMNTOP,
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wobei ij,L den Gesamtverschiebungsgradienten, d.h. das entsprechende Integral liber alle d[}k,L dar-
stellt. Die Symmetrieeigenschaften der G-Tensoren erlauben die Verwendung der Voigtschen Notation

bzw.

wobeli

_ 0 =
Taviya = CagVviuavkiBEcVkic

o
—C% VIJAVKLE £ [Gepvikievmno] [TEVMNE] (5.52)

6]
— Cas VIJAVKLB S £3 [GepevkicvmnpVorel [TFvmnr] [Tevore]

_ 1 .
Ta=CagEs — CasGacTc — ECQ\BGBCDTCTDx (5.53)
—_ a
Gag = (E) DaeDprGEF,
— B
Gasc = <E2 DaeDBrDccGEFa.

die Matrix D aus dem Produkt zweier Verkiirzer v entsprechend

DAB = VMNAVMINB = diag (1, 1, 1, 2, 2, 2)AB

hervorgeht und (E4) der lblichen Kurzschreibweise fiir die Dehnung entspricht. Diese Gleichung lasst
sich iterativ nach dem PK2-Tensor T auflosen. Mit

/\7],43 = lag + C,?\CECB (5.54)

~-1 e .
und M =M  gilt fiir die erste lterierte

und schlieBlich

Ti= MagChcEc (5.55)

1 _
Ta = MagChcEc — =MasCepGape [MpoCopEp| [MeQCQRER]

2

mit den geanderten SOEC

und den daraus resultierenden TOEC

. (5.56)

= CaEp + §CABCEBEC
CaB = MacChc (5.57)
Cagc = —GperCapCaeCcrF. (5.58)

Man erkennt sofort, dass die rissinduzierte Nichtlinearitat unter Vernachldssigung der Gitternichtli-
nearitat einen Satz effektiver TOEC im gestorten System induziert, die invariant gegeniiber beliebiger
Vertauschung der Voigtschen Indizes sind.
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Einbeziehung der Gitternichtlinearitat

Bisher haben wir angenommen, dass die Nichtlinearitat lediglich von den Rissen induziert wird. Nun
soll die Gitternichtlinearitat des Matrixmaterials zusatzlich beachtet und die resultierenden geanderten
Konstanten zweiter und dritter Ordnung berechnet werden. Ausgangspunkt ist wieder die Entwicklung
des PK2 nach den Lagrangen Dehnungen im Materialsystem in Gl. (5.35), wobei wieder die Gesamt-
dehnung im rissbehafteten System als hinreichend klein vorausgesetzt und entsprechend additiv in
einen rissinduzierten und einen risslosen Anteil zerlegt wird. Im Gegensatz zum Fall ohne Gitternicht-
linearitat werden die quadratischen Terme in Gl. (5.39) mit berlicksichtigt und die Gitternichtlinearitat
auf diese Weise mit einbezogen.

Setzen wir den oben hergeleiteten Ausdruck fiir die rissinduzierte Dehnung in die Entwicklung des PK2
aus Gl. (5.39) ein, so bekommen wir eine sowohl bzgl. der Spannungen als auch bzgl. der Dehnungen
nichtlineare Gleichung, die sich durch Iteration nach den Spannungen im Materialsystem auflésen lasst
und damit die geanderten elastischen Konstanten liefert. Um wieder mit symmetrischen Dehnungen
arbeiten zu konnen, nehmen wir an, dass die rissinduzierten Verschiebungsgradienten durch ihren
symmetrischen Anteil ersetzt werden konnen.

Der sowohl beziiglich der Spannung als auch beziiglich der Dehnung lineare Anteil der nichtlinearen
Relation ist gleich der im Fall ohne Gitternichtlinearitat, sodass sich fiir die erste lterierte des Span-
nungstensors wieder Gl. (5.55) ergibt und die darin enthaltenen geanderten SOEC diejenigen aus Gl.
(5.57) sind. Der finale Ausdruck fiir den PK2-Tensor folgt nun einfach durch Einsetzen der ersten
[terierten in die rechte Seite der oben genannten nichtlinearen impliziten Gleichung fiir die Spannung.
Ausgehend von der Spannungs-Dehnungsrelation im unveranderten Medium erhalten wir mithilfe der
additiven Dehnungszerlegung wieder Gleichung (5.39), die unter der Annahme symmetrischer Ver-
schiebungsgradienten

0 0 °
Tis=Crukiext — ClukL€xL

0 O < < O <
+ Ciuki€rkERL + Ciyki ERKERL — 2C i ERKERL (5.59)

1 1
O O o o O o
+ ECIJKLIVINEKLGMN + §C/JKLM/\/€KL€MN = Cl UKL MNEKLEMN

lautet. Die Symmetrieeigenschaften der involvierten Tensoren erlauben es uns nun wieder, die Indizes
zu verklrzen und den PK2 als

T) = Cles — Cliés+ CPLRLkesex + CJLRLIKkEséx — 2CF RLik€Esex (5.60)
1 1 o O <o
+ EC?JKGJEK + §C?JK€J€K — Clyk€sek (5.61)
mit
Risk = ViiLVikrmVirn Dy Dk (5.62)

darzustellen. Durch die Substitution der Entwicklung
o — 1~
€a=GagTp + EGABCTBTC (5.63)

der rissinduzierten Dehnung in verkiirzter Notation erhalten wir eine sowohl in den Dehnugen als auch
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in den Spannungen nichtlineare Gleichung

_ 1—
Ty = Cles = Ci) (GJBTB + 2GJBCTBTC> + CPLRLIKEJEK (5.64)
— 1 _ 1_—
+ CiRuk <GJBTB + 2GJBCTBTC> <GKBTB + 2GKBCTBTC> (5.65)
_ 1—
— 2C Rusk <GJBTB + 2GJBCTBTC> €K (5.66)

1 1 — 1— — 1—
+ EC?JKEJGK + EC?JK <GJBTB + QGJBCTBTC> (GKBTB + 2GKBCTBTC> (5.67)

— Clik <GJBTB + ;GJBCTBTC) €K (5.68)
= Clyes — CigGraTy + <H,(L%)€J€K +HGOT Tk + HI(J;?)EJTK) +0 (T3 (5.69)
mit
Hijie' = 2CP Ruak + Clux (5.70)
Hi5i = —CPsGruk + (2CP Risc + Clac) GauGek (5.71)
Hije = —4C RipsGek — 2CP5,G k. (5.72)

die es wiederum iterativ zu losen gilt. Der sowohl in den Spannungen als auch in den Dehnungen lineare
Teil ergibt wieder die gleiche Relation wie im Fall ohne Gitternichtinearitat, sodass die Konstanten
zweiter Ordnung wieder diejenigen aus Gl. (5.57) sind. Ersetzt man nun die Spannungen in den
nichtlinearen Termen durch die eben berechnete erste Iterierte, so erhalten wir die neuen TOEC

CaBc = Maj [H,(}gé) ,(,13;2()CKC + H§K,V3CKBCMC}

. _ (5.73)
= Cagc + Ma; [H;éé) + H;E;z()CKC + H;;(M)CKBCMC}
mit H(2 2) — Hﬁﬁ) + C,OB@BJK. Es sei bemerkt, dass die neuen TOEC unter Vernachlassigung

der Glttermchtlinearitét nicht gleich ebendiesen unter Einbeziehung der Gitternichtlinearitat an der
Stelle (CYgc) = 0 sind. Es bleibt zusitzlich ein Term, der die Ausdriicke (R k) enthalt und auf die
quadratischen Terme in den Green-Lagrange-Dehnungen zuriickzufiihren ist.

Auswertung

Die Ergebnisse der Parameter o und 8 des mikro-mechanischen Modells, ausgewertet fiir einen Daten-
satz mit vorhandener Nichtlinearitat sind in Tab. 5.20 zu finden. Diese Werte wurden wieder mithilfe
der Ableitungsmethode ermittelt, d.h. die simulierten Spannungs-Dehnungskurven wurden polynomi-
ell approximiert und am Ursprung abgeleitet. Die erhaltenen Werte wurden dann in die Ableitung
des PK2 im gerissenen Medium (mit den neuen Konstanten (Cag) und (Cagc)) eingesetzt und die
unbekannten Parameter iiber einen Ausgleich berechnet.

Mithilfe der Modellparameter konnen wir nun die effektiven elastischen Konstanten im gerissenen
System berechnen. Wie in Tab. 5.21 zu sehen, ist die rissinduzierte Anderung der SOEC infolge von
Rissen sehr gering, diesem Modell zufolge fast vernachlassigbar. Die Anderung des Parameters X\ im
vollbesetzten Fall gegeniiber dem entsprechenden Lamé-Parameter der Materix ist kleiner als 5 %o
und die Anderung des Schermoduls sogar unter 1 %o.

Andererseits ist im selben Vergleich eine enorme Anderung der TOEC zu verzeichnen. Werden beide
Modellparameter beachtet, so ergibt sich der linke Satz der TOEC in Tab. 5.22. Im vollbesetzten Fall
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Tabelle 5.20.:

Modellparameter des mikro-mechani- Tabelle 5.21.: Effektive SOEC des Gesamt-

schen Modells fiir Hertzsche Kontakte.

Fiillgrad «[107°GPa~!] B[107°GPa—?]

1,000
0,504
0,184
0,120
0,064
0,032
0,016
0,008
0,000

0,154 40,032
0,059 £ 0,009
0,049 £ 0,006
0,041+ 0,008
0,042+0,013
0,037 £0,015
0,042+ 0,026
0,042+0,023

8,785+1,715
4,252+0,418
4,191+0,774
4,308 1,383
4,306 +=1,508
4,4334+1,291
3,440+ 2,435
4,166 £3,718

systems mit Hertzschen Kontakten.

Fillgrad X [GPa] w[GPa]
1,000 122,43 79,97
0,504 122,89 79,99
0,184 122,97 80,00
0,120 122,98 80,00
0,064 122,99 80,00
0,032 123,00 80,00
0,016 123,00 80,00
0,008 123,00 80,00
0,000 123,00 80,00

hat sich die Konstante / gegeniiber dem Matrixmaterial mehr als versechsfacht. Auch die Zunahme von
tiber 50 % fiir die Konstante m ist signifikant. Bemerkenswert ist der geringe Einfluss des Parameters o
auf die TOEC. Fiir a = 0 und 3 # 0 andern sich die TOEC kaum (mitterer Satz). Den groften Einfluss
auf die TOEC im gerissenen System hat hier tatsachlich 3. Das scheint intuitiv plausibel, da das
mikro-mechanische Modell der relativen Volumenanderung eben diesen Parameter als Koeffizienten
des quadratischen Anteils vorsieht. Die Abhangigkeit der neuen Konstanten von den Modellparametern
ist jedoch nicht trivial, und die praktische Unabhangigkeit von a nicht von vornherein klar.

Tabelle 5.22.: Effektive TOEC des Gesamtsystems mit Hertzschen Kontakten.
a#0,8#0, [GPa] a=0,8+#0, [GPa] a#0,6=0,[GPa]

Fillgrad / m n / m n / m n
1,000 —3.480,7 —-961,1 —654,2 -3.518,4 —-964,0 —-650,4 —-519,6 —-603,5 —483,1
0,504 —-1.253,9 —-692,2 —-521,6 —1.256,7 —692,6 —520,8 —525,6 —604,7 —479,8
0,184 —789,0 —636,4 —494,3 —789,6 —636,5 —494,0 —-526,6 —604,9 —479,2
0,120 —702,7 —626,1 —489,2 —703,0 —626,1 —489,1 -526,8 —605,0 —479,1
0,064 —620,7 —616,2 —484,4 —620,8 —616,3 —484,4 —-526,9 —605,0 —479,1
0,032 —-5752 —610,8 —481,8 —-575,3 —610,8 —481,8 —526,9 —605,0 —479,0
0,016 —5457 —607,2 —480,1 —5457 —607,2 —480,1 -527,0 —605,0 —479,0
0,008 —538,3 —606,4 —479,7 —538,3 —606,4 —479,7 —-527,0 —605,0 —479,0
0,000 —527,0 —605,0 —479,0 —527,0 —605,0 —479,0 —-527,0 —605,0 —479,0

In Abb. 5.12 sind die Modellparameter o und G noch einmal iiber dem Fiillgrad aufgetragen. Die Feh-
lerbalken implizieren eine gute Ubereinstimmung der bestimmten Parameter iiber alle Verdiinnungs-
stufen hinweg. Lediglich die Konstanten im vollbesetzte Fall liegen etwas hoher als der Durchschnitt,
wobei sich die Fehlerbalken dennoch iiberschneiden. Diese konnte bereits ein Effekt der Interaktion
der Risse untereinander sein, die wir in unseren Annahmen stets ausgeschlossen haben.

5.7.2. Kissing Bonds

Die fiir die Einzelrisse und homogenen Orientierungen beobachteten Spriinge in den Ableitungen der
Spannungs-Dehnungskurven im Falle flacher Rissoberflachen legen Nahe, ein Energiefunktional zu
verwenden, das einmal stetig beziiglich der Lagrangeschen Dehnungen differenzierbar ist. Das von
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Abbildung 5.12.: Modellparameter des mikro-mechanischen Modells fiir Hertzsche Kontakte.

0,20 T 1T T T T 1] T T T 1]
110,00
v—'1_‘ 0,15 [ (v\‘—|
s -
5 5
o 010F 15,00
S o
A =,
3 0,05} Q
0,00 (| Lo (| B O’OO
0,01 0,1 1
Fillgrad
Lyakhovsky und Myasnikov vorgeschlagenen Potential [LM84]
KB _ A2 KB
O =Sl ub Atk VA (5.74)
erflillt diese Bedingung, denn fiir den PK2 ergibt sich durch Differenziation
/
T/® = A1) 4 2uE; + k<8 <ﬂﬂ, + \}E,) (5.75)
2

und damit eine Funktion, die im Allgemeinen einen Knick im Ursprung aufweist. Nehmen wir im
Folgenden an, das Modell beschreibe das Verhalten der flachen Risse in unseren numerischen Ex-
perimenten. Wie in den vorangegangenen Abschnitten wollen wir auch hier die noch unbekannten
Materialparameter bestimmen. Ableitung nach E;, dem freien Parameter in den Simulationen, ergibt

TKB  — \I"1, + 2uE! K2 én /’E—/—léE ILE! 5.76
/—1I+M/+\ﬁ221+11/221+1/, (5.76)

wobei der Strich die Ableitung an der Stelle £1 = 0 darstellt und der Koeffizient vor kXB damit als
Grenzwert zu verstehen ist. Die Ableitungen der Invarianten lauten

ol 0F, OF 10l OF OF
o B S 2 Fy 4 By 4 Ea—>

o5, T og "o 20E, o, T B3aE, (5.77)

d.h. die Ableitung der Invariante I, verschwindet bei £; = 0, woraus sich die Beschranktheit des
letzten Terms in Gl. (5.76) ergibt. Die genaue Schranke bekommen wir, indem wir den Grenzwert des
Koeffizienten betrachten. Da es sich um flache Risse handelt und wir mit dem Materialmodell bereits
einen Knick in der Spannungs-Dehnungs-Kurve implizieren, nehmen wir an, dass der Proportionali-
tatsfaktor zwischen Ej und Ep ebenfalls vom Signum der Dehnung in Xi-Richtung abhangt, d.h. es
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gelte Eo = 7+ E1. Im Falle einer steifen Wand in X3-Richtung gilt dann

L10h _ Ei+ B38| yJ1+73 E1—0+ (5.78)

lim ——= = =
E1—0 \/EZ 0E; E1—0 \/ﬁ _m E1— 0—
1 1
it ( ) £ os
// E, m T+ !

lim —F; =/} lim ——— = (5.79)
E E
VR taSe 1 gy —‘1ﬁ+T_ <1> E1 — 0—
1—|—’7'E T— I
\
1+7 1
o, +< > Ey — 0+
Ey 20E; E1—0 N '
o b VE20E 850 (g2 g3) irm ey = (1> E1 = 0—
1+ 72 =/
1 1
/ 2\ T
lim —E’: im LETEEL g PR (5.81)
S S Ey — 0—
\/1+TE =)

fiir die relevanten Grenzwerte in der Ableitung des PK2. Letztere vereinfacht sich so zu

(KB
T = N4 ) 1+ 2000 + 7w812) £ ——= {(1 +72) L+ (L +72) 51 + (12 +72) Sia}

JVJ1+72

und weist fiir 7+ # 0 einen Sprung im Ursprung auf. Den unbekannten Parameter 74 bestimmen
wir hier direkt aus dem Verhaltnis der Dehnungen E; und E5 und setzten ihn, entsprechend dem
Vorzeichen der Dehnung, in die Ableitung des PK2 nach Ej ein, sodass sich zwei Gleichungssysteme
fiir Zug und Druck ergeben. Aus der Kombination dieser beiden Systeme konnen wir dann (iber
lineare Regression die verbleibenden drei Parameter X, u und xkKB berechnen. Die Ergebnisse der
Auswertungen der Parameter kX8 sind in Tab. 5.23 zusammengefasst.

(5.82)

Alternativ kann man iiber die Spannungsfreiheit To = 0 der Oberflache bei Xo = w

14T
=A(1+71)E1 +2uTLE1 + KB v/ 1+ Ti |E1| + gTi sign Eq1 (5.83)
1+ 713
eine Bedingung fiir den Proportionalitatsfaktor 74 herleiten, die sich zur quartischen Gleichung
2 2 KB?2 2 : 2
(1+72) NQ+72) Ey +2urs E1)” = S {(1 4+ 72) |Ex| + (1 + 7) T4 sign Eq } (5.84)
umformen lasst, und durch entsprechende Linearisierung in das Gesamtsystem zur Losung nach den

verbleibenden Parametern einbinden. Dieses Vorgehen scheint wesentlich aufwendiger und wurde hier
zunachst nicht verfolgt.
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Tabelle 5.23.: Extrahierte Konstanten fiir zufallig orientierte Kissing Bonds unter Annahme des mithilfe
des Knickpotentials in Gl. (5.74) beschriebenen Materialverhaltens. Die zwei frei wahlbaren Randbe-

dingungen waren einerseits zwei freie Seiten (kf£Z) und andererseits zwei feste Seiten (kf5.).

Fillgrad NkKB[GPa] NkKB [GPa] kKB [GPa] kKB [GPa]

1,000 —-2,131 —4,775 —-2,131 —4,775
0,064 —0,166 -0,392 —-2,592 —6,120
0,008 0,018 —0,022 2,283 2,773

Homogen ausgerichtete Kissing Bonds

Der Potentialansatz (5.74) setzt makroskopisch isotropes Verhalten des Gesamtkorpers voraus. Im
Falle homogen ausgerichteter Risse gilt diese Annahme natiirlich nicht mehr und das Modell muss
entsprechend angepasst werden. Betrachten wir dazu einen in X;-Richtung ausgerichteten Riss, auf
den eine Normalspannung Ty wirke (verkiirzte Schreibweise). Fiir die rissinduzierte Dehnung € setzen
wir wieder

é/J_/AVNn/anQ (5.85)
S

an, wobei N wieder die Rissorientierungsverteilung darstellt und so gewahlt ist, dass nur Risse in X1-

Richtung auftreten konnen. Die Rissvolumenanderung soll hier durch das einfache Modell

AV

7 = aoTl + a1 |T1| (586)
beschrieben werden, wobei das Bezugsvolumen V in der Rissorientierungsverteilung N enthalten ist

und die rissinduzierte Dehnung sich schliellich zu
€= (aT1+ a1 |T1]) 6161 (5.87)

ergibt. Setzen wir diesen Ausdruck wie im ersten Abschnitt dieses Kapitels in den PK2-Tensor ein, so
erhalten wir fiir hinreichend kleine Dehnungen

< 1 < <
Tio = Clyke (ext = éxt) + 5Clhkemn (e = €xi) (emn = Emn) (5.88)

sofern die Gitternichtlinearitat des Matrixmaterials mit einbezogen wird. Setzten wir das einfache
Modell fiir die rissinduzierte Dehnung aus Gl. (5.87) in Gl. (5.88) ein, bekommen wir die implizite
Gleichung

1
Ty = ClikrexL + EC?JKLMNGKLEMN — (CPn1 + Clykraaexe) (aoTin + o [ Taa)

; (5.89)
+ ECIOJllll (aoTu1 + a1 [Tu1])?
Die erste Komponente T11 der Normalspannnung lautet in diesem Fall
Ti1 = Ciipr€11 + Ciioo (€20 + €33)
+ % {Chii111€T1 + Cli1120 [€30 + €35 + 2e11 (€22 + €33)] + 2CT 2033600633
+4CT10323653 + 4CT11313 (€12 + €13) } (5.90)

- [C(I)lll + CO1111€11 + Cli1on (€20 + €33)] (aoT11 + a1 |T11)

1
+ EC(l)lllll (aoT11 + ay |T11])?
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5 Anderung der elastischen Konstanten

und vereinfacht sich unter Vernachlassigung von Scherungen zu

1
T = C?lel —I—C?Q (€2+€3)+§{C811€%+C?12 [€%+€:25+2€1 (€2—|—€3)] —|—2C923€2€3} ( )
5.01
1
— [CP1 + Cia€1 + Clia (€2 +€3)] (a0 Ty + a1 [ Ta]) + §C?11 (aoT1+ a1 [Ta])?.

Da alle Rissnormalen in die Xi-Richtung zeigen, sind die Konstanten bei der Kontraktion mit der
rissinduzierten Dehnung bzgl. eines Index fest. Der Koeffizient vor dem Term, der die Rissvolumenan-
derung beschreibt, andert sich daher in Bezug auf die erste Spannungskompoente. Alle weiteren Terme
beinhalten lediglich Indexverschiebungen. Die zweite Normalspannnungskomponente lautet damit

1
TQ = C?1€2+C](_)2 (61—|—€3)+§{C?11€%+C912 [6%4‘6%4‘262 (€1—|—€3)] —|—2C?23€1€3} ( )
5.92
1
— [CP2 + CP1a (€1 + €2) + Ciazes] (a0 Ty + an [Ta]) + §C?12 (aoT1 + a1 |Ta])?

und die dritte folgt, wie eben beschrieben, durch eine einfache Vertauschung der entsprechenden
Indizes.

In niedrigster Ordnung und verkiirzter Schreibweise ergibt sich flir die erste Normalspannungskompo-
nente

[T+ +2u) (o +a1)] ™t T1>0,

[1+ (A +2u) (g —a1)] ! sonst. (5.93)

Ty =[(NA+2u)er + X (e + €3)] {

Unter den Annahmen, dass ||a1] < ao und ag > 0, ist der Nenner in dieser Gleichung stets positiv
und das Vorzeichen der Spannung hangt lediglich vom Zahler

(A +2u)er + X(e2 +€3) (5.94)

oder dquivalent vom Dehnungsparameter

€0 =¢€1+ >\+A2u (e2+€3)=€1+ 1iu(€2+63) (5.95)
ab, sodass wir Gl. (5.93) auch als
Ty =[(A+2u)e1 + A(e2 +€3)] B (e0) =B (e0) (A +21) €o (5.96)
mit
B (€0) = [1+ (A +2u) (a0 + sign (e0) a1)] ™" (5.97)

schreiben konnen. Der Parameter 5 hangt also lediglich vom Vorzeichen der Dehnung €9 ab und stellt
somit das Verhaltnis der links- und rechtsseitigen Steifigkeit des Materials in Bezug auf das rissfreie
Ausgangsmedium dar. Mithilfe dieser Darstellung lautet die zweite Komponente des PK2 nun

To = [(A+2u) e2 + X (€1 +€3)] — Xeo (1 — B (€0)) (5.98)

und durch Vertauschung der Indizes erhalten wir analog die Komponente T3.

Die unbekannten Modellparameter g und a7 wurden, wie bereits bei der Bestimmung der elasti-
schen Konstanten, iiber die Ableitung der hergeleiteten Spannungs-Dehnungsrelationen nach dem
freien Parameter ¢; abgeleitet und die simulierten Werte in die Relationen eingesetzt. Eine einfache
Ausgleichsrechnung liefert dann die gesuchten Parameter.
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5.7 Materialmodelle fiir Medien mit Mikrorissen

Das Material im vollbesetzten Fall bei homogener Ausrichtung der Risse muss sich genauso verhal-
ten, wie ein einzelner Riss in einem entsprechend skalierten Wiirfel. Aus den Simulationen zu den
Einzelrissen kdnnen die Modellparameter mithilfe des Rissvolumens direkt aus Gl. 5.86 gewonnen
werden. Das Rissvolumen der flachen Risse ist hier ganz einfach iber das Volumen der konvexen Hiil-
le der Rissknoten definiert. Die Ergebnisse der Auswertung iiber dieses Gleichungssystem sowie iiber
die Auswertung der Volumenanderung finden sich in Tab. 5.25. Darliber hinaus wird in der Tabelle
der Unterschied zwischen den beiden Kontaktformulierungen (augmented Lagrange und Lagrange on
contact normals) deutlich.

Tabelle 5.25.: Extrahierte Parameter ag und a1 aus neuem Potentialansatz fiir einen parallel zur Zug-
und Druckrichtung orientierten, flachen Riss bei zwei festen Wiirfelseiten. Ausgewertet wurden die
Parameter zum einen iiber die Volumenanderung und zum anderen iber die Spannungs-Dehnungs-
Relation (Gleichungen (5.96) und (5.98)) fiir die erweiterte Lagrangesche (augmented Lagrange, KB)
und die Lagrangesche (Lagrange on contact normals, KBL) Kontaktformulierungen.

Methode Randbedingung g [%0 GPa™!] aj [%0 GPa™!]  B_ By
GLS fest (KB) 0,5280 0,3504 0,9521 0,8009
GLS fest (KBL) 0,4392 0,4392 1,0000 0,8009

Volumen fest (KB) 0,3254 0,4890 1,0486 10,8127

Volumen fest (KBL) 0,4072 0,4072 1,0000 0,8127

Wie zu erwarten, liefert die strikte Kontaktformulierung (Lagrange on contact normals, KBL) bessere
Resultate als die Strafformulierung (augmented Lagrange, KB), da beide Modellparameter innerhalb
der Genauigkeit identisch sind. Im Druckbereich schlielen sich alle Risse und das Gesamtsystem nimmt
die elastischen Eigenschaften der Matrix an. Die Parameter ag und a1 miissen daher so beschaffen
sein, dass sich die rissinduzierte Dehnung im Druckbereich gerade aufhebt. Sowohl die Ableitungsme-
thode als auch die direkte Auswertung des mikro-mechanischen Modells erfiillen im Falle der strikten
Formulierung diese Bedingung, liefern jedoch etwas unterschiedliche Werte. Griinde dafiir konnen in
einer unzureichenden Diskretisierung der Rissoberflachen und damit verbundenen Bestimmung des
Rissvolumens liegen. Auf der anderen Seite konnen numerische Fehler bei der Approximation der
Spannungs-Dehnungskurven und der Bestimmung deren Ableitungen auf beiden Seiten der Gleichge-
wichtslage eine Rolle spielen.

Die Strafmethode ldasst dagegen eine gewisse Durchdringung der Rissknotenpaare zu, sodass der
Knotenabstand negativ wird (bezogen auf die Flachennormale). Durch Einfiihrung einer Federkraft
wird ein solches Durchdringen jedoch proportional zum Abstand der entsprechenden Knoten bestraft.
Das resultierende algebraische Problem wird auf diese Weise relaxiert. Das Gesamtsystem aus Riss
und Matrixmaterial verhalt sich jedoch weicher und verfalscht somit das Ergebnis. Aus diesem Grund
sind die Werte fiir ag und a1 in den Zeilen mit KBL verschieden. Die strikte Formulierung ware somit
zwar fiir alle Probleme wiinschenswert. Die entstehenden Gleichungssysteme lassen sich jedoch im
Allgemeinen nur schwer I0sen und fiihren so zu Konvergenzproblemen. Fiir alle Simulationen, bis auf
die Einzelrissversuche, wurde daher die Strafformulierung gewahlt.

Die Durchdringung, genauer der Knotenabstand, in der Strafformulierung ist direkt proportional zur
Kontaktsteifigkeit, die die Federkonstante der eingefiihrten Federn beschreibt. Uber die Erhéhung
der Kontaktsteifigkeit sollten die Ergebnisse daher gegen diejenigen aus der Lagrangeschen Methode
streben. Einen quantitativen Einblick erlangen wir zum Beispiel iiber die Simulation eines Wiirfels
mit den tblichen Randbedingungen und festen Seitenflachen, der lediglich einen Riss enthalt. Dessen
Rissnormale war parallel zur Druckrichtung orientiert. Die theoretischen Werte der Spannung lassen
sich hier bei gegebener Dehnung besonders leicht berechnen. Der Wiirfel wurde hier um €; = 1074
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5 Anderung der elastischen Konstanten

gedehnt und die resultierenden Spannungswerte iiber der jeweiligen Kontaktsteifigkeit in Abb. 5.13
aufgetragen. Die horizontale Linie stellt dabei den theoretisch berechneten Wert im risslosen Medium
dar, der mit zunehmender Kontaktsteifigkeit asymptotisch angestrebt wird.

T T T T 11T T T T TTTT
—o— 011 (en)
~110} 011 (00) ]
& o111 .
=
S 112 |
—113 | =
| [ | [ |
1 10 100

Kontaktsteifigkeitsfaktor [65\?)]

Abbildung 5.13.: Simulierter Spannungswert fiir e; = 10™* bei A\ = 123 GPa und p = 80 GPa. Im
gesamten Wiirfelvolumen befand sich ein Riss, dessen Rissnormale parallel zur Druckrichtung verlief.

Die homogene Ausrichtung der Risse erzeugt eine Vorzugsrichtung der Steifigkeit des Gesamtmedi-
ums. Aus den Ausdriicken (5.96) und (5.98) fiir die Normalspannungskomponenten des neuen PK2
folgt fiir die Komponenten der neuen Steifigkeitsmatrix

Ci1 = (A +2u)B (eo) Ci2 = C13 = 2B (€o), (5.99)

A
Coz = A <1 —[1-B(e)l 5 n 2M> , Cop = C33 = Co3 + 2u. (5.100)

Da dieses Modell alle Scherspannungen vernachlassigt, sind die Scherkomponenten der Steifigkeitsma-
trix gleich denen des Ausgangsmaterials. Fiigt man der rissinduzierten Dehnung in Gleichung (5.87)
noch Scherdehnungen der Form

K
5 (Ts + T6) {01162 + 672041 + 671643 + /361 } (5.101)
hinzu, so bekommt man

Css = Cos = (1 +ru) "~ p(l—ky), Cas = b (5.102)

als Scherkomponenten der neuen Steifigkeitsmatrix. Es ist nun leicht zu erkennen, dass sich das
Gesamtmaterial unter diesen Umstanden transversal isotrop verhalt, wobei die Isotropieebene in der
X>X3-Ebene liegt.

Die Anderung der Parameter oo und a1 mit zunehmender Ausdiinnung der Risse ist in Tabelle 5.26
dargestellt. Wie zu erwarten, sinkt der Betrag beider Parameter mit abnehmender Rissdichte. Aulser-
dem gibt es weiterhin keinen signifikanten Unterschied zwischen den hier betrachteten Randbedin-
gungen. Auffallig ist lediglich, dass beide Parameter in der letzten Stufe fiir freie Randbedingungen
in etwa gleich grols sind. Man beachte, dass sich in diesem Fall nur noch ein Riss im gesamten Medi-
um befindet und Stabilitat der Ergebnisse damit hochstens noch hinsichtlich ihrer Grokenordnung zu
erwarten ist. Dariiber hinaus ist fiir freie Seitenflachen die Voraussetzung |a1| < ag verletzt und das
Ergebnis damit aulerhalb des zulassigen Bereichs.
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5.7 Materialmodelle fiir Medien mit Mikrorissen

Tabelle 5.26.: Extrahierte Parameter g und a7 aus neuem Potentialansatz flir homogen orientierte
Risse, ausgewertet fiir mehrere Verdiinnungsstufen.

fest [Y%o0 GPa™!] frei [%o GPa™1] fest frei
Fullgrad  ag ay ap ay B- B+ G- B+

1,000 05276 0,3504 0,5331 0,3579 0,9523 0,8010 0,9527 0,7986
0,504 0,5189 0,3439 0,5242 0,3534 0,9528 0,8037 0,9539 0,8011
0,184 0,4965 0,3243 10,5064 0,3465 0,9535 0,8115 0,9567 0,8056
0,120 0,4962 0,3231 0,5115 0,3592 0,9533 0,8118 0,9587 0,8023
0,064 0,4917 0,3174 0,5087 0,3807 0,9530 0,8137 0,9650 0,7989
0,032 0,4866 0,3198 0,5154 0,4274 0,9549 0,8142 0,9757 0,7894
0,016 0,4795 0,3147 0,5102 0,5234 0,9554 0,8165 1,0037 0,7737
0,008 0,5001 0,3248 0,5115 0,7172 0,9527 0,8107 1,0619 0,7420

Die Abhangigkeit der Parameter vom Fiillgrad ist in Abb. 5.14 doppellogarithmisch dargestellt, da
exponentiell ausgediinnt wurde. In der linearen Darstellung (hier nicht abgebildet) ist bereits zu ver-
muten, dass die Parameter linear vom Fiillgrad abhangen. Eine solche Abhangigkeit miisste sich in der
doppellogarithmischen Darstellung dadurch widerspiegeln, dass der Anstieg der Kurven gleich eins ist.
Tatsichlich weicht der Anstieg fiir alle Parameter bis auf aff® um hochstens 5% von eins ab, sodass
die Annahme der Linearitat fiir diese drei Groken durchaus gerechtfertigt ist. Die Abhangigkeit des
Parameters aflrei dagegen strebt mit zunehmender Ausdiinnung gegen eine Wurzelfunktion.

110 = fi E! 110 = frei E!
= —— Naolx ] B +Na0re| ]
T Ner | | |
ol o
s 01 3 4 % 01 - :
L i s ] 1
é . = B q:) = B
3 0,0 - = 0,0} -
= = ./“
Ll | | L1l | |
0,01 0,1 1 0,01 0,1 1
Fillgrad Fillgrad

Abbildung 5.14.: Darstellung der Parameter aus Tab. 5.26 bzgl. des Flillgrades in unskalierter, d.h.
vom Fiillgrad abhangiger Form, fiir feste (links) und freie Randbedingungen.

2D Orientierungsverteilung

Als weiteren Spezialfall wollen wir eine ODF P betrachten, die lediglich Mikrorisse zulsst, deren
Rissnormalen sich in einer Ebene befinden. Sei diese Ebene die X;-X3-Ebene und Ny = cos ¢, No = 0,
N3 = sin¢. Um die Rechnungen etwas Ubersichtlicher zu halten, beschranken wir uns hier auf den
linearen Anteil der Green-Lagrangeschen Dehnung und vernachldssigen die Gitternichtlinearitat. Die
Zerlegung der Gesamtdehnung € = € + €° wird mit der Steifigkeit der Matrix kontrahiert und wir

105



5 Anderung der elastischen Konstanten

erhalten
Clier+ Cia (2 +€3) = Ty + Ciy {0 (41171 + 4137T3) + a1 Ng1 (T1, Ts)} (5.103)
+ C3o {ao (8311 + 833T3) + a1 Ngs (T1, T3)}
Cii€2 + CPa (€1 +€3) = To + Cip {ag (81171 + 413T3) + aNg1 (T1, T3) (5.104)
+og (83171 + 833T3) + 1 Ng3 (T1, T3)}
C1es+ CPo (e1+ €2) = Ta + C9y {0 (43171 + 833T3) + 1 Ngs (T, Ta)} (5.105)
+ Cp {0 (81171 + 813T3) + a1Ng1 (T1, T3)}
wobei
/2 R
an = /\// cos* pP (¢) do (5.106)
—7/2
/2 ~
433 = /\// sin* ¢P (¢) do (5.107)
—7/2
/2 ~
413 = 831 = /v/ cos? ¢sin? P (¢) do (5.108)
—7/2

als Momente der Verteilung P mit der Eigenschaft
a1 +asztazt+as=N (5.109)

aufgefasst werden konnen. Fiir identisch verteilte Orientierungen ist ﬁ(qb) = 1/m und die Funktionen
g1 und g3, die Integrale liber den Winkel ¢ darstellen, konnen explizit tber

sign (T- ™ 7173 >0,
01 (12, 73) = 20T (37 7y 47
491 (Tl, T3) T173 <0,

T

[T \/ —T1T33T1 — T

g1 (T1,T3) == m/4 — arctan —?3+sign(T1) 173°°1 3
1

(5.110)

T1—T3 371+ T3

angegeben werden, wobei g3 (T1, T3) = g1 (T3, T1) gilt. Fiir die Herleitung des zweiten Falls sei auf
Anhang A.10 verwiesen.

Werden neben den iiblichen Randbedingungen zwei freie oder zwei feste Seiten als erganzende Bedin-
gungen gewahlt, so haben die Hauptspannungen 77 und T3 stets dasselbe Vorzeichen und wir kdnnen
obiges Gleichungssystem in diesem Fall als

Ciyes = (6+D)1yTy (5.111)
mit
(acofa;)C; 0 (ap*ai)lo

N
AIJ = g DN (Oéo + Oél) 0 4X (Olo + Oll) (5.112)
(aoﬂ:al)Cg 0 (Oto:l:Otl)Cl 1J

schreiben, wobei wir die einfachen Formen der ODF fiir eine isotrope 2D-Verteilung und die Abkiir-
zungen

C1=3CY +CY,, Co = C9y +3CY, (5.113)
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Tabelle 5.27.: Modellparameter fiir 2D-verteilte Kissing Bonds. Neben den liblichen Randbedingungen
wurden zwei freie oder zwei feste Seiten benutzt.

fest [%0GPa™!]  frei[%oGPa~!] fest[%oGPa~1]  frei [%oGPa™1]
Fil |g rad NOtBeSt Naflest Nagrei Nalirei OLBeSt OéEeSt o‘1C’)rei alirei
1,000 0,8480 0,5470 0,6335 0,2831 10,8480 0,5470 0,6335 0,2831

0,064 0,0512 0,0326 0,0425 0,0291 0,7997 0,5088 0,6636 0,4541
0,008 0,0072 0,0047 0,0080 0,0159 0,8944 0,5927 1,0053 1,9880

benutzt haben.

Die ermittelten Parameter fiir diese 2D-Verteilung sind in Tab. 5.27 aufgefiihrt. Die unskalierten
Parameter nehmen mit zunehmender Ausdiinnung ab. An den skalierten, eigentlichen Parametern ist
jedoch zu sehen, dass nur fiir feste Seiten die extrahierten Parameter stabil bleiben. Sobald sich die
Oberflachen frei bewegen konnen, sind lediglich die ersten beiden Stufen konsistent. Die ermittelten
Parameter fiir den letzten Verdiinnungsschritt vergroBern sich sogar noch. Dieses Ergebnis muss
angezweifelt werden, da sich nur noch einer von 125 Rissen im System befindet und numerische
Fehler bereits eine grolere Rolle spielen konnen als der Einfluss des Risses selbst.

Sieht man auf die iblichen Randbedingungen, so scheint der Fall unterschiedlicher Vorzeichen der
Hauptspannungen unmoglich. Diese Situation kann jedoch hergestellt werden, indem an zwei Seiten
gleichzeitig gedriickt und/oder gezogen wird. In den entsprechenden Simulationen wurde die verblei-
bende Seite dazu fixiert und die Verschiebung mit gleichem Absolutwert angesetzt. Es folgt, dass

sign (€1
91 (T1,—T1)=7r( )Tl, (5.114)

da die Vorzeichen der Spannung und Dehnung in X;-Richtung dieselben sind. Die Form der Gl. (5.111)
bleibt weiterhin unverandert, wobei A nun durch

aomut4o;(A+u) 0 O

N
A/J = 7 +4oq A 0 0 (5.115)
™

—aomut4a; (A +p) 0 O

gegeben ist. Die Auflosung des resultierenden Gleichungssystems nach den Komponenten des PK2
ergibt schlieBlich die gesuchte Spannungs-Dehnungsrelation. Die Modellparameter wurden wie ge-
wohnlich iiber die Ableitungsmethode berechnet und sind in Tab. 5.28 dargestellt.

Tabelle 5.28.: Modellparameter fiir 2D-verteilte Kissing Bonds mit simultanen Randbedingungen.
Neben den liblichen Randbedingungen war dabei eine der verbleibenden Seiten fest, wahrend die andere
zusammen mit der uiblichen Verschiebungsseite mit entgegengesetztem Vorzeichen verschoben wurde.
Der Faktor fiir die Kontaktsteifigkeit wurde moglichst hoch gewahlt (FKN = 128).

Filllgrad  Nafest [%0GPa~!]  Nal®st [%oGPa™1]  affst [%oGPa™!] afest [%oGPa~!]

1,000 1,0806 0,3725 1,0806 0,3725
0,064 0,0962 0,0248 1,5035 0,3872
0,008 —5,2331 —0,0001 —654,1299 —0,0138

Die ermittelten Parameter o fiir die ersten beiden Stufen zeigen hier eine recht gute Ubereinstim-
mung. Der Parameter ag konnte nicht mehr sicher vorhergesagt werden, bleibt fiir die ersten beiden
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5 Anderung der elastischen Konstanten

Stufen aber zumindest in derselben Grolkenordnung. Die letzte Zeile stellt wieder die Situation fir
einen einzigen Riss dar. Das Vorzeichen von ag kehrt sich um, der Betrag andern sich um zwei Gro-
Benordnungen. Im Vergleich zu den mit ublichen Randbedingungen ermittelten Werten in Tab. 5.27
fallt auf, dass sich die Werte fiir ag vergrolert haben, der Betrag von a4 dagegen in allen Stufen
kleiner vorhergesagt wurde. Angesichts der Tatsache, dass wir dem mikromechanischen Modell zufol-
ge ag = a1 erwarten, sind die tiblichen Randbedingungen und deren Auswertung hier den simultanen
vorzuziehen.

108



6. Nichtlineare Oberflaichenwellen

In den vorherigen Kapiteln haben wir die Uberlagerung von Wellen betrachtet, deren Amplituden
verschiedene GroRenordnungen aufweisen, wobei die statischen Vorspannungen in diesem Kontext als
Wellen unendlich langer Wellenlange aufgefasst werden. In diesem Kapitel soll nun die Wechselwirkung
von Wellen gleicher, endlicher Amplituden betrachtet werden. Der Terminus endlich bezeichnet dabei
Wellen grolser Amplituden. Diese grolBen Amplituden sind notwendig, um die erwarteten nichtlinearen
Effekte wie etwa die Entstehung hoherer Harmonischer aus der Grundwelle oder die Erzeugung von
Mischfrequenzen beobachten zu konnen.

Zur Unterscheidung der verschiedenen GroBenordnungen ist es sinnvoll, das Verschiebungsfeld bzgl.
eines Storungsparameter € zu entwickeln

u (X, 1) = eu™ <X,, x©, t) +e2u® <X,, X, t) +0 (€%, (6.1)

wobei € von der Grokenordnung einer typischen Dehnung ist. Da die nichtlinearen Effekte klein sind
und sich die Anderungen der involvierten Wellenprofile auf einer gegeniiber der Wellenlinge der Ein-
gangswellen viel groReren Langenskala abspielen, wurden hier eine gestreckte Variable X(€) = eX;
eingefiihrt. Wir setzen nun den Ansatz (6.1) in die Ableitung der potentiellen Energiedichte (2.14)
nach den Verschiebungsgradienten ein und erhalten den PK1-Tensor

1
Piy=S5i,+e {SiJkL U;((lz} +é {SiJklU;(jE) + SiskL U;(fz + EsiJkLmNU/(jZ U,(nl,)N} +0 (), (6.2)

wobei

(m.__ 9

Uge = Fxe) Uk (6.3)
die Ableitung nach der gestreckten Variable bezeichnet. Betrachten wir wieder eine freie Oberflache
an der Stelle X3 = 0, so verschwindet der PK1-Tensor projiziert auf die Oberflachennormale N, =
(0,0,1); an dieser Stelle, sodass

Pis|x,—0 =0 (6.4)
gilt. Die obigen Randbedingungen missen in allen Ordnungen separat erfiillt werden, d.h.
0= Si3|x,—0 (6.5a)
_ (1)
0= Si3kLUk'L‘X3:0 (6.5b)

(6.5¢)

1
0= {Si3kl u£12 + SizkL U,(fz + §5i3kLmNU;(jZ U,(nly)N} :
X3=0

Analog zu den Randbedingungen muss auch die Bewegungsgleichung (2.28) nach Einsetzen des An-
satzes (6.1) in den jeweiligen Ordnungen separat erfiillt werden und wir erhalten

0= Sj_j’_j (6.68)
. 0
,OU,-(l) _ aiijiJkLul((:,LZ (6.6b)

H(2) _ 0 0 w, 9 @ 1 1), (1)
pli;” = (SilkLaXL + %S/Jkl) Ui e+ X, <SiJkLUk’L + §5ukLm/\/Uk,LUm,N (6.6¢)



6 Nichtlineare Oberflachenwellen

als Gleichungssystem fiir die noch unbekannten Verschiebungen u(®) und u®. Der Vollstandigkeit
halber wurde auch die Gleichung nullter Ordnung angegeben, die lediglich das statische Gleichgewicht
der Vorspannungen beschreibt. Fiir homogene Medien entfallen offensichtlich alle Ableitungen der S-
Tensoren und wir bekommen in zweiter Ordnung [May95, Gl. 5.3]. Da uns hier aber der Einfluss einer
gewissen Tiefenabhangigkeit der elastischen Konstanten interessiert, nehmen wir an, dass

p(X3) = po + Ap(X3), (6.7)
Siskt (X3) = SP + ASi sk (X3), (6.8)
SigkLmn(X3) = SPkrmn + ASiskemn(X3), (6.9)

wobei die Funktionen Ap und AS als Stérungen der elastischen Parameter pg und S° des ungestérten
Mediums aufzufassen sind. Die Gleichungen (6.6) mit den entsprechenden Randbedingungen (6.5)
bilden den Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen.

6.1. Langwellige SO Lamb-Wellen

Wir betrachten im Folgenden eine homogenen Platte mit freien Oberflachen, deren Normalen parallel
zur X3-Achse stehen. Die Platte enthalte eine raumlich homogene Verteilung von Mikro-Rissen, deren
Orientierungen gemaR der Funktion P (¢, 6) verteilt seien. Die Symmetrieachsen fallen dabei mit den
Koordinatenachsen zusammen. Das entsprechende Koordinatensystem fiir diesen Abschnitt ist in Abb.
6.1 gezeigt.

X3

A

s - X1
h X2

Y

Abbildung 6.1.: Koordinatensystem fiir Lamb-Wellenausbreitung in einer Platte der Dicke 2h.

Vor Kurzem wurde vorgeschlagen, den Zweig (branch) niedrigster Ordnung symmetrischer Lamb-Wel-
len zur Erzeugung zweiter Harmonischer zu verwenden, da die Dispersion dessen bei hinreichend groflser
Wellenlange verschwindet [WZXT14,ZLCT17,MZXZ17]. In [ZLC*17] wird darauf hingewiesen, dass
langwellige SO-Moden vorwiegend aus Longitudinalanteilen bestehen. Fiir das Verschiebungsfeld kann
man in dieser Naherung

U (X1, X3, 1) = ek [so t 5 (kX352 4+ 0O ((kx3)4)] (6.10a)

s (X1, X3, 1) = elkXi [slkx3 t s (kX3)3+ 0 ((kx3)5)] (6.10b)

ansetzten, wobei —h < X3 < h. Um Dispersion zu vermeiden, betrachten wir den Grenzfall kh < 1
und behalten nur die filhrenden Terme in der Entwicklung (6.10). Da die Oberflachen spannungsfrei
sein sollen, miissen wir zusatzlich Tz3 = T13 = 0 bei X3 = +h fordern. Aus Gl. (6.10) folgt, dass die
Spannungskomponenten 733 und T3 in nullter Ordnung bzgl. kh in der gesamten Platte verschwinden
und pw?u3 von erster Ordnung in kh ist [Tie69]. Die Bewegungsgleichung vereinfacht sich zu

0
prulJra—XlTn =0, (6.11)
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6.1 Langwellige SO Lamb-Wellen

die lediglich die X1-Komponenten der Verschiebung, der Dehnung und der Spannung enthalt. Aus der
Spannungsfreiheit in X3-Richtung und u> = 0 folgt €25 = 0. Mithilfe der Randbedingungen erhalten

wir
2
(&)
%
als effektive eindimensionale Spannungs-Dehnungsrelation fiir das Medium ohne Risse. Eingesetzt in
(6.11) erhalten wir den wohlbekannten Ausdruck fiir die Phasengeschwindigkeit csg der SO-Mode

[Tie69, Kuzl4]
2 CO2 ?
pcto =i |1~ (ci2) (6.13)
11

im Grenzfall niedriger Frequenzen. In Kapitel 5 wurde das Verhalten von Medien mit Rissen mehrerer
Orientierungsverteilungen unter verschiedenen Randbedingungen statisch simuliert. Die Spannungs-
komponente T71 wurde als Funktion der Dehnung €11 (genauer 1) unter anderem mit einer festen
und einer freien Seite modelliert (neben den tiblichen Randbedingungen). Diese Simulationen liefern die
effektive Spannungs-Dehnungsrelation, die wir in der Bewegungsgleichung (6.11) benutzen mochten,
um nichtlineare Effekte auf die Ausbreitung der SO-Mode im langwelligen Grenzfall zu untersuchen.
Im Falle von Kissing Bonds ist die Spannungs-Dehnungsrelation von der Form

T11 = C?l €11 (6.12)

Ti1 = To€11 + 71 |€11] (6.14)

mit dne Koeffizienten 15 und 71, die von der Rissdichte und der Orientierungsverteilung abhangen
(siehe vorheriges Kapitel).

Die zweite Art von Mikrorissen, die wir hier untersuchen, stellen Hertzsche Kontakte dar, deren
effektive Spannungs-Dehnungsrelation im homogen ausgerichteten Fall, parallel zur X;-Richtung, von
der Form

Ti1 = TLen + €11 (o€ + 71 le11]) (6.15)

ist. Anders als Gl. (6.14) weist Gl. (6.15) keinen Sprung am Ursprung auf, sondern ist dort einmal
stetig differenzierbar. Die drei Parameter hangen wieder von der Konzentration der Risse ab und
konnen auch von der speziellen Form der Risse beeinflusst werden.

Um nichtlineare Effekte dieser zwei Typen von Mikrorissen auf die SO-Mode untersuchen zu konnen
werden die Gleichungen (6.14) und (6.15) in (6.11) eingesetzt. Dazu zerlegen wir

Ti1 = Tio€1r + AT11 (6.16)

wobei T o den Parameter T fiir verschwindende Rissdichte darstellt, d.h.

@)
Chh

Im Sinne der Storungstheorie setzen wir die aus dem Verschiebungsfeld v (x1, t) = |A|sin§ der SO-

Welle im risslosen Medium generierte Dehnung €11 (x1, t) = |A| kcos€ mit £ := k (x1 — csot) in das

Spannungsinkrement ATy ein. Diese ist eine 2m-periodische Funktion von & und kann daher in eine
Fourier-Reihe

Lo = Cih = pC3o- (6.17)

ATy (€)= > ATMen (6.18)

n=—oo
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen

mit den Koeffizienten

o1 [T I
aT0 = o [ T (@ dg =+ [ cos(ng) AT (&) de. (6.19)

—T

entwickelt werden. Die nichtverschwindenden Koeffizienten fiihren nun zur Erzeugung hoherer Har-
monischer u{™ der SO-Welle

UM = X1 ALe, (6.20)

die linear mit der Ausbreitungsdistanz anwachsen. Fiir n = +1 kann das zur Veranderung der Pha-
sengeschwindigkeit der Grundschwingung fiihren und fiir n = 0 zu einer akustischen Gleichrichtung,
d.h. zu einem konstanten Term im Verschiebungsfeld. Die Koeffizienten

1

2

AT 6.21
20c, (6.21)

A= —

n

konnen dann mithilfe der Parameter in den effektiven Spannungs-Dehnungsrelationen (6.14) und
(6.15) fiir die flachen und Hertzschen Kontakte bestimmt werden.

Kissing Bonds

Ein Resultat des Knickes in der Spannungs-Dehnungsrelation ist, dass alle geraden Harmonischen
der Grundwelle mit Wellenvektor k linear mit der Ausbreitungsdistanz und mit der Wachstumsrate
Al o |Al k anwachsen. Fiir die zweite Harmonische ergibt sich etwa

T1

Ay = —
2 3mpcs,

|Al k. (6.22)

Ein Knick in der Spannungs-Dehnungsrelation hat zwar keinen direkten Einfluss auf die erste Harmo-
nische, fiihrt aber zu akustischer Gleichrichtung.

Hertzsche Kontakte

Im Falle Hertzscher Kontakte sind nur die ungeraden Harmonischen von der Nichtlinearitat betroffen.
Eine akustische Gleichrichtung ist in diesem Fall nicht zu erwarten. Die dritte Harmonische wachst
linear in Abhangigkeit vom zuriickgelegten Weg mit der Wachstumsrate
T1 5
A, = ———— (|Al k)7, 6.23
=~ Taompez, (A0 (6.23)

die im Gegensatz zur zweiten Harmonischen bei flachen Rissen proportional zum Quadrat der Am-
plitude der Grundschwingung ist. Die Phasengeschwindigkeit der langwelligen SO-Mode erfahrt eine
Verschiebung

T1

Acsg = — (6.24)

67mpCZ, Al

die proportional zur Amplitude der Grundwelle ist. Dieser Umstand ist den in [GLNS17] betrachteten
Nichtlinearitaten sehr ahnlich.
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6.2 Einfluss tiefenabhangiger SOEC auf lineare Dispersion

6.2. Einfluss tiefenabhangiger SOEC auf lineare Dispersion

Zur Untersuchung des Einflusses eines Tiefenprofils der elastischen Konstanten auf den linearen Teil
der Gleichungen (6.6), nehmen wir eine Losung des gestorten Problems (6.6b) in Form einer Ober-
flachenwelle

u™ = UM (X3 |k) exp [i (kX1 — wi )] (6.25)

unter der Randbedingung (6.5b) mit tiefenabhdngigen Materialparametern S und p und projizieren
diese auf eine Losung

u® = U (Xs|k) exp [i (kX1 — wot)] (6.26)

1

des ungestorten Problems mit ortsunabhingigen Parametern S° und pg, d.h. wir setzen u™’ in die

Bewegungsgleichung ein, multiplizieren mit u,.(o)* und integrieren bzgl. X3 iiber die gesamte Tiefe.

Mithilfe der linearen Randbedingungen (6.5b) ergibt die Projektion wegen

0 i 0 .
/ UO"D,S, i DL UD dXs = —/ [DJU,(O)] Skt DLUY dXs (6.27)

zunachst

O *
" /_ pUO" UM dx;
° Ok () ORI (0:28)
—— [ [P 8 XD e~ oo [ UOTUP axs

—00 —00

wobei wieder partiell integriert, die Randbedingung verwendet und fiir die weitere Vereinfachung die
Bewegungsgleichung selbst benutzt wurde. Hier und im Folgenden wird stets ein verlustfreies Medium
(p* = p, S = S) vorausgesetzt. Wir nehmen weiterhin an, dass die Anderung der Materialparameter
klein sei, d.h.

12pll/llpoll < 1, NAS ke I/11SP e Il < 1. (6.29)

Die induzierte Frequenzanderung ist in diesem Fall gering, sodass wir aus (6.28) in erster Naherung
bzgl. der Storgroken

0 0
dw=N"" {/ [Dywi]* AS; jk Dy wi dX3 — W%/

—00 —00

A,OW,'*W,' dX3} , (630)
mit
0 * (0
N = 2wopo/ U U@ 4, (6.31)

flir die Frequenzverschiebung erhalten, wobei die Materialparameter unter dem Integral tiefenabhangig
sein konnen. Die Stérung der Rayleighwelle wird hier durch die Anderung der SOEC und der Dichte
verursacht, sodass sich die Wellenzahl, im Gegensatz zur dehnungsinduzierten Frequenzverschiebung,
hier nicht andert. Die relative Phasengeschwindigkeitsanderung dc/c ist somit gleich der relativen
Frequenzanderung dw/w.
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen

6.3. Einfluss gradierter Materialparameter auf die Evolution der
zweiten Harmonischen

In diesem Abschnitt soll der Einfluss raumlich inhomogener Materialparameter auf die Frequenzab-
hangigkeit des ANP untersucht werden. Es sei

uD (X = 3 A (x(€>|kn) UM (Xsky) exp [i (knX1 — nwt)] (6.32)
n=1,2

eine Losung der linearen Gleichung (6.6b) mit entsprechender Dispersionsrelation k, := k (nw). Setzen
wir diese Losung in die rechte Seite von (6.6¢) ein, so wird klar, dass der Term zweiter Ordnung in
der asymptotischen Entwicklung (6.1) einen Anteil

u® (X, t) = UP (X3|2k;) exp [2i (ky X1 — wt)] (6.33)

enthalt, der auf die quadratische Inhomogenitat in der Bewegungsgleichung (6.6¢) zuriickzufiihren ist
und das Verschiebungsfeld der erzeugten zweiten Harmonischen beschreibt.

Setzen wir nun die Ansatze (6.32) und (6.33) in die Bewegungsgleichung (6.6¢) ein und projizieren
auf eine Losung

i (X, t) = UM (Xslka) exp [i (ko X1 — 2wt)] (6.34)

der Gleichung (6.6b) mit doppelter Frequenz, die die Dispersionsrelation erfiillt, so erhalten wir

0 * 0 *
{4602/ P[U,-(l'z)} Ui(z)dstr/ [DJ(kz)U,-(l'z)} SiJkLDL(k2)U;(<2)dX3}eXD [—iAKX(E)}

i ;/_0 250 U] St [P (k) U] [P () U] aXsAG exp [~k X
_/OOO (|:UI(1,2)]*S/1KLDL(k2)U£1,2) _ [DJ(’Q)U/(IQ)TS,-JMUSQ)) dX3aaXA(2e)v

(6.35)

da die Summe der durch die partielle Integration entstandenen Randterme infolge der Randbedingung
(6.5¢) verschwindet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden hier die Funktionen

U 2 X U (Xalka) und - Ay X s A (X1, k) (6.36)

und die Phasenverschiebung AK = 2k; — k, eingefiihrt. Unter der Annahme geringer Dispersionsef-
fekte ist dieser Term nahezu konstant und erlaubt eine Naherung der ihn enthaltenden Exponential-
funktion. Durch eine weitere partielle Integration der linken Seite entfallt das Verschiebungsfeld U,EZ)
mithilfe der linearen Bewegungsgleichung (6.6b) nebst entsprechender Randbedingung, sodass wir

) N
i@ A2 = B k) (kA exp [—|AKX< >] (6.37)

als Evolutionsgleichung fiir die Amplitude A, der zweiten Harmonischen erhalten. Hierbei stellt

0 *
Ba) = [esleIN ()] 5 [ Surcmn [Da0)U™?]" [Dulk) U] [Dutia) V] axs
(6.38)
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6.3 Einfluss gradierter Materialparameter auf die Evolution der zweiten Harmonischen

den akustischen Nichtlinearitatsparameter (ANP) dar und cs(kz) die Gruppengeschwindigkeit aus Gl.
(2.100) der Mode mit Wellenzahl ky, wobei der Nenner hier aufgrund der Dispersion

0 *
N(ko) = 2w(k2)/ 0 [Uf”)} U dx; (6.39)
—00

lautet. Entsprechende Anpassungen gelten fiir die Gruppengeschwindigkeit und es sei wieder ein ver-
lustfreies Medium (S = S*, p = p*) vorausgesetzt. In einem dispersionsfreien Medium gilt w = cki,
womit der ANP von der Wellenzahl unabhangig ist. Er ist aulkerdem dimensionslos.

Die erhaltene Evolutionsgleichung enthalt das Verschiebungsprofil der Rayleighwelle im gestorten Ma-
terial. Wird dieses durch das Profil im ungestorten Material ersetzt, bekommt man die Werte fiir den
ANP in Tabelle 6.1, die somit ein Mal fiir die klassische Gitternichtlinearitat der ungestorten Medien
darstellen.

Tabelle 6.1.: ANP fiir die Superlegierungen IN718 und Ti6246 mit den in dieser Arbeit experimentell
bestimmten Werten der SOEC und TOEC.

5'”718/i BTi6246/i
—0,1285 —0,1507

Wellenmischexperiment

In der Verallgemeinerung der Erzeugung der zweiten Harmonischen auf Wellenmischexperimente neh-
men wir analog an, dass sich das Verschiebungsfeld der Mischwelle aus einem linearen, die Dispersi-
onsrelation erfiillenden Teil mit Frequenz wi + wy, und einem nichtlinearen Teil zusammensetzt, der
durch die quadratische Inhomogenitat in Gleichung (6.6¢) motiviert wird. Einsetzen des Ansatzes in
diese Gleichung liefert

0 . )
{4w2/ o|ut?] U,.(””dx3+/

—00

0 . / -
[DJ (ko) U,-(l'z)} Sk Dy (k) U dX3} e IBKXE

0 . | )
= f/ [DJ(kz)U,-(l'm} SiskLmN [DL(IQ)U,((L”} [DN(kll)U,(r}'l)} X3 A2e IAKXE

— o0

0A>
ox(e

_ /O ({U/(L?)r Sik Dy (ko) UM — [DJ (ko) U,-(l’z)r 5/Jk1U;(<1’2)) dXs
o (6.40)

mit dem verallgemeinerten Phasenverschiebungsfaktor AK = k; + kv — ko, der wieder die Fehlan-
passung aufgrund von Dispersion angibt. Der Vorfaktor

(6.41)

o 1/2, 2. Harmonische,
ERES sonst

ist notig, da sich das lineare Feld aus den beiden Eingangswellen zusammensetzt und das Produkt
beider Verschiebungsfelder somit beim Einsetzen doppelt auftaucht. Im Falle der Erzeugung der zwei-
ten Harmonischen gibt es dagegen nur eine Eingangswelle, sodass sich dieser Faktor halbiert. Nach
kurzer Rechnung erhalten wir

0 * /
B ka) = NG F [ S [Po0IUD] " [Dulk)U] (D) U] axs
(6.42)
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen

als ANP der Mischwelle, der aufgrund der Dispersionsrelation lediglich von den beiden Eingangsfre-
quenzen ki und ki, abhangt.

6.4. Ausbreitung von Rayleighwellen in Medien mit Rissen

Eine Rayleighwelle, die sich durch ein Medium mit Mikrorissen bewegt, wird einerseits von der Git-
ternichtlinearitat des Matrixmaterials tiber die Konstanten dritter Ordnung im Tensor entsprechenden
S-Tensor beeinflusst. Darliber hinaus fiihren die Risse selbst zu einer Nichtlinearitat, die aus dem
Offnen und SchlieBen derselben und der daraus resultierenden effektiven Steifigkeitsanderung hervor-
geht. Diese kleine Anderung fiihrt zu einer Stoérung des Spannungstensors und damit zu einer leicht
gednderten rechten Seite der Bewegungsgleichung. Der Einfluss dieser Spannungsanderungen auf die
Ausbreitung der zweiten Harmonischen sowie von Mischfrequenzen soll hier im Folgenden untersucht
werden.

Mithilfe des neuen Ansatzes fiir die relative Volumenanderung fiir Medien mit ausgerichteten Rissen
in Gl. (5.86) und den daraus resultierenden neuen Konstanten zweiter Ordnung in Gl. (5.99) und
(5.102) lasst sich erkennen, dass der Anteil der rissinduzierten Normalspannungen

AT11 =B (e0) (A + 2u) €9

0 (6.43)
ATy = ATzz =B (€0) Aeg

mit B (eo) = B(eg) — 1 betrdgt. Man beachte dabei die Definition der g aus Gl. (5.95), die diese
Anteile nichtlinear bzgl. der Dehnungen werden lasst. Die Anderungen der Scherspannungen

ATy = kp2e1¢  (C=2,3) (6.44)
ATrs =0 (6.45)

dagegen sind linear in den Dehnungen und beeinflussen somit lediglich die Grundwelle. Diese Tatsache
ist einfacher zu erkennen, wenn wir den rissinduzierten Spannungsanteil dem PK1-Tensor in der Be-
wegungsgleichung hinzu addieren.

Zur Herleitung einer Evolutionsgleichung fiir die Amplitude der zweiten Harmonischen wird wieder die
Projektionsmethode auf die Bewegungsgleichung mit dem geadnderten Spannungstensor

1
Py = Siskckr + 5 Sisktmnk,LUmn + 0i AT (6.46)
angewendet. Gleichung (6.6¢) erhalt damit einen zusatzlichen Term auf der rechten Seite
0 0 0 0 (1
(2 2 1 1) (1
piil?) — X, SigkLu] = (5/1kL ax, T ax, 5/Jk1> ugt) + X, (25/JkLmNU/(<'ZU,(nY)N + 5//AT/J>
(6.47)

und wird nun auf eine Losung der linearen Gleichung mit Wellenzahl 2k projiziert. Zweifache partielle
Integration liefert mit den entsprechend angepassten Randbedingungen die Gleichung

icGa;?(e)Ag - {5 (kA1)? + ’7} exp (—iAKx<€)) (6.48)

deren zweiter Term auf der rechten Seite

0
5= Nt / 811 [D(2K)wi (X312K)]* AT (kX3) dXs (6.49)
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nun den Einfluss der Risse auf die Ausbreitung der zweiten Harmonischen beschreibt. Dabei haben
wir angenommen, dass sich das Spannungsinkrement in eine Fourierreihe

ATy (0) =Y AT (6.50)
n
entwickeln lasst, sodass nach der Projektion auf die lineare Losung lediglich der Koeffizient

N 1 i .
AT = o / ATi1(8) e do
—T

(6.51)

n=2

dieser Reihe den nichtlinearen Einfluss der Risse widerspiegelt. Fiir das Verschiebungsfeld einer Ray-
leighwelle in einem isotropen Medium lautet dieser Koeffizient

AT (2) = 5K (84 208) 6 (2) (B sgn(i(2) — Beno2) (6.52)
wobeli
EfO(Z) = ( A ai — 1) e 4 (1 — > a areT? (6.53)
2 A+ 20 A+ 2u
und die komplexe Amplitude im linearen Verschiebungsfeld gemiR A = |A|e!® zerlegt wurde. Im

Falle einer homogenen Rissverteilung ist der Rissparameter G+ tiefenunabhangig, sodass sich der
rissinduzierte Anteil zu

0
oM s ) / 6(22)(2)sian (6(2)) 4z (6.54)
=! k|A1|vanP (6.55)

berechnet. Hierbei wurde der rissinduzierte Nichtlinearitatsparameter yanp eingefiihrt, dessen Werte
fur die aus den Simulationen extrahierten Modellparameter a1 in Tab. 6.2 aufgefiihrt sind. Im
Gegensatz zur klassischen Nichtlinearitat, ist der Einfluss der Risse auf die zweite Harmonische somit
linear bzgl. der dimensionslosen Amplitude k|A;|. Selbst im Falle sehr groBer Amplituden von € ~ 102
ist der Einfluss der Risse vergleichbar mit dem der Gitternichtlinearitat.

Tabelle 6.2.: Rissinduzierte Nichtlinearitat, berechnet aus den Parametern in Tabelle 5.26 fiir feste
und freie Randbedingungen.

Fiillgrad  Svi&SE [m/s] SRS [m/s] SfEL /N [m/s] Syies /N [m/s]

1,000  —4,9686 —5,0622 —4,9686 —5,0622
0,504  —2,7954 —2,8688 —4,8948 —5,0187
0,184 —1,0522 —1,1230 —4,6640 —4,9629
0,120  —0,6955 —0,7726 —4,6469 —5,1355
0,064 —-0,3701 —0,4437 —4,5749 —5,4554
0,032 —0,1881 —0,2513 —4,6216 —6,1184
0,016  —0,0930 —0,1546 —4,5629 —7,5535
0,008 —0,0481 —0,1061 —4,6627 —10,4978

Der rissinduzierte ANP ist fiir eine homogene Verteilung von Mikrorissen unabhangig von der Wel-
lenzahl. Im Falle einer in X3-Richtung inhomogenen Verteilung dagegen wird der Integrand in Gl.
(6.54) noch mit der Profilfunktion der Rissverteilung multipliziert und man erhalt eine von ebendieser
Verteilung abhangige Frequenzabhangigkeit des rissinduzierten ANP.
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fix
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Abbildung 6.2.: Werte der rissinduzierten Nichtlinearitat aus Tab. 6.2

Um in der Lage zu sein, storende Harmonische in Messaufbauten zu umgehen, ist die Verwendung
beliebiger Mischfrequenzen sehr niitzlich. Es soll daher noch die Abhangigkeit der Erzeugung von
Mischfrequenzen bei kollinearen Mischung zweier Eingangswellen unterschiedlicher Wellenzahlen be-
trachtet werden. Sei dazu das Verschiebungsfeld der Uberlagerung beider Eingangswellen durch

ul_(l) (X/’ t) = Z Ajei(kfxl_wt) 74 (X3|kj) + c.c. (656)
j=1.2

mit der komplexen Amplitude A; = |Aj|ei‘f’ gegeben. Nehmen wir an, beide Wellenzahlen ki und ko
seien jeweils ein ganzzahliges Vielfaches /; und /» einer Wellenzahl k. Dann ist das Spannungsinkrement
AT71 wegen Gl. (6.43) eine 27r-periodische Funktion bzgl. 6y := kX1 —w(k)t. Der Dehnungsparameter
€0 aus Gl. (5.95) lautet mit diesen Definitionen

€0 (60, 2) =k > |Allifo (.2) sin (160 + @) . (6.57)
Jj=172

sodass fiir die Fourierkoeffizienten des Spannungsinkrements AT71 nun

- A+2 o
AT = 2#/ e [eo (6o, )] €0 (o, -) dbo (6.58)
u —T
gilt. Aufgrund der Periodizitat von €g bzgl. 8 und der Zerlegung

_ 1 1
B (€0) = Bsign(eo) = > B+ +B-) + > sign (eo) (B+ — B-) (6.59)

konnen wir den Fourierkoeffizienten aus Gl. (6.58) weiter zu

. 1 A+2u [T .
AT = 5B =60 232 [ g (60, dto (6.60)

2 2T o

vereinfachen. Das Integral lasst sich also semianalytisch berechnen, da wir die Stammfunktion kennen
und diese lediglich an den Nullstellen von €g auswerten sowie mit dem jeweiligen Vorzeichen von ¢g
multiplizieren miissen. Fiir n # [, (j = 1, 2) folgt

R(Xs)
= (n A+2 .
AP (2) = By —B-) Sk Y sian |eo (. D)l(grap)| D 1A (42) (6.61)
=0 j=12

) 1 (ei(/jfn)Q,Uﬁdy _ ei(/jfn)Q,LJriqf)j) _ L <efi(/j+n)9}’fi¢>j _ efi(lj+n)9f7i¢j) ,
n—1 n+1
(6.62)

118



6.4 Ausbreitung von Rayleighwellen in Medien mit Rissen

wobei R(X3) die Anzahl der (inneren) Nullstellen von €g im Intervall (—, ) an der Stelle X3 bezeich-
net, die zur Auswertung dieses Ausdrucks zuvor numerisch bestimmt werden miissen. Da weiterhin
keine Dispersion vorliegt, wurde die dimensionslose GroBe kX3 auch hier durch Z ersetzt. Der rissin-
duzierte Nichtlinearitatsparameter lautet in diesem Fall

0
F=N [ D) (k)] AT (kXa) dXs (6.63)
L —1 5 5(h)
= o | P2k T (2) 4z (6.64)
. il By —B- A+ 24 /0 " _i,390|€0(90,Z)|
= klAl gy g | B2) [ e KA d0dZ (6.65)

mit der Mischwellenzahl k3 := kk und dem Vielfachen 5 = 1 & b, je nachdem ob Summen- oder
Differenzfrequenzen betrachtet werden sollen. Der Quotient im inneren Integranden ist unabhangig
von der Wellenzahl k und der Amplitude |A;]. Lediglich das Verhaltnis dieser GroRen beider Eingangs-
wellen spielt hier eine Rolle. Zur Validierung des Ergebnisses in Gleichung (6.63) betrachten wir zwei
sich in gleicher Richtung ausbreitende Wellen gleicher Amplitude und Frequenz und die resultierende
additive Mischwelle. Die erhaltenen Werte fiir den rissinduzierten ANP sind genau doppelt so grols
wie die Werte in Tab. 6.2. Dies ist intuitiv klar, da es hier, im Gegensatz zu Erzeugung der zweiten
Harmonischen, zwei Eingangswellen gibt.

Eine Voraussetzung dieser Rechnung war, dass beide Wellenzahlen ein ganzzahliges Vielfaches einer
gemeinsamen Wellenzahl k sind. Fiir beliebige reelle Verhaltnisse h/l ist der Dehnungsparameter
nicht 27-periodisch und die Bestimmung der Fourierkoeffizienten nicht ohne Anderung moglich. Wir
konnen annehmen, dass 1 = 1 ist und b € @Q damit ein beliebiges rationales Verhaltnis darstellt.
Da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, ist das praktisch keine Einschrankung.
Aufgrund der Wahl des Parameters /» existieren Zahlen p € Z und g € N mit /b = p/q. Nun konnen
wir den Dehnungsparameter in der Form

€0 (60, 2) =k > |Allifo (1.2) sin (160 + ¢)) (6.66)
Jj=172

= €0 (g0, qZ | I}) (6.67)

=& (0. 21, (6.68)

mit k = k/q, |y = ql;, Z = Z/q und 8y = 6y/q schreiben, wobei der neue Dehnungsparameter
€o nun 2m-periodisch beziiglich 8y ist. Mit dieser Definition kann man die Fourierkoeffizienten des
Spannungsinkrements nun tber

~ (A 1 A 2 7r —ifby | ~ A ~ A
M = S (6 —6) " “/ e |25 (8o, - 11)] déo (6.60)
1 A+2u [T s N R
=5 B —6-) ;r = / e (/D)% |¢ (gho, - | ;)] dbo (6.70)
1 Ao (I
LGBk IR CTCRIE: (6.71)
an

berechnen.

Am Beispiel von In718 wurde die Abhangigkeit des rissinduzierten ANP vom Mischungsverhaltnis
zweier Wellen mit Wellenzahlen k; = k und ko = hLk untersucht. Die Ergebnisse fiir verschiedene
Ausdiinnungsstufen in Abhdngigkeit vom Frequenzverhdltnis //h sind in Abb. 6.3 dargestellt. Als
Modellparameter wurden die unskalierten Werte flir ag und a1 bei festen Randbedingungen gewabhlt,
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen
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Abbildung 6.3.: Rissinduzierter ANP yanp flir IN718 und verschiedene Verdiinnungsstufen, aufgetra-
gen als Funktion des Frequenzverhaltnisses /1. Die Modellparameter wurden g und a; bei festen
Randbedingungen gewahlt.

um den Einfluss der Rissdichte auf den rissindzuzierten ANP untersuchen zu konnen. Der Ausreiller
bei 1 = b zeigt sich in allen Verdiinnungsstufen und ist eine Eigenschaft der Integration lber 9.
Er ist unabhdngig von den jeweils gewahlten Eingangsamplituden der Rechnung (ganzzahlig). Da
die Frequenzen in diesem Fall genau iibereinstimmen, ist der Absolutwert des Integrals lber eine
Periodendauer hier maximal bzgl. aller Frequenzverhaltnisse (Resonanz).

Es stellt sich heraus, dass die Variation von yanp bzgl. des Frequenzverhaltnisses mit zunehmender
Ausdiinnung abnimmt. Der mittlere Anstieg dieser Kurven kann also als Mals fiir die Rissdichte heran-
gezogen werden. Man beachte, dass die Rissdichte hier jeweils homogen ist. In der linearen Dispersion
der Rayleighwellengeschwindigkeit wiirde man hier lediglich einen Verschiebung der ganzen Kurve se-
hen, was fiir praktische Zwecke unglinstig ist. Eine Messung des Anstiegs ist dagegen einfacher und
vor Allem unabhangig von messbedingten, absoluten Verschiebungen der Kurven.

6.5. Bestimmung der TOEC aus ANP-Messungen

Im Falle eines homogenen Mediums ist der ANP unabhangig von der Wellenzahl, sofern eine Skalierung
gewahlt wurde, in der die Profilfunktionen w unabhangig von k sind. Bestimmte Vorbehandlungen
des Materials kénnen jedoch Defekte - etwa Mikrorisse - einbringen, die eine vertikale Anderung der
Materialeigenschaften hervorrufen. Ist die Wellenlange der Rayleighwelle und damit deren typische
Eindringtiefe in etwa von der Grokenordnung des Storungsbereichs, so kdnnen aus der Frequenzab-
hangigkeit des ANP Riickschliisse auf das Profil der Defekte und damit auf die Materialeigenschaften
gezogen werden.

Wir mochten uns zunachst auf den Fall beschranken, in dem der Einfluss der Mikrorisse auf die SOEC
vernachlassigbar ist, der Einfluss auf die nichtlinearen Eigenschaften dagegen substantiell. Weiterhin
mochten wir fiir den Rest dieser Arbeit annehmen, dass zwar die Dichte der Risse mit dem Abstand
zur Oberflache variieren kann, nicht aber deren Orientierungsverteilung. Wir nehmen an, die TOEC
im Parameter S; jx; my in Gl. (6.38) andern sich gleichgradig gemaR

Crurkimn (X3) = p(X3) Ciximn, (6.72)

wobei C/QJkLmN die als bekannt vorausgesetzten TOEC an der Oberfl'&ichg des Materials sind und das
Profil p aus Messungen des ANP zu bestimmen ist. Wir betrachten die Anderung als kleine Storung
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6.5 Bestimmung der TOEC aus ANP-Messungen

gegeniiber dem homogenen Material, sodass wir mithilfe des Verschiebungsfeldes aus Gleichung (2.89)
B0 =M+ S M, [T pe/enl- Cutastand & (673)
rr', =L, T 0

fiir den ANP bei Erzeugung der zweiten Harmonischen aus Gleichung (6.38) bekommen. Der erste
Summand

MO = (cN) 2 (CruenbirBkm + CranOkkOim + CranarOmmdix) (6.74)
Z Djrb;krDLr/bkr/DNrﬁbmru (20(r + o+ Oér//)_l (6.75)
r,r',r'"=L,T

ist frequenzunabhangig und hangt lediglich von den linearen Materialparametern ab. Die Matrizen D
sind wieder die aus dem Ableitungsoperator hervorgehenden Abbildungen aus Gl. (4.10). Der zweite
Summand enthalt den Tensor

My = (M) ™ 8is8kiebmmC et n Dy bl Dy bty Do b (6.76)

der somit eine Linearkombination der TOEC an der Oberflache des betrachten Materials darstellt.
Man erkennt sofort, dass l\//f},)r,/ = l\//f},?r/. Aulerdem lasst sich zeigen, dass im isotropen Fall D12b1p =
—Dspbsp und damit M2 = 0 gilt (vgl. [Eck99]).

Es stellt sich nun die Frage nach der Maoglichkeit, das Tiefenprofil p und damit das Verhaltnis der
drei isotropen TOEC /, m und n aus frequenzabhangigen Messungen des ANP von Rayleighwellen
zu bestimmen. Die absoluten Grolen konnen dann aus Messungen des ANP mit hinreichend hoher
Frequenz erfolgen, sodass p iiber die Eindringtiefe der Rayleighwelle hinweg in etwa konstant ist.
Zur Losung dieses Problems wollen wir das noch unbekannte Profil p nach Laguerre-Funktionen ¢,
entwickeln, da diese eine vollstandige und orthonormale Menge auf dem Intervall (0, co) bilden. Es
sei also

p(X3) = Pndn(KX3) (6.77)

mit einem Konvergenzparameter k, den Laguerre-Funktionen ¢,(¢) = e=¢/2L,(¢) und den dazuge-
horigen Laguerre-Polynomen

n

n Ry
Lo =3 () 5he =S (6.78)

/=0 /=0

wobei die evidenten Abkiirzung aj eingefiihrt wurde. Setzen wir nun Gl. (6.77) in die explizite Gl.
(6.73) fiir den ANP ein, so erhalten wir Integrale iiber exponentiell gewichtete Laguerre-Polynome.
Mit der Abkiirzung &€ := (k/k)( erhalten wir eine Linearkombination von Ausdriicken der Form

k /!

> k d’ > !
! _Arr/r//(k)g — — (— / _ _Arr’r”(k)g J——
/o e d¢ n( 1) dArr’r”(k)l/O e d¢ K A (K)L (6.79)

wobei A,pp(k) = (k/K) 2oy + oy + ) + 1/2. Eingesetzt in Gl. (6.73) bekommen wir fiir den
ANP nun

ko Il
By =M+ 37 M) b Y a s (6.80)
=L, T K -0 Arr/r//(k)

und im Falle diskreter Messungen an den Stellen ks (s = 1,..., K) ein Gleichungssystem fiir die
unbekannten Koeffizienten p,

Msnpn = bs (6.81)
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen

mit der Koeffizientenmatrix
ke <~ /N _
Meni= D Mil,-23" </> (~1)' [(ks/K) (20, +ctp + ) +1/2]7 7D (6.82)
rr'rf"=LT 1=0
und
bs = B(ks) — LsM©®, (6.83)

als rechte Seite. Um ein unterbestimmtes Gleichungssystem zu verhindern, sollte die Anzahl der invol-
vierten Laguerre-Polynome N groRer oder zumindest gleich der Messpunkte K sein. Die Koeffizienten
pn konnen dann mithilfe des Ausgleichsproblems

1 .
E(I\/Isnp,, — bs)? = min (6.84)
bestimmt werden und wir erhalten
p=(M" M)"*MTh (6.85)

als Losung fiir die Profilkoeffizienten.

Wir wollen die Methode nun zunachst am Beispiel einer homogenen Schicht der Dicke d auf einem
homogenen Substrat testen. Die TOEC der Schicht seien C?JKLMN, die des Substrats seien fC/OJKLMN
mit einem Faktor f > 0. Das Profil p kann damit als Stufenfunktion ©¢.4 mit

Or.a (X3) =0 (X3) — O (X3 —d) (6.86)

beschrieben werden, wobei © die gewohnliche Heaviside-Funktion darstellt. Der ANP aus Gleichung
(6.73) lautet in diesem Fall

1—f —(20tr+06r/+oc,//)kd
c (6.87)

Bk =M+ S M,

rr’ r"=LT

und ist fiir verschiedene Verhaltnisse f in Abb. 6.4 dargestellt. Fiir f = 0 sind die TOEC der Schicht
gleich der des Substrats und es liegt keine Dispersion des ANP vor. Der Wert des ANP ist folglich
gleich dem bereits berechneten Wert fiir ein homogenes Medium (vgl. Tab. 6.1).

Am Beispiel der Funktion ©q g.» wurde die Inversionsmethode mithilfe synthetischer Daten (vgl. Abb.
6.4) fiir die Dispersion des ANP durchgefiihrt. Die anhand der Vorwartsrechnung gewonnenen Daten
wurden in die rechte Seite b der Gl. (6.85) eingesetzt, die Matrix M fiir denselben Frequenzbereich
ausgewertet. Entsprechend Abb. 6.4 wurden die Wellenzahlen logarithmisch dquidistant (K = 81)
im Bereich von 0,01 bis 100 gewahlt und das entstehende Gleichungssystem gelost. Die anhand
der Koeffizienten rekonstruierten Funktionen sind in Abb. 6.5 fiir unterschiedliche Anzahlen N von
Laguerre-Polynomen dargestellt.

Der Anpassungsparameter wurde auf k = 1 gesetzt, da das Tiefenprofil damit gut abgebildet werden
kann. Im Allgemeinen muss dieser Parameter entsprechend der Schichtdicke bzw. der charakteristi-
schen Lange des Tiefenprofils gewahlt werden. Ein guter Anhaltspunkt fiir die Wahl von & ist dabei
die auf die reale Dicke skalierte Wendestelle im Dispersionsdiagramm des ANP.

Eine Erhohung der Anzahl an Laguerre-Polynomen von N =5 auf N = 20 erhoht die Krimmung an
der Stelle d = 2, und verbessert somit die Abbildung der sich dort befindlichen Stufe. Eine weitere
Erhohung von N verschlechtert das Ergebnis wieder. Das beste Ergebnis bzgl. des quadratischen
Mittels der Abweichungen wird hier laut Tab. 6.3 flir N = 9 erreicht.

Fiir N = 40 oszilliert die Losung so stark, dass die Rekonstruktion des Profils bereits unbrauchbar wird.
Den Mittelwert der Oszillationen konnte man im Bereich von X3 = 0 bis X3 = 2 noch als Naherung fiir

20 + a4 opn
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Abbildung 6.4.: Imaginarteil des ANP aus Gl. (6.73) fiir eine homogene Schicht aus In718 mit TOEC
C?JKLMN auf einem homogenen Substrat mit TOEC fCIOJKLMN in Abhangigkeit von der dimensions-
losen Frequenz kd.
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Abbildung 6.5.: Ergebnisse der Inversion synthetischer ANP-Dispersionsdaten fiir das Eingangsprofil
©p.0:2. Gezeigt sind Resultate fiir unterschiedliche Anzahlen N von Laguerre-Polynomen. Als Anpas-
sungsparameter wurde Kk = 1 gewahlt.

das Profil annehmen. Eine weitere naherungsweise Verdoppelung der Anzahl der involvierten Laguerre-
Polynome lasst die Losung allerdings auch iiber den Bereich der Stufe hinaus so stark oszillieren, dass
keine Information liber das eigentliche Profil mehr gewonnen werden kann.

Der Grund dafiir liegt in der schlechten Kondition der Matrix MT M, die fiir N = 9 bzgl. der Zeilen-
summennorm schon bei etwa 10° liegt. Fiir N = 20 ist diese bereits groRer als 10** und bei N = 40
erreicht die Konditionszahl beinahe 10%°. Kleinere Fehler in der rechten Seite, insbesondere auch durch
die Vorwartsrechnung entstandene Rundungsfehler, werden dadurch massiv verstarkt. Fir die Inver-
sion realer, fehlerbehafteter Messdaten ist eine Erhohung von N daher nicht zielfiihrend. Vielmehr
sollte eine Abwagung zwischen Stabilitat und Genauigkeit stattfinden.

Ein weiterer Grund fiir die sich verschlechternden Approximationseigenschaften der rekonstruierten
Funktion liegt darin, dass die Heaviside-Funktion mithilfe stetiger Funktionen genahert werden soll.
Wenn wir wissen, dass die gesuchte Funktion in etwa einer Sprungfunktion entspricht, dann kdnnen
wir dieses Wissen nutzen, um unser Problem zu regularisieren. Nehmen wir also anstelle des Laguerre-
Ansatzes die Funktion ©¢.4 als Ansatz fir die gesuchte Profilfunktion, so miissen wir lediglich die
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6 Nichtlineare Oberflachenwellen

Tabelle 6.3.: Quadratisches Mittel des Fehlers der Inversion fiir N Laguerre-Polynome gegeniiber der
Eingangsfunktion p.

N 50 7,0 90 100 20,0 40,0 80,0
RMS-Fehler 02 02 02 03 04 04 35

zwei unbekannten Parameter f und d bestimmen. Gleichung (6.73) lautet mit diesem Ansatz

1-— feXp [— (2ar + Oyt —+ aru) kd]

k) = M© M)
6( ) + Z rror 2ar+ar,+ar”

rr',r'"=L,T

(6.88)

in der die unbekannte Dicke im Argument der Exponentialfunktion steckt. Die Losung kann hier also
nicht direkt bestimmt werden, sondern muss mithilfe eines Iterationsverfahrens genahert werden. Mit
dem Levenberg-Marquardt-Verfahren (LM-Verfahren) etwa reichen bei geeigneter Wahl der Frequen-
zen bereits zwel Messungen aus, um die richtigen Parameter zu bestimmen. Dabel wird die nichtlineare
Zielfunktion bzgl. der unbekannten Parameter linearisiert und in ein lineares Ausgleichsproblem (vgl.
Gl. (6.85)) fiir das Inkrement der aktuellen Parameterschatzung iiberfiihrt. Das Besondere am LM-
Verfahren ist nun, dass nicht die Matrix MT M invertiert wird, sondern eine gedampfte Variante
MT M + XI. Der Parameter X wird dabei, wenn nétig, in jeder Iteration angepasst [EHNOQO].
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7. Zusammenfassung

Die primare Motivation dieser Arbeit besteht in der Suche nach einer zerstorungsfreien Bestimmung
von Eigenspannungen, insbesondere oberflachen behandelter Superlegierungen. Dazu wurde die fre-
quenzabhangige Phasengeschwindigkeitsanderung gefiihrter Wellen betrachtet, die ber den akus-
toelastischen Effekt mit den mechanischen Spannungen im Material verkniipft ist. Die quantitative
Relation wird dabei mithilfe der akustoelastischen Konstanten hergestellt, die ihrerseits mit den Kon-
stanten dritter Ordnung (TOEC) in der Entwicklung der Formanderungsenergie eines hyperelastischen
Materials nach den Dehnungen verkniipft sind.

In Zugversuchen wurden dazu die Phasengeschwindigkeiten longitudinaler und transversaler Volumen-
wellen spannungsabhiangig ermittelt und aus den Anderungen die akustoelastischen Konstanten sowie
die TOEC erstmals fiir die Superlegierungen In718 und Ti6246 berechnet. Dabei ist zu sehen, dass
sich die Materialparameter fiir In718 sehr homogen verhalten, die Werte fiir Ti6246 dagegen sehr stark
streuen. Aufgrund der geringen Abweichungen in der Bestimmung der TOEC fiir In718 lasst dies im
Falle der Titanlegierung auf eine starke Heterogenitat des Materials schlieBen. Die ermittelten Werte
liegen in der Grolenordnung der TOEC in den linearen Eigenschaften vergleichbarer Materialien.
Mithilfe eines Modells fiir die Frequenzverschiebung einer Rayleighwelle in einem bzgl. der Oberflache
vertikal inhomogenen Spannungsfeld (Vorwartsrechnung) wurde ein Inversionsmodell zur Bestimmung
des unbekannten Spannungstiefenprofils aus gegebenen Dispersionskurven entwickelt. Die Ergebnisse
der Vorwartsrechnung stimmten dabei mit Ergebnissen anderer aus der Literatur bekannten Modelle
tiberein. Der Inversionsalgorithmus wurde mit den zuvor bestimmten Konstanten zweiter Ordnung
(SOEC) und TOEC auf Dispersionskurven verschieden stark kugelgestrahlter Proben aus den oben
genannten Legierungen angewandt. Dabei stellte sich heraus, dass die Anderung der Phasengeschwin-
digkeit der Rayleighwellen infolge vertikal inhomogener Eigenspannungen weit unterhalb der Anderung
in den Dispersionskurven liegt. Eine Anpassung der TOEC l|oste diese Diskrepanz zwar auf, ware je-
doch nur praktikabel, solange alle anderen Materialeigenschaften konstant blieben. Im Allgemeinen
ist diese Annahme nicht giiltig, da sich aufgrund auBerer Lasten die Materialeigenschaften des Unter-
suchungsobjekts andern und Defekte entstehen konnen. Ein prototypisches Beispiel solcher Defekte
bilden Mikrorisse, deren Einfluss auf die Dispersion von Oberflachenwellen im zweiten Teil der Arbeit
untersucht wurde. Zum einen wurden dabei die Anderungen der effektiven elastischen Konstanten des
rissbhehafteten Gesamtsystems anhand von 3D-Simulationen und aus der Literatur bekannter und hier
erweiterter mikro-mechanischer Modelle studiert. Zum anderen wurde die nichtlineare Wechselwir-
kung zwischen Oberflachenwellen und Mikrorissverteilung untersucht, um iiber die Anderung in den
Ausbreitungseigenschaften einen Zugang zur Rissverteilung zu gewinnen.

Die FEM-Simulationen wurden an homogenen Wiirfeln durchgefiihrt, die eine gleichmafkige Verteilung
zufallig orientierter bzw. ausgerichteter Risse enthielten. Im Gegensatz zu sonstigen Modellrechnungen
aus der Literatur handelte es sich um ein echtes dreidimensionales Modell, sodass keinerlei Annah-
men zur Gestalt und dem Verhalten der Risse in der sonst verbleibenden Richtung getroffen werden
mussten. Neben verschiedenen Randbedingungen des Modells wurden vor allem zweil unterschiedli-
che Rissarten untersucht: flache Risse und gekriimmte Risse. Die gekriimmten Risse wurden durch
Hertzsche Kontakte realisiert und dienten dabei der Modellierung einer effektiven Rauigkeit der Risso-
berflachen. Es handelte sich um quasistatische Berechnungen der Spannungsverteilung. Dynamische
Effekte wurden in den Simulationen nicht betrachtet. Um die Gitternichtlinearitat des Matrixmateri-
als beriicksichtigen zu konnen, wurde eine Zusatzbibliothek zum hier verwendeten proprietaren Loser
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implementiert und deren Funktionsweise validiert.

Bereits fiir zufallig orientierte Risse ist ein genereller Unterschied im Verhalten beider Rissarten fest-
zustellen. Im Falle der flachen Risse sind die ermittelten Spannungs-Dehnungsrelationen am Ursprung
nicht differenzierbar. Bei Hertzschen Kontakten ist dagegen anstatt des Knickes eine starke Kriim-
mung am Ursprung zu erkennen, die in der Ableitung der Spannungs-Dehnungsrelation zu einer Nicht-
differenzierbarkeit am Ursprung fiihrt. Nahere Untersuchungen an einzelnen Rissen konnten dieses
Verhalten bestatigen. Die Bestimmung effektiver elastischer Konstanten ist daher nur flir Hertzsche
Kontakte sinnvoll, aufgrund des Knickes in der Ableitung jedoch auch nur fiir die Konstanten zweiter
Ordnung. Dies konnte nachgewiesen werden, indem die elastischen Konstanten getrennt fiir Zug- und
Druckbereich ausgewertet wurden. Die Gegenwart zufallig verteilter Vorspannungen im Korper kann
dabei zur Glattung der Nichtdifferenzierbarkeit fiihren und erlaubt somit wieder eine Bestimmung der
elastischen Konstanten sowohl zweiter als auch dritter Ordnung — sogar im Falle flacher Risse.

Die berechneten rissinduzierten TOECs fiir ein lineares, eisenahnliches Matrixmaterial entsprechen
dabei in etwa der Gitternichtlinearitat einkristallinen Eisens. Anhand der Verlaufe der Spannungs-
Dehnungskurven wurden aus der Literatur bekannte Modelle fiir das mikromechanische sowie das
makroskopische Verhalten herangezogen und erweitert bzw. angepasst. Die Modellparameter der
analytischen Modelle wurden wiederum anhand der Spannungs-Dehnungsrelationen bestimmt. Die
erwahnten Unterschiede bzgl. des Materialverhaltens beider Rissarten fiihrten hier zur Verwendung
unterschiedlicher Modelle.

SchlieBlich wurde im letzten Kapitel auf die nichtlineare Wechselwirkung zwischen gefiihrten Wellen
und Mikrorissen eingegangen. Eine wichtige Annahme dabei war, dass die charakteristische Gro-
Be der Mikrorisse, etwa der Durchmesser der Rissflachen bei den flachen Rissen, klein gegeniiber
der Wellenlange der betrachteten Mode ist. Die flachen Risse flihrten hier zu einer nichtklassischen
Nichtlinearitat. Das bedeutet, dass sowohl im Falle der langwelligen SO-Mode bei Platten als auch
der Rayleighwelle, die zweite Harmonische linear mit dem Produkt aus Amplitude und Wellenzahl der
Grundschwingung anwachst, im Gegensatz zum quadratischen Anwachsen bei klassischer Nichtlinea-
ritat. Die langwellige SO-Mode zeigte aullerdem ein Anwachsen aller geraden Harmonischen fiir die
flachen Kontakte, wogegen die Hertzschen Kontakte zum Wachstum ungerader Harmonischer fiihrte.
Bei flachen Rissen fiihrt die Erzeugung von Harmonischen somit zur Ausbildung eines Gleichanteils
(akustische Rektifizierung).

Zur Untersuchung des Einflusses linearer Materialparameter auf die Phasengeschwindigkeitsanderung
von Rayleighwellen wurde ein Ausdruck fiir die Frequenzverschiebung (und damit Dispersionskurven)
infolge einer vertikal inhomogenen Verteilung der SOEC hergeleitet, um Aussagen (ber den Einfluss
linearer Verfestigungseigenschaften auf die Dispersion treffen zu konnen. Der Einfluss sowohl gra-
dierter SOEC als auch TOEC auf die Frequenzabhangigkeit des Nichtlinearitatsparameters (ANP)
fiir Rayleighwellen konnte aulerdem mithilfe der Projektionsmethode untersucht werden. Anhand von
Mischfrequenzen konnen dariiber hinaus Folgerungen tiber das Tiefenprofil aus Wellenmischexperi-
menten gezogen werden.

Sofern die Anderung der SOEC nicht zu stark sind und die lineare Dispersion damit vernachlassigbar
bleibt, wird das Wachstum der zweiten Harmonischen dabei nicht behindert, da eine Phasenanpassung
der Harmonischen unabhingig von der Frequenz mdéglich ist. Uber eine Fourierreihenentwicklung des
rissinduzierten Spannungsbeitrages fiir flache Risse konnte hier ein Ausdruck fiir den rissinduzierten
ANP berechnet werden, der den Einfluss von Mikrorissen auf die Entstehung hoherer Harmonischer
von Rayleighwellen unmittelbar quantifiziert. Die diesen Parameter definierende Evolutionsgleichung,
die neben dem rissinduzierten Anteil auch den klassischen ANP der Gitternichtlinearitat enthalt, lasst
erkennen, dass die rissinduzierte Nichtlinearitat dabei, wie im Falle der SO-Mode, proportional zur Am-
plitude der Grundschwingung ist. Es handelt sich also auch hier um eine nichtklassische Nichtlinearitat.
Weiterhin stellte sich heraus, dass sich die Abhangigkeit des rissinduzierten ANP vom Mischfrequenz-
verhaltnis sehr gut als Indikator fiir die Rissdichte eignet, sogar im Fall einer homogenen Rissverteilung,
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da hier der Anstieg der Kurve charakteristisch fiir die Rissdichte ist. Damit ist die Bestimmung des
ANP zur Ermittlung der Rissdichteverteilung besser geeignet als die Messung der Rayleighwellenge-
schwindigkeit, die lediglich Absolutwerte liefert und damit anfalliger gegeniiber den Messbedingungen
Ist.

Abschlielend wurde noch eine Inversionsmethode zur Berechnung der Tiefenabhangigkeit der elasti-
schen Konstanten aus den frequenzabhangigen Messungen des ANP hergeleitet. Unter der Annahme,
dass sich alle Konstanten in derselben funktionalen Abhangigkeit andern, wurde das unbekannte Tie-
fenprofil nach Laguerre-Funktionen entwickelt. Die Koeffizienten sind dann lediglich von Werten der
elastischen Konstanten an der Oberflache abhangig, die sich durch Messungen mit hinreichend hoher
Frequenz bestimmen lassen. Die Funktionsweise der Riickrechnung wurde anhand eines Beispiels dar-
gestellt und der Einfluss der Anzahl der involvierten Laguerre-Funktionen untersucht. Die Ergebnisse
zeigen, dass es dabei ein Optimum gibt. Eine zu niedrige Anzahl an Ansatzfunktionen bildet das tat-
sachliche Profil nur ungeniigend ab. Eine zu hohe Anzahl fiihrt dagegen zu starken Oszillationen und
damit ebenfalls zu einer unzulassigen Losung. Eine Inversion ist also generell moglich, insbesondere in
Kombination mit Dispersionsmessungen und Modellrechnungen.

Die vorliegende Arbeit kann keinen Anspruch auf Vollstandigkeit beziiglich der Entwicklung eines Ver-
fahrens zur zerstorungsfreien Bestimmung mechanischer Spannungen erheben. Sie widmet sich jedoch
einzelnen Aspekten, wie der Bestimmung der Konstanten dritter Ordnung, der Entwicklung von Inver-
sionsalgorithmen sowie der Untersuchung des Einflusses konkurrierender Effekte, hier Mikrorisse, auf
die Materialeigenschaften selbst sowie auf die gewahlte Messgrolke und leistet tber die Vereinigung
dieser Teilaspekte einen Beitrag auf dem langen Weg hin zur akustoelastischen Eigenspannungsbe-
stimmung.

127






A. Anhang

A.1. Beziehungen zwischen den elastischen Konstanten

Zur Herleitung der Beziehungen zwischen den symmetrischen und unsymmetrischen Steifigkeitsten-
soren zweite und dritter Ordnung setzen wir zunachst die Ausdriicke fiir die Lagrange-Dehnungen in
Gl. (2.10) ein und bekommen

(X, uj,y) =Po

1
+ C/_j§ (6D/Up’_j + 5p_jUp'/ + Up,/Up'_/)

1 1 1
+ ECUKLE (5P/UP,J + 6pJUp’/ + Upy/UpyJ) 5 (5qKUq,L + 6qLUq,K + quKuq,L)

1 1 1 1
+ aCIJKLI\/INE (6p1tp. s+ Opatp.) 5 (bqilq L + BqLtq k) 5 (OrmUr,n + OrnUr)
+0(uf ).
(A1)
Aufgrund der Symmetrie von (C,,) folgt sofort, dass
Siy=06iCyy. (A.2)
In zweiter Ordnung gilt aufgrund der Symmetrie des Tensors vierter Stufe und wegen
1 1 1 1
ESiJkL uj gl = ECIJUD,/UD,J + EC/JKLE (6p1tp s+ 6patip) 5 (bgrUq. + 0qLUq k) .
1
=5 (Cur0ik + Crurr0irdkk) Ui suk,L,
dass
Sigkt = Curdik + Crukrdirdik .- (A.3)

SchlieBlich bringt ein Vergleich der Koeffizienten dritter Ordnung
1

§5ukLm/vU/,JUk,L Um, N

1
éC/JKLZ [(8p1tp, s+ Optip.1) g,k U, + (Bqrclg.r + Oqilq,k) Up,iUp,J]

1 1 1 1
+ §C/JKLM/\/§ (Opitp s+ Opalip 1) > (6qr g, + Oqr g k) > (OrmUr,N + OrnUrM)

1
=3 (Craenbirdumui gtk L Um N + Crr anOkk OimUi gUk, Um.n + CrngLOmmOik Ui Uk L Um N)

1
+ §CIJKLMN5iI6kK6mM Ui JUk [ Um, N
und damit

Sisktmn = Crukmn0i1dkkdmm + Crurnditdum + CrranOkk0im + CrnsLOmmOik- (A.4)
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A.2. SOEC-Umrechnung

Tabelle A.1.: Beziehungen zwischen SOEC im isotropen Fall mit X :=+v9X2 + Y2 +2)\Y und
7 = \OM2 —10MY + Y2

B (Kompressionsmodul) Y (Elastizitatsmodul) X (erster Laméscher Parameter)
3B(3B-Y
Gyl - - —
. ] 5, y
{Bv /J,} - 38-‘54# B — ?/»‘L
{B.v} - B(3 — 6v) 38y
B(B—M
{B, M} - =" 5(38 - M)
{Y. 2} L1BA=X+Y) — —
Y (Y—2uw)
{Yu} _3(¢L—3u) - _Hyfw“
Yoy = B — 5T
{y, M} L(Z4+3M-Y) (%—2) 1 (Z+M=-Y)
2 +
{>\' /J’} A+ % : >\+uu B
{n v} Al A-2v+-1) -
| g gt -
{u, v} e 2#38\’;4;1) =
{1, M} M — % a(E ) M —2u
o | e ol g
W (Schubmodul) v (Poissonzahl) M (Longitudinalmodul)
3BY 1_ VY 3B(3B+Y
{B.Y} 5By 268 T
(B2} B2 e 3B — 2\
3B—2 4
P 5(3:6V) ﬁ 83;5“1)
{B.v} 20T - — =
3 3B—M
{B, M} —2(B—=M) 3BTM -
{Y. 2} 1 (=3A=X+Y) ey %(—Ay—iwy)
an - %~ e
Y .
{Y.v} 2v42 N 2v24v—-1
{y, M} (-Z+3M+Y) A ORE -
A
{>\'/"L} - 200 +i) >\+2/.L
v} A (-2 - Az —1)
{x M} M2 peay o
{w. v} - - é(uu—_l :
i, ) R 2,\/(]/1_—22u -
{v, M} M2122UUM B B
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A.3. TOEC-Umrechnungen

Tabelle A.2.: Beziehungen zwischen den verschiedenen Definitionen der TOEC im isotropen Fall.

(I, m, n) (A, B,C) (v1, 12, v3) (a, b, c) (a3, a4, as)
/ / B+ C R a+b as + 3a4
m m 4+8B Vo +2u3 b+ -2
n n A 4us c as
A n A 4us G as
B m—1 B Vo b i
C| I-m+3 C 9 a 35 432, + 2
vi | 2l—=2m+n 2C vy 2a 3asz + 6as + as
Vo i — 5 B Vo b —
vs 2 i vs i 7
a| l-m+3% C 4 a 33 4334+ 2
m— 1 B Vo b -5 -2
n A 4y c as
as —2m -A-2B  2u,—4v; —2b—c as
a| t+%  S+4B+S YL+m+ 24b+S as
as n A 4y c as

A.4. Tensortransformation

Drehungen um den Winkel 6 bzgl. der X;i-, Xo- oder X3-Achse erfolgen mittels der Drehmatrizen
Rx,,(0) (M =1,2,3), die aufgrund der Antisymmetrie des Levi-Civita-Tensors € als

RXM(Q) = COS@6/J + (1 — COS 9) (eM)/(eM)J — E/JK(EM)K sin@ (A5)

geschrieben werden konnen. Diese drehen ihre Operanden stets bzgl. der urspriinglichen Achsen.
Mochte man aber um die jeweils aktuellen Achsen drehen, so kehrt sich die Reihenfolge der Anwendung
auf den jeweiligen Vektor um. Eine Drehung um die X3-Achse erfolgt mit Rx,(6). Eine anschlieBende
Drehung um den Winkel ¢ um die neue X»-Achse X} erfolgt dann durch Rxé(qb), wobel

Rx,(#) = Rx,(0) Rx,(¢) [Rx,(6)] " (A.6)

Eine weitere Drehung um 4 um die neue X3-Achse X4 (Roe-Konvention) ist dann moglich durch

Rag() = Ry ()R (0)Rx, (0) [ 0] [Ry ()] = R (ORra(@Rr, (W), (AT)

Die fiir unsere Betrachtungen interessante Drehung des KOS um 6 um die X3-Achse und um ¢ um
die so erhaltene X%-Achse ist somit durch

cos(6) cos(¢p) —sin(8) cos()sin(¢)

Rxs(8)Rx,(9) = | sin(8)cos(@) cos(6) sin(8)sin(¢) | . (A8)
—sin(¢) 0 cos(¢)
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gegeben, sodass zwischen den Koordinatenachsen beider Systeme
e = el = exs [Rx,(O)Rx,(9)], = e, (a”) ,, = ejar, (A.9)

gilt.
Einen gegebenen Tensor (7;;) kdnnen wir nun in beiden Koordinatensystemen darstellen. Genauer
muss der Tensor unabhangig vom gewahlten KOS sein. Fiir einen Tensor zweiter Stufe T muss also

T=Tue®e; =T/ €, (A.10)
bzw.
T =Tisexiers = Tynekmein = Tynekiamiersans = amiansTynexieLd (A.11)
und daher
Tin = amiansTiy (A.12)
gelten. Mit
Tiy=CiukLEk.L (A.13)

folgt sofort

/ / Loy /
Tin = amianaTis = amiansCrukLEx.c = amiansCrukibkobLprEp p = CynopEo p- (A.14)

Da sowohl ¢ als auch ¢’ Tensoren sind und sich damit wie ebensolche transformieren, muss

|
/ H
Cyvnop = amiansbkobrpCruke = amiansaokaprL Cruke, (A.15)

woraus b = a’ und damit auch

Eb.p = aokapLEx.L (A.16)

folgt.

A.5. Niitzliche Identitdaten fiir Tensoren

1

Die Inverse a—* eines Tensors zweiter Stufe a kann als

_ _ 1 !
(a 1)/1 = (det a) 1 (cofa);; = <6euvwer5tauravsawt> 5 €km€ilndkidmn (A.17)

geschrieben werden. Aus der letzten Gleichheit folgt mit dem Satz von Schwarz und der Antisymmetrie
des Levi-Civita-Tensors

(COfVU),jJ = €ikm€jinUk,1;Um,n

1
= CikmSjins (Uk,lj + Uk,jl) Um,n
(A.18)

1
= eikmejlni (Uk,lj - Uk,lj) Um,n
=0

fiir die Divergenz des Kofaktors eines Gradientenfeldes. Aus dieser Identitdt wird dann die Divergenz-
struktur der Determinante eines Gradientenfeldes ersichtlich. Wegen (A.17) gilt namlich

(det Vu) 8 = ik (cof V) = (ui (cof V), ) . (A.19)
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A.6. Invarianten des Dehnungstensors

In einem isotropen Korper hangt die elastische Dehnungsenergie lediglich von drei Invarianten des
Dehnungstensors E ab. Eine lbliche Definition benutzt die Koeffizienten des charakteristischen Po-
lynoms

g = tI’(E) = Eyy, (AQO)
1 1
g = 5 (tr2 (E) —tr (E2)) = 5 (E//EJJ — E/JE/J) , (A.21)
1
Mg = det(E) = 6€/KM€JLNE/JEKLEMN (A.22)

des Green-Lagrange-Tensors. Liegt der Dehnungstensor in kanonischer Form vor (E,; = 0(/ # J), so
vereinfachen sich die Ausdriicke zu

le = E11 + E2xo + Egz3, (A.23)
llg = E11Eoo + E11E33 + EooEas, (A.24)
g = E1iExEss. (A.25)

Eine ebenfalls libliche Definition bietet sich iiber die Spur der Potenzen

li=tr (E'), (A.26)
womit fiir die Beziehung der Invarianten
le =1 (A.27)
g = % (17 = 1) (A.28)
g = é (213 = 31211 + 13) (A.29)

folgt. Die Ableitungen nach den Lagrange-Dehnungen berechnen sich so zu

Olg

3E,, (D;="01, (A.30)
oll

aT,EJ — (Il —E),, = Igd;, — Ey (A.31)
olll 1 1

6?5 =5 (cof E 4 cof " E),, = 1 (€rkmeuLn + €sxmein) Ex Emn (A.32)

Die Ableitung der Determinante folgt aus der Darstellung der Adjunkten (Transponierte des Kofaktors)
mithilfe des Satzes von Cayley-Hamilton

E? — IgE + llgl = cof E, (A.33)

der daraus resultierenden Tatsache, dass die Ableitung der Adjunkten von E nach E verschwindet und
dem Laplaceschen Darstellungssatz

det E = (cof E)(y; E(iy; (A.34)

fir die Determinante von E, wobei i einen beliebigen Zeilenindex von E bezeichnet, liber den nicht
summiert wird.
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A.7. Alternative Definitionen des Dehnungsenergiefunktionals

Die Dehnungsenergiedichte eines als hyperelastisch angenommenen Korpers lasst sich als Summe
b =D+ Dy + P3 (A.35)

schreiben, wobei der Summand erster Ordnung ®;1 in Medien ohne Vorspannungen entfallt und der
zweite Summand mithilfe der Lamé-Konstanten als

1 1
2 = 5 (A +2) I —2ulle = SN + pla (A.36)

angegeben werden kann. Die Summanden dritter Ordnung kénnen auf verschiedene Weise definiert
werden. Einige dieser Moglichkeiten sind in Tab. A.3 aufgelistet. Durch einen Koeffizientenvergleich
ergibt sich daraus die Umrechnungstabelle fiir die TOEC in isotropen Medien (Tab. A.2).

Tabelle A.3.: Summanden dritter Ordnung bzgl. der Dehnung im Energiefunktional mit mutmaRlicher
Ersterwahnung.

(OB Referenz

(1/3)(I+2m) 12 —2mligllg + nlllg ~ [HK53]

(1/3)CI3 + Bl1la + (1/3) Al [Zab92]
aslglle + aslE + aslllg [TR60]
(1/3)al3 + bl1lx + (1/3) cls [GMOO0]
(1/6) Buvr+ I1lova + (4/3) I3v3 [May95]

A.8. Kompressionsrate in isotropen Medien

Die Kompressionsrate p/pg berechnet sich wegen po = Jp (J = det F) und

J2=det (FTF) =det(2E + 1) =8det (E — (—1/2)1) = 1 + 2Ig + 4llg + 8lllg (A.37)
ZU
pﬁ — (14 2lg+4llg +8lllg) 2 = A3 (A.38)
0

Fir kleine Dehnungen E;; < 1 lasst sich dieses Verhaltnis nach den Dehnungen entwickeln. Wegen

E; )~ 6//5Jj€,j gilt
1 1 3 s 0A 0A 3 OA
it (=) (-SA == +A2
€ + 21 < 2> ( 2 ’ 86,'] aék/ + ’ Ge,jaek/>

1 A
LA
Jo) 2 O¢€jj

€ijexs + O (€%)

e=0 €=0
Mit
ol oll
olle 1 ol ol B
ae/jekl - 6116/(/ 2 (51k5ﬂ + 6//61k) ' GEU o iy — aeijek/ o €ij€kl = 0
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folgt zunachst

0A 0A
Al._y=1, — €ii = 2le, — €ii€xs = 211
|e—0 86/] o I € 85/‘]5/(/ o ijCkl €
und damit in zweiter Naherung
0 3
o = 1— I+ (2/3 - 2//5> : (A.39)

A.9. Dehnungsenergiefunktional fiir UPF-Implementierung in
ANSYS®©

In ANSYS®© wird ein spezieller Satz skalierter Invarianten zur Berechnung des Potentials benutzt. Dies
sind die deviatorischen Invarianten T¢ = J=2/3/c und fl¢ = J=*/3llc sowie das Volumenverhiltnis
J = /lllc, wobei Ic, llc und llic die Invarianten des rechten Cauchy-Green-Tensors bezeichnen.

Die Formanderungsenergie fiir ein isotropes, hyperelastisches Material ist nach Murnaghan [Mur51]
als

1 1
& (g, g, lg) = 5 (N +2u) 12 — 2ullg + 3 (I +2m) 1E —2mliglle + nlllg

= % [; A+2w) (e — 3)2 —2u(lle = 2Ic + 3)]

< (A.40)
+35 {+3 (I+2m) (Ic = 3)> = 2m (Ic = 3) (llc — 2/c +3)

+ f‘l(///c —llc+Ic — 1):|

gegeben. Hier bezeichnen /g, Ilg und lllg die Invarianten des Green-Lagrange-Tensors. Die Ablei-
tung von ® nach den von ANSYS®© benutzen deviatorischen GréBen lauten mithilfe der Kettenregel
(Summenkonvention)

do P d(le, lle, e,
d(Tc,Tic, Jy, — 0 (lc.lic. lic), d (Tc, e, J),
42 2 d(le, lle, i), d (le, e, ),
d (Te.Tic. J), (e e, J), ~ 0. lie. e, (e e, i), d (e e, J), d (le.fic,J), (A4
. o d2 (le, e, e,

8 (Ic. lic e, d (Ic. T, J), (ic. e, J),

sodass wir lediglich noch die einfachen Ableitungen auf der rechten Seite bendtigen. Mithilfe der
Identitaten

CryCry=12—=2lIc (A.42)

und

llc = C11Con — C12Co1 + C11Cz3 — C13C31 + CopCz3 — Co3C30

(A43)
=€ 3C11Coy + €12k C11Cak + €1y CoyCak
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erhalten wir zunachst

21 = 2Ey,
=Cj =9y (A.44)
=lc—3,
1
4llg = 5 [(/c —3)? = (C1y—81) (Cry— 5/J)}
1
=5 [(/C —3)2 = (12 =2l - 2Ic + 3)} (A.45)
= lle —2l¢ + 3,
8lllg = €K (Crp — 011) (Coy — 624) (C3k — 3k) (A.46)

=lllc —llc +1c—1.

als Beziehung zwischen den Invarianten der beiden Tensoren. Die Ableitungen der rechten Seite von
Gl. (A.41) lauten nun

od 1
T (2mlg + I(lc — 3)* + 2\ + 4p — 4m) Ic — 2mllc — 6\ — 4 + n) (A.47)
c
P 1
aiic = g 4kt n+2mc —3) (A.48)
oo n
e "8 (A.49)
o’d 1
—— == (4mlc +2/(Ic — 3) + 2\ + 4 — 4m) (A.50)
a1z 8
o0’ 1
dicallc 4" (A51)
%P %P %P %P
=—— = =5 =0 (A.52)
8lcollic — alz — dllcdlilc ~ alliZ
und
3 0 2/¢c

d(le, e, 1 7
(Ic. llc, C)k: 0 353 4licJ?3 (A.53)

d(?c,ﬁc,_])l. 3J1/3 0 0 6J4/3

ki

0 0
2
_ di(/c, //C’,///Clk _ ];1/3 0 12J5/3 . (A.54)
d(lc.lic.J); (I Tic, J);  9J 4lic /3
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Quellcode - UserHyper.f

Cok ok ko e e e e e e ke K K KKK KKK KKK KKK A A A o o o o o o o KK KKK KKK KKK KKK KoK oK oK o o o o o o o o o ok
C Marek Rjelka 2016
C ftn95 UserHyper.f /64 /CFPp
C see ANSYS-help @ help/ans_thry/thy_mat5.html
Cokokodof o o o o o o o e KK KA AR R KK KKK KKK KK o o ok
subroutine UserHyper (
& prophy, incomp, nprophy, invar,
& potential, pInvDer)
Cokk ke e e o e e e ke kK KKK KKK KKK KKK A o o o o e o o K KKK KKK KKK KKK KoK KoK o ok o o o o o o ok ok

**x* hyperelastic routine for isotropic metal

input arguments

prophy (dp,ar(*),1) material property array

Im = prophy(1)

mu = prophy(2)

1 = prophy(3)

m = prophy (4)

n = prophy (5)
nprophy (int,sc, 1) # of material constants (5)
invar dp,ar(3) invariants

output arguments

incomp (log,sc,1) fully incomp. or compressible
potential dp,sc value of potential
pInvDer dp,ar(10) der of potential wrt 11,12,j

1 - der of potential wrt il

2 - der of potential wrt i2

- der of potential wrt 1i1il
- der of potential wrt 11i2
- der of potential wrt 12i2
der of potential wrt 1ilj
- der of potential wrt 1i2j
- der of potential wrt j

- der of potential wrt jj

PN NGOG NOIO NGO OO OO IO NGO NG RO B
© 0 N O OB W
I

Cokk ok ok e e e e e ke ok kK K KKK KKK KKK KKK A A R o o o o K K KKK KKK KK KKK KoK oK oK oK o o o o o o o ok o ok
C
C --- parameters
C
#include "impcom.inc"

DOUBLE PRECISION ZERO, ONE, TWO, THREE, FOUR, FIVE, SIX, EIGHT,

& HALF, THIRD, TOLER

INTEGER wringr
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PARAMETER (ZERO = 0.40,
& ONE = 1.0dO,
& HALF = 0.5d0,
& WO = 2.40,
& THREE = 3.40,
& FOUR = 4.40,
& FIVE = 5.40,
& SIX = 6.d0,
& EIGHT = 8.dO,
& TOLER = 1.0d-12)
PARAMETER (THIRD = ONE/THREE)
EXTERNAL erhandler, wrinqr
C
C --- argument list
o
INTEGER nprophy
DOUBLE PRECISION prophy(*), invar(x),
& potential, pInvDer(*)
LOGICAL incomp
C
C --- local variables
o
INTEGER iott
DOUBLE PRECISION i1, i2, jj,
C & mu, lm, DpErr(3)
& mu, 1lm, 1, m, n, DpErr(5),
& sf, 11CG, i2CG, i3CG, i1GL, i2GL, i3GL,
& dWdIC1, dWdIC2, dWdIC3, dWdIC1IC1, dWdIC1IC2,
& dIC1dil, dIC1di2, dIC1djj, dIC2dil, dIC2di2,
& dIC2djj, dIC3dil, dIC3di2, dIC3djj,
& dIC1diljj, dICidjjjj, dIC2di2jj, dIC2djjjj,
& dIC3djjjj,
& tmpfac
LOGICAL verbose
C --- # incompressible?
incomp = .FALSE.
C --- set of properties
lm = dble(prophy(1))
mu = dble(prophy(2))
1 = -527
m = -605
n = -479
if ( nprophy .gt. 2 ) then
1 = dble(prophy(3))
m = dble(prophy(4))
n = dble(prophy(5))
endif
verbose = .false.
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if ( nprophy .gt. 5 ) then
verbose = 1 .eq. prophy(6)
endif

--- \bar I_1
i1 = invar (1)

--- \bar I_2
i2 = invar(2)

-—— J = \bar I_3 = I_3"{1/2}
jj = invar(3)

--- scale factor
sf = jj*+(TWO/THREE)
--- first invariant of left Cauchy-Green tensor
11CG = sf*il
--- second invariant of left Cauchy-Green tensor
12CG = sf*sf*i2
--- third invariant of left Cauchy-Green tensor
13CG = jj**TWO
--- first invariant of Green-Lagrange strain
i1GL = (i1CG - THREE)/TWO
--- second invariant of Green-Lagrange strain
i2GL = (i2CG - TWO*11CG + THREE)/FOUR
--- third invariant of Green-Lagrange strain
i3GL = (i3CG - i2CG + i11CG - ONE)/EIGHT
--- value of strain energy potential
potential = HALF* (1m+TWO*mu)*i1GL**TWO - TWO*mu+*i2GL
& + THIRD*(1 + TWO*m)*1i1GL+*THREE
& - TWO*m*11GL*1i2GL + n*i3GL

--- (partial) derivatives of potential wrt. inv. of CG tensor 1i.CG
dWdIC1 = ONE/EIGHT* (TWO*m*i1CG**TWO + 1% (i1CG - THREE)**TW0O
& + (TWO*1lm + FOUR#mu - FOUR*m)*11CG - TWO*m*i2CG - SIX+*1m
& - FOUR*mu + n)
dWdIC2 = -ONE/EIGHT*(FOUR*mu + n + TWO*m*(i1CG - THREE))
dWdIC3 = n/EIGHT
dWdIC1IC1 = ONE/EIGHT*(FOUR*m*i1CG + TWO*1*(i1CG - THREE)
& + TWO*1lm + FOUR*mu - FOUR*m)
dWdIC1IC2 -ONE/FQUR*m

Il

--- (partial) derivatives of CG invariants wrt. scaled invariants
tmpfac = THREE*jj#**(ONE/THREE)
tmpfac = ONE/tmpfac

dIC1di1l = tmpfac*THREE*]j
dIC1di2 = ZERO
dIC1djj = tmpfac*TWO*il
dIC2dil = ZERO

dIC2di2 = tmpfac*THREE*] j
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dIC2di2 =

dIC2djj
dIC2dj]j
dIC3di1
dIC3di2
dIC3djj

tmpfac
dIC1diljj
dIC1djjjj
dIc2di2j
dIC2di2jj
dIc2djjj
dIC2djjjj
dIC3djjjj

derivative
pInvDer (1)
derivative
pInvDer (2)
derivative
pInvDer(8)

derivative
pInvDer(3)
&
C --- derivative
pInvDer(4)
&
C --- derivative
pInvDer(5)
&
C --- derivative
pInvDer (6)
&
C --- derivative
pInvDer(7)
&
&
C --- derivative
pInvDer(9)
&
&

RETURN
END

tmpfac*THREE* j j** (FIVE/THREE)
tmpfac*TWO*12
tmpfac*FOUR*12%jj** (TWO/THREE)
ZERO

ZERO
tmpfac*SIX*jj**(FOUR/THREE)

tmpfac/ (THREE*] j)

tmpfac*SIX*jj

-tmpfac*TWO*1i1

tmpfac*SIX*jj
tmpfac#*1.2d1x*jj**(FIVE/THREE)
-tmpfac*TW0*12
tmpfac*FOUR*12%* jj** (TWO/THREE)
tmpfac*1.8d1*]jj*+*(FOUR/THREE)

J

J

dW/d(\bar I_1)

= dIC1dil*dWdIC1 + dIC2dil*dWdIC2 + dIC3dil*dWdIC3
dw/d(\bar I_2)

= dIC1di2*dWdIC1 + dIC2di2*dWdIC2 + dIC3di2*dWdIC3
dw/dJ

= dIC1djj*dWdICl + dIC2djj*dWdIC2 + dIC3djj*dWdIC3

dW/d(\bar I_1) d(\bar I_1)

= dIC1di1*dIC2dil1*dWdIC1IC2

+ dIC1di1*(dIC1di1*dWdIC1IC1 + dIC2dil*dWdIC1IC2)
dw/d(\bar I_1) d(\bar I_2)

= dIC1di1*dIC2di2*dWdIC1IC2

+ dIC1di2*(dIC1di1*dWdIC1IC1 + dIC2dil1*dWdIC1IC2)
dw/d(\bar I_2) d(\bar I_2)

= dIC1di2*dIC2di2*dWdIC1IC2

+ dIC1di2*(dIC1di2*dWdIC1IC1 + dIC2di2*dWdIC1IC2)
dw/d(\bar I_1) d(J)

= dIC1diljj*dWdIC1 + dIC1dil*dIC2djj*dWdIC1IC2

+ dIC1djj*(dIC1dil*dWdIC1IC1 + dIC2dil*dWdIC1IC2)
dw/d(\bar I_2) d(J)

= dIC1di2+dIC2djj*dWdIC1IC2

+ dIC1djj*(dIC1di2*dWAIC1IC1 + dIC2di2*dWdIC1IC2)
+ dIC2di2jj*dWdIC2

dw/d(J) d(J)

-~ dIC1djjjj*dWdICl + dIC1djj*dIC2djj*dWdIC1IC2

+ dIC1djj*(dIC1djj*dWdICIICL + dIC2djj*dWdIC1IC2)
+ dIC2djjjj*dWdIC2 + dIC3djjjj*dwdIC3
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A.10. Berechnung der Integrale fiir eben ausgerichtete Mikrorisse

Es sei

/2

g(T1, T3) = / | T1 cos® g + Tz sin? ¢| cos? pP (¢) dp. (A.55)

—7/2

Wir wollen hier lediglich den Fall 7173 < 0 fiir eine homogene Verteilung zufallig orientierter Risse
betrachten, d.h. P (¢) = 1/7. Dann gilt

2 /2
g(T1,T3) = 7T/ |T1 cos® ¢ + T3 sin® ¢| cos® ¢ dop (A.56)
0
) arctan(|T1|/|T1l)
== sign (T1) / (T1cos? ¢ + T sin? ¢) cos® ¢ dg (A.57)
0
/2
— / (T1cos? ¢ + Tz sin? ¢) cos® pde (A.58)
arctan(|T1//|T1l)
= isign (T1) § (3T1 + T3) |4arctan Inl_ (A.59)
8m | T3]

T,
+8T7 sin (2 arctan :7_ ;) (+71 — T3)sin <4arctan H)} (A.60)

TR It
= %sign (Ty) {(3T1 +T3) ! 3 + arctan |T /4] (A.61)
3

S =

(T2l +[T3))?
S UL (A62)
FT Tl |
sign (T1) VT T3] | T3]
T { (3T1 + T3) m + 7('/4 arctan W (A63)
+(T1 =T )lT—ng‘ (A.64)
T [ |
wobeli
. 2tanx
sin (2X) = m, (A65)
2tanx
1
arctan(x) = sign(x)g — arctan <x> (A.67)

benutzt wurden.
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A.11. Spannungs-Dehnungskurven senkrechter und paralleler
Einzelrisse

Auf den folgenden Seiten sind die Ergebnisse der Simulationen an einzelnen parallel und senkrecht
ausgerichteten Rissen in einer nichtlinearen Matrix fiir beide Arten von Rissen dargestellt.

Rissnormale senkrecht zur Zugrichtung - zwei Seiten fixiert

Tabelle A.4.: Cauchy’'sche Normalspannungskomponenten o171 und o33 bei senkrechter Rissorientie-
rung und fixierten Wiirfelseiten fiir einen Hertzschen Kontakt (links) und einen Kissing Bond (rechts).

ui1 [%0] 011 [l\/lPa] 0922 [I\/IPa] 0'/11 [GPa] 0'/22 [GPa] U1 [%0] 011 [I\/IPa] 022 [I\/IPa] 0'/11 [GPa] 0'/22 [GPa]

—0,40 —-102,1 -24,0 —0,40 —-113,4 —-49,3
-0,32 —-81,6 —19,2 255,5 60,1 —-0,32  —-90,7 -39,4 283,9 123, 4
—-0,24 —-61,2 -—-14,4 255, 4 60,1 —-0,24 —-68,0 —-29,6 283,7 123,3
—-0,16 —40,8 —-9,6 255,2 60,0 —-0,16 —45,3 -19,7 283,5 123,2
—0,08 —20,4 —4.8 255,0 60,0 —0,08 —22,6 —-9,8 283,3 123,1
0,00 0,0 0,0 254, 9 59,9 0,00 0,0 0,0 283, 1 123,0
0,08 20,4 4.8 2547 59,9 0,08 21,8 7,9 272,3 98,5
0,16 40,7 9,6 254, 5 59,8 0,16 43,5 15,8 272, 1 98,4
0,24 61,1 14,4 254, 4 59,8 0,24 65,3 23,6 271,9 98,3
0,32 81,4 19,1 254, 2 59,7 0,32 87,0 31,5 271, 7 98,3
0,40 101,8 23,9 2540 59,7 0,40 108, 8 39,3 271,5 98, 2
. 1,0F E . 1,0 - E
& &
O 05} = O 05} = X,
g = e
S S ‘
0.0L \ \ \ ] 0,0 \ \ \ ] : ,%I
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4 ‘
1.1 [%o] 1.1 [%o] e B NS
100 I I I — I — o 77HX1
a L
S 05 ] o ] X3
\bg \§ U2‘X2:W/5 - O
0.0 I I I N 0,0 I \ \ N u3|X3=W/5 =0
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4
t11 [%0] 1 [%O]

Abbildung A.1.: Normierte Ableitungen der Normalspannungskomponenten aus Tab. A.4 fiir den
Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).
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Rissnormale senkrecht zur Zugrichtung - zwei Seiten frei

Tabelle A.5.: Verschiebungsgradienten us o und Cauchy’sche Normalspannungskomponenten o1 bei
senkrechter Rissorientierung und freien Wiirfelseiten fiir einen Hertzschen Kontakt (links) und einen
Kissing Bond (rechts).

ui1 [%o] us o [%o] 011 [M Pa] Ul2’2 O'Ill [GPa] Ui [%o] us 2 [%o] 011 [M Pa] Ué,2 0'/11 [GPa]
-0, 40 0,12 -83,3 -0, 40 0,12 —-83,5
-0,32 0,10 —-66,6 —0,302 208, 4 -0,32 0,10 -66,8 —0,304 208,9
-0,24 0,07 —-49,9 —-0,301 208,3 -0,24 0,07 -50,1 —0,303 208,8
-0, 16 0,06 —-33,3 —-0,301 208,2 —0,16 0,06 —-33,4 —-0,303 208,7
—0,08 0,02 —-16,6 —0,301 208,1 —0,08 0,02 —-16,7 —0,303 208,06
0,00 0,00 0,0 0,301 208,0 0,00 0,00 0,0 —0,303 208,5
0,08 —-0,02 16,6 —0,301 207,9 0,08 —-0,02 16,7 —0,303 208,4
0,16 -0,05 33,3 —-0,301 207,8 0,16 -0,05 33,3 —0,303 208,3
0,24 -0,07 49,9 —0,300 207,8 0,24 -0,07 50,0 —0,303 208,3
0,32 —-0,10 66,5 —0,300 207,7 0,32 —-0,10 66,7 —0,302 208,2
0,40 -0,12 83,1 —0,300 207,6 0,40 -0,12 83,3 —0,302 208,1
10H ] 10F ]
\:()\i 0,5 [~ — \:('\I 0,5 [~ . X2
0,0 [ [ | | | ] 010 L | | | | ] 3 I%I
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0 !
! ! ! ! ! ! ! ! | — — >U
11 %) 11 %) T
110 T T T 1’0 T T Xl
£ 05 . =05 X3
T22|x,=w5 =0
0,0 \ \ \ . 0,0 \ \ \ T33|X3:W/5 =0
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4
uz,1 [%o] u1,1 [%o]

Abbildung A.2.: Normierte Ableitungen des Verschiebungsgradienten und der Normalspannungskom-
ponente aus Tab.A.5 fiir den Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).
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Rissnormale senkrecht zur Zugrichtung - eine Seite frei, eine fixiert

Tabelle A.6.: Verschiebungsgradienten us > und Cauchy’che Normalspannungskomponente 011, 033
bei senkrechter Rissorientierung und einer freien sowie einer festen Wiirfelseite fiir einen Hertzschen
Kontakt (links) und einen Kissing Bond (rechts).

ui1 [%o] us o [%o] 011 [l\/IPa] 033 [I\/IPa] 0'/11 [GPa]

ui,1 [%o] s> [%o] 011 [I\/IPa] 033 [I\/IPa] 0'/11 [GPa]

-0,40 0,17 -91,7 —27,8 -0,40 0,17 —-91,9 —-27,9
-0,32 0,14 -73,3 —22,2 229,5 -0,32 0,14 -73,5 —=22,3 230,1
-0,24 0,10 -55,0 —-16,6 229,3 —-0,24 0,10 -55,1 —16,7 230,0
-0,16 0,07 -36,6 —11,1 229,2 -0,16 0,07 -36,7 —11,1 229,8
—-0,08 0,03 -18,3 —-5,5  229,1 —-0,08 0,03 -18,4 —5,6 229,7
0,00 0,00 0,0 0,0 229,0 0,00 0,00 0,0 0,0 229,6
0,08 —0,03 18,3 55 228,9 0,08 —-0,03 18,4 56 229,5
0,16 —-0,07 36,6 11,1 228,7 0,16 —-0,07 36,7 11,1 229,4
0,24 —-0,10 54,9 16,6 228,6 0,24 —-0,10 55,0 16,7 229,2
0,32 —0,14 73,2 22,1 228,5 0,32 —-0,14 73,4 22,2 229,1
0,40 -—-0,17 91,5 27,7  228,4 0,40 —-0,17 91,7 27,8 229,0
1,0 - ] 10 7
o 05 i 05 X
~Q - a ~qi I *
S ! S ! I 2
0,0 | | | | 0,0 L | | | | 3 I%I
-0,20,0 0,2 0,4 —-0,20,0 0,2 0,4 |
.1 [%o] .1 [%o] | e
10 I I I n 1.0 I I I o 77&1
< 05| i £ 05] | X3
T22|x,=wss =0
0.0 \ \ ] 0,0 \ \ \ ] U3|X3=W/5
—-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 04
u1,1 [%oo] uy,1 [Yoo]

Abbildung A.3.: Normierte Ableitung des Verschiebungsgradienten und einer Normalspannungskom-
ponente aus Tab. A.6 fiir den Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).
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Rissnormale parallel zur Zugrichtung - zwei Seiten fixiert

Anhang

Tabelle A.7.: Cauchy’'sche Normalspannungskomponenten o171 und o33 bei paralleler Rissorientierung
und fixierten Wiirfelseiten fiir einen Hertzschen Kontakt (links) und einen Kissing Bond (rechts).

ui1 [%0] 011 [l\/IPa] 022 [I\/IPa] 0'/11 [GPa] 0'/22 [GPa]

ui1 [%0] 011 [I\/IPa] 022 [l\/IPa] 0'/11 [GPa] 0'/22 [GPa]

—0,40 -55,8 -24,1 —0,40 -—-113,4 —-49,3
—0,32 —44,5 —19,2 141,5 61,1 —0,32 —-90,7 —-39,4 283, 9 123, 4
—-0,24 -33,3 -—14,4 139,3 60,1 —-0,24 —-68,0 —-29,6 283,7 123,3
—0,16 —-22,2 —-9,6 138, 9 60,0 —0,16 —45,3 —-19,7 283, 5 123,2
—-0,08 —-11,1 —4.8 138,9 59,9 —0, 08 —22,6 —-9,8 283,3 123,1
0,00 0,0 0,0 138, 8 59,9 0,00 0,0 0,0 283, 1 123,0
0,08 11,1 4.8 138, 7 59,8 0,08 18,1 7,9 226,06 98,5
0,16 22,2 9,6 138, 6 59,8 0,16 36,2 15,8 226,4 98,4
0,24 33,3 14,4 138,5 59,8 0,24 54,3 23,6 226, 3 98,3
0,32 44 3 19,1 138, 4 59,7 0,32 72,4 31,5 226, 1 98, 3
0,40 55,4 23,9 138,3 59,7 0,40 90,5 39,3 226,0 98, 2
_ 1,0 =
N
9, 05} 2 X2
. e
0,0 L | | | il 0,0 L | | I 3
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4 N N eurn
u1,1 [%o0] u1,1 [%oo] LN '
1.0F T T T n T R 7(1
& &
S 05 . ©) X3
\b(&ll \bg u2‘X2:W/5 — O
0,0 b \ \ \ N 0.0t \ \ \ U3‘X3—w/5 0
—-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4
th1 [%0] U1 [%0]

Abbildung A.4.: Normierte Ableitungen der normierten Normalspannungskomponenten aus Tab. A.7
fiir den Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).

145



Anhang

Rissnormale parallel zur Zugrichtung - zwei Seiten frei

Tabelle A.8.: Verschiebungsgradienten u, > und Cauchy’'sche Normalspannungskomponente o171 bei
paralleler Rissorientierung und freien Wiirfelseiten fiir einen Hertzschen Kontakt (links) und einen
Kissing Bond (rechts).

up1 [%o] tz 2 [%o] 011 [MPa] w5, o1y [GPa] w11 [%0] tio,2 [Yo0] 011 [MPa] 15, o1 [GPa]
—0,40 0,07 —45,6 —0,40 0,12 —-83,5
—0,32 0,05 —-36,5 —0,166 114,9 -0, 32 0,10 —66,8 —0,304 208,9
—0,24 0,04 —-27,3 —-0,164 114,0 —0,24 0,07 -=50,1 —0,303 208,8
-0, 16 0,03 -—18,2 —0,164 113,9 —0,16 0,05 —-33,4 —0,303 208,7
—0, 08 0,01 —-9,1 —0,164 113,9 —0,08 0,02 —-16,7 —0,303 208,06
0,00 0,00 0,0 —0,164 113,8 0,00 0,00 0,0 —0,303 208,5
0,08 —-0,01 9,1 —0,164 113,8 0,08 —0,02 14,0 —0,252 175,5
0,16 —-0,03 18,2 —0,164 113,8 0,16 —-0,04 28,1 —0,252 175,4
0,24 —-0,04 27,3 —0,164 113,7 0,24 —0,06 421 —0,252 175,3
0,32 —-0,05 36,4 —0,164 113,7 0,32 —-0,08 56,1 —0,252 175,3
0,40 -0,07 45,5 —0,164 113,6 0,40 -0,10 70,1 —0,252 175,2
1,0 | 1,0H .
- 0,5] . <~ 05] | X
5 Y $ X2
0,0 L | | | | ] 0,0 L | | | ] 3
—0,20,0 02 04 —0200 02 04 N I
u1,1 [%oo] u1,1 [%oo] N '
1.0 T T T | T ///7777 77HX1
\b: 0,5 i \b:: X3
T22|x,=w/5 =0
0.0 \ \ \ N 00 \ \ 7—33|X3=w/5 =0
-0,20,0 0,2 0,4 —-0,20,0 0,2 0,4
i [%0] 1 [%0]

Abbildung A.5.: Normierte Ableitungen des Verschiebungsgradienten und der Normalspannungskom-

ponente aus Tab.A.8 fiir den Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).
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Rissnormale parallel zur Zugrichtung - eine Seite frei, eine fixiert

Tabelle A.9.: Verschiebungsgradiente us » und Cauchy’'sche Normalspannungskomponenten o011, 033
bei paralleler Rissorientierung und einer freien sowie einer festen Wiirfelseite fiir einen Hertzschen
Kontakt (links) und einen Kissing Bond (rechts).

1,1 [%0] tz.2 [%o] 011 [MPa] 033 [MPa] 0}, [GPa] u1,1 [%0] U22 [%00] 011 [MPa] o33 [MPa] 0 [GPa]

—0,40 0,09 —-49,0 14,7 —0,40 0,1v -91,9 -27,9
-0,32 0,0r -39,1 —-11,8 123,6 —-0,32 0,14 —-73,5 —=22,3 230,1
—0,24 0,06 —29,3 -8,8 122,3 —0,24 0,10 -55,1 —-16,7 230,0
-0, 16 0,04 —-19,5 -5,9 122,3 —0,16 0,0r —-36,7 —11,1 229,8
—0,08 0,02 -9,8 —2,9 122,2 —0,08 0,03 -—18,4 —5,6 229,7
0, 00 0,00 0,0 0,0 122,1 0, 00 0,00 0,0 0,0 229,6
0,08 -0,02 9,8 2,9 1221 0,08 —0,03 15,2 4,6 190,5
0,16 —-0,04 19,5 59 122,0 0,16 —0,06 30,5 9,2 190,4
0,24 —-0,05 29,3 8,8 122,0 0,24 —-0,09 45,7 13,8 190,4
0,32 -0,07 39,0 11,7 121,9 0,32 —-0,11 60, 9 18,5 190,3
0,40 —-0,09 48,8 14,7 121,8 0,40 -0,14 76,1 23,1 190, 2
1,0 - - 1,0 | =
o 05 . o 05 . X
> .
0,0t | | | ] 0,0 1 | ] 3
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4 i SRR
u1 1 [%0] 1.1 [%o] : N '
10[e | T T 7 T 7 R4 77}1
5 05) i < | X3
To2|x,=w/s =0
00 \ \ ] 00 \ \ ] U3‘X3:W/5 =
-0,20,0 0,2 0,4 -0,20,0 0,2 0,4
uz,1 [%00] u1,1 [%00]

Abbildung A.6.: Normierte Ableitungen des Verschiebungsgradienten und der Normalspannungskom-
ponenten aus Tab. A.9 fiir den Hertzschen Kontakt (links) und den Kissing Bond (rechts).
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A.12. Volumen-Dehnungskurven senkrechter und paralleler Einzelrisse

Auf den folgenden Seiten sind die Anderungen der Rissvolumina einzelner parallel und senkrecht
ausgerichteter Risse in einer nichtlinearen Matrix dargestellt. Die Darstellung beschrankt sich im Falle
eines senkrechten Risses auf Kissing Bonds.

Anderung des Rissvolumens mit Spannung parallel zur Rissnormalen

Kissing Bond

- e Knotenkoordinaten (Materialsystem) und Verschiebungen einzelner Lastschritte
; in ANSYS®© ausgelesen
: e Import in Mathematica, Bildung konvexer Hiille mittels ConvexHullMesh
e R e Berechnung des Volumens der konvexen Hillle mittels RegionMeasure
REL A B e e bei Hertzschem Kontakt muss das MaR der konvexen Gesamthiille um das Volu-
X1 men der konvexen Hiille der Kuppelknoten reduziert werden, da das Rissvolumen
Xa konkav ist
. 8,0F B 8,0F -
S
SN
o 6,0 - 8 6,0 s
=
— 4,0 . 4.0 =
L
>§ 2,0 . 2,0 =
&
Sé’ 0,0 8 0,0 s
L 60f 1 6,0] |
q
g 4,0 . 4.0 =
o
s 2,0 . 2,0 =
S
5
ﬁﬁ 0,0} 8 0,0} s
6,0 | s 6,0 s
L 40f 1 40} .
q
o
= 2,0/ s 2,01 s
o
g 0.0F | | \ | L 0.0 | | \ | L
8 —100,0 -=50,0 0,0 50,0 100,0 —100,0 -=50,0 0,0 50,0 100,0
>D: 011 [l\/IPa] 011 [I\/IPa]

Abbildung A.7.: Anderung des Rissvolumens eines Kissing Bond mit Augmented-Lagrange- (links) und
Lagrange-Formulierung fiir zwei feste Seiten (oben), eine feste Seite (Mitte) und zwei freie Seiten.
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=
=l w1 Tabelle A.10.: Anderung des Rissvolumens bei Verwendung eines Kissing Bonds,
N 7( parallel zur Verschiebungsrichtung.
1
X3
LS 011[GPa] Vkiss[a.u] Vkiss/niirfel LS o11[GPa] \VRiss[a.u.] VRiss/Mwiirfel
1 —0,1027 0,00222 1,77-107° 1 —-0,1073 0,00000 0
2 —0,0822 0,00177 1,42-107° 2 —0,0858 0,00000 0
*g 3 —0,0616 0,00133 1,06-107° 3 —0,0644 0,00000 0
pu 4  —0,0410 0,00089 7,09-107° 4 —0,0429 0,00000 0
% 5 —0,0204 0,00048 3,81-107° 5 —0,0214 0,00000 0
N 6 0,0000  0,00000 0 6 0,0000  0,00000 0
2 7 00172 0,00184  1,47-107° 7 00172 0,00184  1,47-107°
N 8 0,0343  0,00369 2,05-107° 8 0,0343  0,00369 2,95-107°
9 0,0514  0,00553 4,42-107° 9 0,0514  0,00553 4,42 .107°
10 0,0686  0,00737 5,90-107° 10 0,0686  0,00737 590-107°
11 0,0857  0,00922 7,37-107° 11 0,0857  0,00922 7,37-107°
LS o011[GPa] \riss[a.u] \VRiss/Vniirfel LS o011[GPa] \VRiss[a.u.] VRiss/Mwiirfel
1 —0,0840 0,00182 1,45-107° 1 —-0,0870 0,00000 0
2 —0,0671 0,00145 1,16-107° 2 —0,0696 0,00000 0
2 3 —0,0503 0,00109 8,72-107° 3 —0,0522 0,00000 0
HE 4 —0,0336 0,00073 581-107° 4  —0,0348 0,00000 0
= 5 —0,0166 0,00041 3,27-107° 5 —0,0174 0,00000 0
‘8 6 0,0000 0,00000 0 6 0,0000  0,00000 0
8= 7 0,0144  0,00157 1,26-107° 7 0,0144  0,00157 1,26-107°
8 0,0288 0,00314 2,51-107° 8 0,0288 0,00314 2,51-107°
9 0,0433  0,00471 3,77-107° 9 0,0433 0,00471 3,77-107°
10 0,0577  0,00628 5,03-107° 10 0,0577  0,00628 5,03-107°
11 00721 000785  6,28-107° 11 00721 0,00785  6,28-107°
LS 011[GPa] \Vkiss[a.u] VRiss/Mwvirfel LS 011 [GPa]  Vriss[a.u.]  Vkiss/Vwiirfel
1 —0,0765 0,00166 1,33-107° 1 —-0,0790 0,00000 0
2 —0,0612 0,00133 1,06-107° 2 —0,0632 0,00000 0
kS 3 —0,0459 0,00099 7,96-107° 3 —0,0474 0,00000 0
pu 4  —0,0306 0,00066 530-107° 4 —0,0316 0,00000 0
% 5 —0,0151 0,00038 3,05-107° 5 —0,0158 0,00000 0
2 6 0,0000  0,00000 0 6 0,0000  0,00000 0
2 7 00133 0,00146  1,17-107° 7 00133 0,00146  1,17-107°
N 38 0,0266  0,00293 2,34-107° 8 0,0266  0,00293 2,34-107°
9 0,0398 0,00439 3,51-107° 9 0,0398 0,00439 3,561-107°
10 0,0531 0,00586 4,68-107° 10 0,0531 0,00586 4,68-107°
11 0,0664 0,00732 5,86-107° 11 0,0664  0,00732 5,86-107°
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e
l u Abbildung A.8.: Verhalten eines kongruenten Knotenpaares fiir einen Kissing
3 Tt Bond mit Augmented-Lagrange- (links) und Lagrange-Formulierung fiir zwei
e ;1 feste Seiten (oben), eine feste Seite (Mitte) und zwei freie Seiten.
X3
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Anhang

Herzscher Kontakt

e Knotenkoordinaten (Materialsystem) und Verschiebungen einzelner Lastschritte
in ANSYS© ausgelesen

3 b e Import in Mathematica, Bildung konvexer Hiille mittels ConvexHullMesh
: ' e Berechnung des Volumens der konvexen Hiille mittels RegionMeasure
Yl 7(1 e MaR der konvexen Gesamthiille wurde um das Volumen der konvexen Hiille der
Kuppelknoten reduziert werden, da das Rissvolumen konkav ist
X3
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Abbildung A.9.: Rissvolumen eines Hertzschen Kontakts bezogen auf das Gesamtvolumen des Wiirfels
(links) und die Anderung desselben bezogen auf das Rissvolumen im entspannten Zustand. Dargestellt
sind die Ergebnisse fiir zwei feste Seiten (oben), eine feste Seite (Mitte) und zwei freie Seiten.
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bty Tabelle A.11.: Anderung des Rissvolumens bei Verwendung eines Hertzschen
) Kontakts, parallel zur Verschiebungsrichtung.

X1
LS o011[MPa]  Vkiss [a.u]  Vkiss/Mwiirtel [%]  VRiss/Vides — 1 [%0]
1 —48,6 1,56086 1,249 —5,900
2 —38,8 1,56293 1,250 —4,583
§ 3 =291 1,56474 1,252 —3,432
g 4  —-19/4 1,56651 1,253 —2,300
9 5 —-97 1,56829 1,255 —1,166
H@ 6 0,0 1,57013 1,256 0,000
g 7 9,7 1,57537 1,260 3,342
N 8 19,3 158062 1,264 6,685
9 29,0 158587 1,269 10,027
10 38,7 1,59112 1,273 13,370
11 48,3 1,59637 1,277 16,714
LS o011[MPa]  Vkiss [a.u]  Vkiss/Muiirtel [%]  VRiss/ViSes — 1 [%0]
1 —42.7 1,56162 1,249 —5,573
2 =341 1,56345 1,251 —4.411
3 3 =256 156510 1,252 —3,356
B 4 —-17,0 1,56676 1,253 —2,302
% 5 —8,5 1,56842 1,255 —1,247
& 6 0,0 1,57038 1,256 0,000
qg) 7 8,5 1,57497 1,260 2,925
© 8 17,0 1,57981 1,264 6,010
9 25,5 158466 1,268 9,094
10 34,0 1,58950 1,272 12,180
11 42,5 1,59435 1,275 15,265
LS 011[MPa]  Vkiss[a.u.]  Vkiss/Mwiirfel [%]  Vhiss/ Vs — 1 [%0]
1 —39,8 1,56186 1,249 —4.957
2 =318 156360 1,251 —3,848
8 3 -238 1,56522 1,252 —2,818
g 4 —159 1,56684 1,253 —1,787
ko) 5 7.9 1,56846 1,255 —0,757
tg 6 0,0 1,56964 1,256 0,000
g 7 7.9 1,57484 1,260 3,307
N 8 15,9 1,57955 1,264 6,308
9 23,8 1,58426 1,267 9,309
10 31,7 1,58897 1,271 12,311
11 39,7 1,59368 1,275 15,313
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Anhang

Anderung des Rissvolumens mit Spannung senkrecht zur Rissnormalen

: : e nur Kissing Bonds betrachtet
@ i e Ranbedingungen: zwei fest, zwei frei, fest und frei
! e \Volumenbestimmung liber Malk der konvexen Hiille der Rissknoten
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Abbildung A.10.: Anderung des Rissvolumens eines Kissing Bond mit Augmented-Lagrange- (links)
und Lagrange-Formulierung fiir zwei feste Seiten (oben) eine feste Seite (Mitte) und zwei freie Seiten.
Die Rissnormale steht dabei senkrecht zur Zug- und Druckrichtung.
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Anhang

A
N
l t, Iy luy 1 Tabelle A.12.: Anderung des Rissvolumens bei Verwendung eines Kissing Bonds,
/J, e 7( senkrecht zur Verschiebungsrichtung.
1
X3
LS o11[GPa]  VRiss[a.u.]  VRiss/Mwiirfel LS o011[GPa] \VRiss[a.u.] VRiss/Mwiirfel
1 —0,1065 0,00096 7,69-107° 1 —0,1073 0,00000 0
2 —0,0851 0,00077 6,15-107° 2 —0,0858 0,00000 0
*g 3 —0,0638 0,00058 4,67-107° 3 —0,0644 0,00000 0
p 4  —0,0425 0,00043 3,41-107° 4  —0,0429 0,00000 0
Pt 5 —0,0212 0,00026 2,11-107° 5 —0,0214 0,00000 0
A 6 0,0000 0,00000 0 6 0,0000  0,00000 0
2 7 0,0206  0,00080 6,41-107° 7 0,0206  0,00080 6,41-107°
N 8 0,0412  0,00160 1,28-107° 8 0,0412 0,00160 1,28-107°
9 0,0618  0,00240 1,92-107° 9 0,0618 0,00240 1,92-107°
10 0,0824  0,00320 2,56-107° 10 0,0824  0,00320 2,56-107°
11 0,1029  0,00400 3,20-107° 11 0,1029  0,00400 3,20-107°
LS o011[GPa] \Riss[a.u.] VRiss/Mwiirfel LS 011[GPa] \riss[a.u] Vriss/Vniirfel
1 —0,0870 0,00000 0 1 —0,0870 0,00000 0
2 —0,0696 0,00000 0 2 —0,0696 0,00000 0
2 3 —0,0522 0,00000 0 3 —0,0522 0,00000 0
& 4 —0,0348 0,00000 0 4  —0,0348 0,00000 0
% 5 —0,0174 0,00000 0 5 —0,0174 0,00000 0
ﬁ 6 0,0000  0,00000 0 6 0,0000  0,00000 0
= 7 0,0174  0,00000 0 7 0,0174  0,00000 0
38 0,0347  0,00000 0 8 0,0347  0,00000 0
9 0,0521  0,00000 0 9 0,0521  0,00000 0
10 0,0694  0,00000 0 10 0,0694  0,00000 0
11 0,0868  0,00000 0 11 0,0868 0,00000 0
LS 011[GPa] Vkiss[a.u] VRiss/Miirfel LS 011[GPa] \Vkiss[a.u] VRiss/Uniirfel
1 —0,0790 0,00000 0 1 —=0,0790 0,00000 0
2 —0,0632 0,00000 0 2 —0,0632 0,00000 0
k) 3  —0,0474 0,00000 0 3 —0,0474 0,00000 0
s 4 —0,0316 0,00000 0 4 —0,0316 0,00000 0
4% 5 —0,0158 0,00000 0 5 —0,0158 0,00000 0
2 6 0,0000  0,00000 0 6 0,0000 0,00000 0
2 70,0158 0,00000 0 70,0158 0,00000 0
N 8 0,0316  0,00000 0 8 0,0316  0,00000 0
9 0,0473  0,00000 0 9 0,0473  0,00000 0
10 0,0631  0,00000 0 10 0,0631  0,00000 0
11 0,0788  0,00000 0 11 0,0788  0,00000 0
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